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Nr. 5

Bestimmung der Eigenfrequenz von Dreh-
schwingungen.
Von HANS LIEBERHERR, Dipl. Ing., Winterthur.

Im allgemeinen geht man zur Ermittlung der Eigen-
frequenz der Drehschwingung einer mit Tragheitsmomenten
besetzten Welle so vor, dass man fir jede einzelne Masse
die Bewegungsgleichung der Drehung unter dem Einfluss
der an ihr angreifenden Momente aufstellt. Durch Ein-
fihrung eines Cosinus-Ansatzes mit der noch unbestimmten
Frequenz 1 und der Amplitude 4, die far jede Masse ver-
schieden ist, geht dieses System von Differentialgleichungen
iiber in ein System linearer homogener Gleichungen fir
die Amplituden 4. Diese koénnen von Null verschiedene
Werte nur dann besitzen, wenn die Determinante ihrer
Koeffizienten verschwindet. Aus dieser Bedingung ermittelt
man durch Probieren und Interpolation diejenigen Werte
von A, die die Determinante zu Null machen, die sog.
Eigenfrequenzen des Problems. Fir ein System von n
schwingenden Massen erhalt man auf diese Art (7 — 1)
Werte fiir die Eigenfrequenzen. Fir die technische An-
wendung kommt jedoch fast ausschliesslich nur die unterste
in Betracht. Hier gelangt man viel rascher zum Ziel durch
die nachstehende Methode. Wie sich zeigen wird, stellt
sie das genaue Analogon dar zum bekannten Verfahren
der Bestimmung der Eigenfrequenz der Biegungschwingung
einer mit Massen besetzten Welle (Stodola, Dampf- und
Gasturbinen, 5. Auflage, Seite 381).

Als Ausgangspunkt der Untersuchung dient die
Schwingungsgleichung einer Welle von konstantem Trag-
heitsmoment, die stetig mit Massentriagheitsmomenten belegt
ist. Als solche fallen in Betracht die Eigenmasse der Welle,
aber auch aufgesetzte Massen, wie Schwungrad, Generator,
Schiffschrauben, Kupplungen und die reduzierten Massen
des Kurbeltriebes. Da in den praktischen Anwendungen
gewdhnlich das Tragheitsmoment lings der Welle ver-
anderlich ist, unter welche Abweichungen auch in den
Wellenstrang eingeschaltete elastische Kupplungen zurechnen
sind, so hat man die Welle vorerst zu ,reduzieren“. Dies
bedeutet, dass man die einzelnen Elemente der Welle, die
abweichendes Trigheitsmoment haben, ersetzt durch Wellen-
stiicke des gegebenen Durchmessers und von solcher Lénge,
dass bei gleichem Drehmoment die Verdrehung entspre-
chender Querschnitte gegeneinander gleich wird wie bei
der urspriinglichen Welle. Das Massentrégheitsmoment tiber
einem bestimmten Wellenstiick wird man iiber die ent-
sprechende reduzierte Linge bei unverindertem Gesamt-
betrag sinngemiss verteilen.

Bezeichnet man das polare Tréagheitsmoment der
reduzierten Welle mit /,, das Massentragheitsmoment pro
Lingeneinheit, das eine Funktion des Abstandes x vom
Wellenende sein soll, mit ©,, das verdrehende Moment im
Querschnitt « mit 4, so lautet die Bewegungsgleichung
der Drehung fiir das Element der Welle zwischen x und
x —dx, wenn ¢ der Verdrehungswinkel,

)2 M
(6, dx) %,2 = (a—x dx P ()
M liasst sich ausdriicken durch die Verdrehung gemdss
do o M
W — C./,, . . . 3 . . (2)
Damit folgt die Schwingungsgleichung
02 g 0% g

Fihrt man hierin den Normalschwingungsansatz ein, ¢ =
A cos (M), worin 4 unabhingig von der Zeit sein soll,

so folgt 0?4
o tolg — OB A=GJpoi
oder 0% 4 e)
W‘—_—T}ll o . . a s o (4)
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Die Losung dieser Differentialgleichung hat die Bedingungen
zu erfiilllen, dass das tbertragene Moment an beiden Enden
der Welle verschwindet, was nach (2) durch die Bedingung
Jg

=, =0 in &=0,1
oder gleichbedeutend
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dargestellt wird.
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% ergibt sich durch einmalige Integration aus (4) als
X
o !Q, dx A
LS B ©
ox P

sodass, da die erste Bedingung des Verschwindens der
Neigung der Tangente der elastischen Linie im Anfangs-
punkt ohne weiteres erfilllbar ist, die Bedingung verbleibt

!
f@lAd,x':o. )

Bedenkt man, dass @, dx 4 /% das an jedem Massenelement
angreifende Moment der Trigheitskrifte darstellt, so hat
diese Gleichung die einfache Bedeutung, dass das resul-
tierende Moment der Trigheitskréfte tiber die ganze Welle
verschwindet. Da keine &ussern Krifte auf die Welle ein-
wirken, ist dies eine Selbstversténdlichkeit.

Zur Losung der Differentialgleichung wird jetzt so
vorgegangen, dass man zuerst eine willkiirliche Annahme
tiber den Verlauf der elastischen Linie macht, die aber
die Randbedingungen erfiillen muss. Wahrend die erste
sofort beriicksichtigt ist, verlangt die zweite das Bestehen

!

der Gleichung /'O,Adxzo, die jetzt in etwas verdn-
derter Form wiederholt sei

(72)

A stellt die Amplitude der Schwingung, also die maximale
Auslenkung gegeniiber der Axenrichtung dar. Sie ist vor-
laufig noch unbekannt. Dagegen gibt die Annahme die
Abstinde 4 -+ a von einer beliebigen Axe, die parallel
zur Schwingungsaxe im Abstand @ verliuft, sodass sich a
aus den gegebenen Werten von (4 |- @) und O, ergibt.
Gemiss Gleichung (6) ist der Neigungswinkel der
elastischen Linie gegeniiber der Axe im Punkte x

fl@l Adx = fl@l (A+a)dx—a flOl dx =o

o

X
» fA(~), dx
0A P
ax G
;_L‘
sodass man ihn graphisch dadurch erhilt, dass man auf
einer Horizontalen G/,/%? auftrigt, A, vorlaufig geschatzt
und von deren Ende aus abwirts die Teilintegrale /'A 6, dx,
wenn man sich die Welle in einzelne Teilstiicke zerlegt
denkt, aneinanderreiht. Damit kann man die Losung der
Differentialgleichung fiir den angenommenen Verlauf von 4
aufzeichnen und hat auch hier wieder zuerst die Lage der
Schwingungsaxe zu bestimmen. Waren angenommene elas-
tische Linie und 1 richtig gewesen, so hitte das Resultat
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wieder die Annahme ergeben. Bei nur unrichtigem /Z,
konnte man die erhaltene Kurve durch einfache affine
Verzerrung in die urspriingliche iiberfiihren, wobei sich
das neue J,, das bei der gleichen Annahme von 4 die
richtige Kurve ergeben hitte, als

alzto]/j—f N )
darstellt. Weichen Annahme und Ergebnis wesentlich von-
einander ab, so wird man den Mittelwert des Verhéltnisses
entsprechender Am-
plituden lings der
Welle  bestimmen

obiger Gleichung berichtigen. Mit dieser ersten Naherung
als neuer Annahme und dem berichtigten 2 wird dann die
Konstruktion wiederholt, bis die gewiinschte Genauigkeit
erreicht wird, was, wie die praktische Verwendung des
Verfahrens zeigt, schon sehr rasch der Fall ist.

Zwei einfache Beispiele sollen die Anwendung der
Methode dartun. Als erstes sei das einfachste Schwin-
gungsystem mit zwel einzelnen Massen gewahlt (Abb. 1).
Hier kann tiber die Wahl der elastischen Linie kein Zweifel
vorliegen. Es ist die Gerade, und die Lage der Schwin-
gungsaxe bestimmt sich, wenn die Hilfsaxe durch die
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A ist nun richtig gewihlt,

wenn die Neigung der wirk-

lichen elastischen Linie {iber-

einstimmt mit der Richtung

der Hypothenuse des Drei-
04 ecks der O, A; und GJ,/22.
A — Ay A 6

9 Abb.1
/ — G

Qf—

Setzt man den Wert von 4, aus (9) ein, so folgt
)
Ay + 4, ﬁ: 4,04
)

Somit

!

woraus die bekannte Formel fiir die Eigenfrequenz eines

Zweimassensystems folgt
jr=Ee OO (10)

0 Oy

Das zweite Beispiel soll die Bestimmung der Eigen-
frequenz eines einfachen Viermassensystems zeigen (Abb. 2).
Der Wellendurchmesser sei 25 cm und G = 830 000 kg/cm?,
sodass G /, = 324 108 kgcm?.  Als erste, absichtlich sehr
grobe Annahme iiber den Verlauf der elastischen Linie
wurde die gerade Verbindungslinie zwischen den Ampli-
tuden von erster und letzter Masse angenommen. Es ist

! 4
[61 dx (4 +a)= > 0;(4;+ a)

[' i=4[
und fo.a5= 0,

i=1
sodass sich a damit bestimmen ldsst. Die Amplituden 4
wurden aus 4 -+ a durch rechnerische Subtraktion von a
ermittelt. 1, wurde auf 150 sec geschitzt und G /,/1? ho-
rizontal aufgetragen. Daran schliessen sich vertikal anein-
ander die Teilintegrale 4; ©;, sodass sich die Neigungs-
winkel der elastischen Linie ergeben und die elastische
Linie sich in erster Anniherung aufzeichnen ldsst. Auch
hier ist wieder die Axe zu bestimmen, sodass die neuen
Amplituden jetzt auch bekannt sind. Das mittlere Verhiltnis
der Amplituden zwischen Annahme und Ergebnis ist 1,192,
die mittlere Abweichung davon 7,5°/,, die maximale 12,9 9/,
was angesichts der rohen Annahme weiter auch nicht
verwundert. Fir die zweite Naherung wurde die Frequenz

korrigiert entsprechend 1, :).0]/1,192 = 162,5 und die
gewonnene erste Anndherung als neue Annahme gewéhlt.
Damit ergab sich ein mittleres Verhiltnis zwischen Annahme
und Resultat von 1,026, bei einer mittlern Abweichung
von 1,7 %, und einer maximalen von 3,16 9/, an der ersten

12

Abb. 1 (links) und Abb. 2.
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Masse, wo auch bei der ersten Niherung die grosste Ab-
weichung auftrat. Die Winkelgeschwindigkeit ist also nur
noch um ]/1,026 — 1= 1,3 9 zukorrigieren, sodass die ge-
wonnene Anniherung technischen Anspriichen bereits voll-
auf geniigt.

Das Verfahren ergibt aber nicht nur die Schwingungs-
frequenz, sondern auch gleichzeitig die Schwingungsform.
Dadurch ist man in den Stand gesetzt, bei bekannten
Dampfungsgroéssen auch die Amplituden bei Resonanz zu
bestimmen (Eichelberg in Festschrift Prof. Stodola). Zugleich
hat es den Vorteil, dass es die Beriicksichtigung der nicht
auf einen Punkt der Welle konzentrierten Massen, wie
auch den Einfluss der Eigenmasse der Welle, auf dem
gleichen sehr einfachen Wege gestattet, wihrend die ana-
lytische Behandlung hier auf so grosse Rechenarbeit
stosst, dass die gewonnenen Resultate in keinem Masse
diesem Aufwand entsprechen.

Die Hebungen und Senkungen der Rheinsohle
in der Strecke Landquartmiindung-Bodensee.
Vom EIDGEN. OBERBAUINSPEKTORAT, Bern.

Der Rhein ist in der Strecke zwischen der Ein-
miindung der Landquart und dem Bodensee den verschieden-
artigen Einflissen unterworfen, die das Geschiebe einer-
seits und die Raumungskraft des Flusses anderseits mit-
sichbringen. Die Menge der jahrlich in den See geforderten
festen Bestandteile wird zu durchschnittlich 2,8 Millionen m3
berechnet. Wenn diese Geschiebemassen jeweilen im Fluss-
bett selber zur Ablagerung gelangen wiirden, so geniigten
10 bis 20 Jahre, um das ganze Durchflussprofil auszuftllen.
Zum Glick wirkt die Schleppkraft des Gewassers in ent-
gegengesetztem Sinne, und einzig der Unterschied der im
Spiele stehenden Naturkréfte kann sich als Sohlenauftrag
bezw. Abtrag bemerkbar machen.

In Abb. 1 und 2 ist das Liangenprofil des Rheines
mit den Verinderungen im Zeitraum von 1910 bis 1928,
bezw. 1929, dargestellt; Abb. 3 (Seite 65) zeigt fiir die an
den Rheinstationen mit ganzen Nummern erhobenen Quer-
profile, wie sich die mittlere Sohle von 1848 bis 1928
bezw. 1929 gehoben oder gesenkt hat. Diese Darstellungen
geben ein Bild von den Vorgingen in der Vergangenheit,
sie lassen auch einige Schliisse ziehen fiir die Zukunft.

Im gegenwirtigen Zeitpunkt ldsst sich die Tendenz
der Veranderungen der mittlern Sohle des Flussbettes
ungefihr folgendermassen charakterisieren. Es besteht von:

Landquart bis Rh. St. 14a (Grenze) Vertiefung.

Rh. St. 14a bis Rh. St. 29 (unterhalb Weite) Beharrung.

Rh.St.29 bis Illmiindung . . Erhohung.

Illmiindung bis Diepoldsauer Durchstxch Vertiefung.

Diepoldsauer Durchstich bis Bodensee . Beharrung.

Die Aufnahmen vom Winter 1928/29 zeigen, dass
nun in der Erhohungstrecke von Buchs auch Abtragung
einsetzen kann, indem das ganze vom Hochwasser 1927
daselbst aufgelandete Material restlos, ebenso der Auftrag
der Periode 1921/27 abgespiilt worden ist. Dieser Abtrag
ist grosser als die damals nur am rechten Ufer ausgefiihrte
Materialentnahme. Die bedeutenden Kiesentnahmen, die seit



	Bestimmung der Eigenfrequenz von Drehschwingungen

