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Bestimmung der Eigenfrequenz von Dreh-
schwingungen.
Von HANS LIEBERHERR, Dipl. Ing., Winterthur.

Im allgemeinen geht man zur Ermittlung der
Eigenfrequenz der Drehschwingung einer mit Trägheitsmomenten
besetzten Welle so vor, dass man für jede einzelne Masse

die Bewegungsgleichung der Drehung unter dem Einfluss
der an ihr angreifenden Momente aufstellt. Durch
Einführung eines Cosinus-Ansatzes mit der noch unbestimmten
Frequenz X und der Amplitude A, die für jede Masse
verschieden ist, geht dieses System von Differentialgleichungen
über in ein System linearer homogener Gleichungen für
die Amplituden A. Diese können von Null verschiedene
Werte nur dann besitzen, wenn die Determinante ihrer
Koeffizienten verschwindet. Aus dieser Bedingung ermittelt
man durch Probieren und Interpolation diejenigen Werte
von X, die die Determinante zu Null machen, die sog.
Eigenfrequenzen des Problems. Für ein System von n
schwingenden Massen erhält man auf diese Art (n— i)
Werte für die Eigenfrequenzen. Für die technische
Anwendung kommt jedoch fast ausschliesslich nur die unterste
in Betracht. Hier gelangt man viel rascher zum Ziel durch
die nachstehende Methode. Wie sich zeigen wird, stellt
sie das genaue Analogon dar zum bekannten Verfahren
der Bestimmung der Eigenfrequenz der Biegungschwingung
einer mit Massen besetzten Welle (Stodola, Dampf- und
Gasturbinen, 5. Auflage, Seite 381).

Als Ausgangspunkt der Untersuchung dient die
Schwingungsgleichung einer Welle von konstantem
Trägheitsmoment, die stetig mit Massenträgheitsmomenten belegt
ist. Als solche fallen in Betracht die Eigenmasse der Welle,
aber auch aufgesetzte Massen, wie Schwungrad, Generator,
Schiffschrauben, Kupplungen und die reduzierten Massen
des Kurbeltriebes. Da in den praktischen Anwendungen
gewöhnlich das Trägheitsmoment längs der Welle
veränderlich ist, unter welche Abweichungen auch in den
Wellenstrang eingeschaltete elastischeKupplungen zu rechnen
sind, so hat man die Welle vorerst zu „reduzieren". Dies
bedeutet, dass man die einzelnen Elemente der Welle, die
abweichendes Trägheitsmoment haben, ersetzt durch Wellenstücke

des gegebenen Durchmessers und von solcher Länge,
dass bei gleichem Drehmoment die Verdrehung entsprechender

Querschnitte gegeneinander gleich wird wie bei
der ursprünglichen Welle. Das Massenträgheitsmoment über
einem bestimmten Wellenstück wird man über die
entsprechende reduzierte Länge bei unverändertem Gesamtbetrag

sinngemäss verteilen.

Bezeichnet man das polare Trägheitsmoment der
reduzierten Welle mit Jp, das Massenträgheitsmoment pro
Längeneinheit, das eine Funktion des Abstandes x vom
Wellenende sein soll, mit (9U das verdrehende Moment im
Querschnitt x mit M, so lautet die Bewegungsgleichung
der Drehung für das Element der Welle zwischen x und

x -\- dx, wenn <p der Verdrehungswinkel,

<01dx)-w -^dx
M lässt sich ausdrücken durch die Verdrehung gemäss
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dtp
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M
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Damit folgt die Schwingungsgleichung
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Führt man hierin den Normalschwingungsansatz ein, <p

A cos (Xt), worin A unabhängig von der Zeit sein soll,
SO folgt ^ •_ A y d2 A

oder
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Die Lösung dieser Differentialgleichung hat die Bedingungen
zu erfüllen, dass das übertragene Moment an beiden Enden
der Welle verschwindet, was nach (2) durch die Bedingung

Clip
in x o, /

(5)

oder gleichbedeutend
ÔA

-5— 0 in x o, /
dargestellt wird.

ÔA
-=— ergibt sich durch einmalige Integration aus (4) als
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sodass, da die erste Bedingung des Verschwindens der
Neigung der Tangente der elastischen Linie im Anfangspunkt

ohne weiteres erfüllbar ist, die Bedingung verbleibt

J ©j A dx o (7)

Bedenkt man, dass @j dx A X2 das an jedem Massenelement
angreifende Moment der Trägheitskräfte darstellt, so hat
diese Gleichung die einfache Bedeutung, dass das
resultierende Moment der Trägheitskräfte über die ganze Welle
verschwindet. Da keine äussern Kräfte auf die Welle
einwirken, ist dies eine Selbstverständlichkeit.

Zur Lösung der Differentialgleichung wird jetzt so

vorgegangen, dass man zuerst eine willkürliche Annahme
über den Verlauf der elastischen Linie macht, die aber
die Randbedingungen erfüllen muss. Während die erste
sofort berücksichtigt ist, verlangt die zweite das Bestehen

1

der Gleichung I &i A dx o, die jetzt in etwas verän-
0

derter Form wiederholt sei
1 1 1

ÇeiAdx=^Ç@1{A-\-a)dx—a f @x dx (7a)

A stellt die Amplitude der Schwingung, also die maximale
Auslenkung gegenüber der Axenrichtung dar. Sie ist
vorläufig noch unbekannt. Dagegen gibt die Annahme die
Abstände A -f- a von einer beliebigen Axe, die parallel
zur Schwingungsaxe im Abstand a verläuft, sodass sich a
aus den gegebenen Werten von (A (- a) und @j ergibt.

Gemäss Gleichung (6) ist der Neigungswinkel der
elastischen Linie gegenüber der Axe im Punkte x

__d
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sodass man ihn graphisch dadurch erhält, dass man auf
einer Horizontalen GJp/Xo* aufträgt,. Xq vorläufig geschätzt

2

und von deren Ende aus abwärts die Teilintegrale iA ©i dxt

wenn man sich die Welle in einzelne Teilstücke zerlegt
denkt, aneinanderreiht. Damit kann man die Lösung der
Differentialgleichung für den angenommenen Verlauf von A
aufzeichnen und hat auch hier wieder zuerst die Lage der
Schwingungsaxe zu bestimmen. Wären angenommene
elastische Linie und X richtig gewesen, so hätte das Resultat
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