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Das „Hinteramt" (alte Universität) beim „AugustinerhofB am Fiöschengraben,
beherbergte im Erdgeschoss und I. Stock die Bau- und Maschinen-Ingenieur'Schule,
die Forstschule und die Allgemeine (philosophische) Abteilung.

Les Mathematiques et la Realite.
Par FERDINAND GONSETH, Professeur ä l'E. P. F., Zürich.1)

Qu'il me soit permis tout d'abord de rendre hom-
mage et d'exprimer ma respectueuse et sincere affection ä

Mr. le professeur Franel, dont je fus l'eieve et l'assistant
pendant plusieurs annees et dont j'ai l'honneur d'fitre le
successeur.

Mr. Franel profita de la derniere heure de son cours
oü il prenait conge de ses auditeurs pour leur faire une
Conference remplie d'autant de sagesse que de savoir sur
le sujet: Pourquoi apprenons-nous les mathematiques?3)
Or j'ai toujours admire le Symbole de la torche qui passe
de la main du coureur qui vient de fournir son effort dans
la main de celui qui va le relayer. C'est pourquoi, en
ecoutant Mr. Franel, j'ai ete seduit par l'idee de prendre
comme sujet de ma Conference d'aujourd'hui un sujet ap-
parente ä celui qu'il traitait, afin que mes reflexions puis-
sent rejoindre les siennes.

Je ne m'attarderai pas ä decrire combien l'application
des mathematiques ä l'etude de la realite est efficace. L'en-
seignement dans cette Ecole et dans toutes les ecoles
similaires est dans une large mesure base sur cette effi-
cacite. La question que j'aimerais examiner est plutöt la
suivante: Comment cette efficacite s'explique-t-elle? Com-
ment, lorsque nous reflechissons ä la facon dont se constitue
notre connaissance du monde, notre connaissance des
r6alit£s objeetives, comment pouvons-nous envisager le röle
certainement primordial et tout ä fait particulier des
mathematiques? Peut-on penetrer jusqu'ä une certaine com-
prehension de l'harmonie comme preetablie qui existe entre
la nature d'une part, les formes et les nombres d'autre part?

C'est lä une de ces questions auxquelles chaque äge
de la science fournit sa reponse, reponse le plus souvent
traditionnelle. Mais s'il arrive que cette reponse se renou-
velle, c'est lä le signe qu'un ample mouvement d'idees s'est
operö, entrainant un considerable deplacement de point
de vue. Peut-ötre sommes-nous engages dans un tournant
de ce genre.

Les premieres tentatives de fournir une reponse ä

notre question datent de l'epoque mtoe oü la science
mathematique a pris forme de science theorique et abstraite.
On s'aecorde ä attribuer le merite de cette creation aux
mathematiciens et philosophes grecs de Thaies ä Euclide,
qui prennent place entre 600 et 300 avant notre ere. Mais
dans les doctrines mathematico-philosophiques des Pytha-
goriciens, et surtout dans celles de l'ecole platonicienne,
c'est moins le caractere d'efficacite des mathematiques que
leur caractere de verite qui fournissait la note dominante.

Pour les Grecs, essentiellement et en dehors de toutes
autres considerations, une proposition de mathematiques
etait vraie. Ce fait fondamental, pour developper ses conse-
quences, pour s'epanouir et prendre la position que son
importance comportait, ce fait fondamental exigeait la cr£-

') Legon d'ouverture, faite ä l'E. P. F. le 28 juin 1930.
a) Voir „S. B. Z,", tome 94, page 49 (3 aoüt 1929).

ation d'un monde spirituel oü la verite est identique ä la
realite, je veux dire le monde des idees de Piaton.

Un axiome de geometrie, par exemple, est une de
ces verites, qu'un esprit suffisamment eclair£ pereoit im-
mediatement, une verite evidente par elle-meme.

D'autre part, en restant fidele ä cette facon de voir,
on pourrait raisonner comme suit: Ce qui est vrai ne peut
etre ä la fois vrai et faux, vrai dans le monde spirituel
et faux dans le monde des choses. C'est pourquoi le monde
des choses lui-meme ne trouvera sa realisation qu'en aecord
avec les verites preetablies. II ne les realisera peut-Stre
qu'imparfaitement, parce que, disait-on chez les Grecs, le
monde des choses est par nature imparfait. Mais Jamals
il ne pourra les infirmer. Ainsi s'explique le fait que la
nature aime a s'exprimer en formes geometriques et en
nombres. La doctrine que j'esquisse semble ainsi trouver
comme sa clef de voüte.

C'est un assemblage d'id6es qui ne manque pas de
consistance et de fermete et sa force de persuasion est
loin d'etre epuis6e. On en retrouve des echos jusque dans
les trailes elementaires de geometrie, qui presque tous
reprennent ä leur compte la definition de l'axiome ä la-
quelle je viens de faire allusion:

L'axiome est une verite Evidente par elle-meme.
Toutefois, pour un esprit d'aujourd'hui, des constructions
de ce genre paraissent etre, comme on dit, purement
verbales et profondement irreelles. Nous ne croyons plus qu'il
suffise de dire : „Le vrai ne peut 6tre ä la fois vrai et
faux" pour contraindre le monde des choses ä obeir aux
lois de notre esprit, pour enserrer une parcelle de realite
pbysique ou psychologique. De pareilles phrases ont presque
totalement perdu leur signification, se sont videes de leur
substance. La prise de possession de la realite par l'esprit
humain n'est pas une chose si simple, qu'une elegance de
langage suffise ä tout elueider. Mais il est clair que si
l'on abandonne le terrain oü nous nous sommes places
pour un instant, et sur lequel les choses pensees sont
comme les reflets de verites ayant leur existence propre,
il est clair que l'on quitte un terrain tres ferme pour s'a-
venturer sur un sol mouvant. Si l'on abandonne Tappui
que fournit ä l'esprit l'idee de verite absolue, ce premier
abandon en amene bien d'autres ä la suite, et il n'est pas
jusqu'au mot de „realite", dont la signification devient un
peu flottante et estompee.

Dans ces conditions peut-etre viendrait-il ä l'esprit
d'un contradicteur de s'exprimer comme suit: Ou bien les
mots ont un sens sur lequel il n'y a pas ä se meprendre,
pas ä hesiter, un sens donne et preris, ou bien alors si
ce n'est pas le cas, j'estime qu'il faut fixer prealablement
le sens de chaeun d'eux. Dans le premier cas je ne de-
manderai qu'une chose: c'est que les mots soient employes
dans leur sens veritable et de facon conforme ä la logique.
Mais dans le second cas comment pourrai-je vous com-
prendre si vous ne vous etes d'abord explique sur le sens
de chaeun des mots que Vous aurez ä employer, et entre
autres sur le sens du mot realite, que vous employez d'une
facon tres generale et sujette ä bien des interpretations
dans le sujet m€me que vous avez ä traiter : Les
mathematiques et la realite.

Si cet interlocuteur imaginaire pouvait avoir raison,
il nous mettrait dans une position fort incommode et
meme ridicule. Car, vous y avez dejä pense, je ne puis rien
expliquer qu'en employant des mots et encore des mots. Si
ce sont les memes qu'auparavant, je tourne dans un cercle
vicieux, et s'ils sont nouveaux ma täche recommence. Si
bien que je me verrais interdire l'usage m£me de la parole.
II faudra certainement que j'admette une fois et que vous
admettiez avec moi que les phrases que je prononce et que
vous entendez sont intelligibles par elles-mSmes....

Mais alors, ne sommes-nous pas revenus sur le
terrain que nous pretendions vouloir abandonner. Et cette
vaine tentative de vouloir prendre la clef des champs
ne condamne-t-elle pas ä l'insucces toute autre velleite
d'emancipation?
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II ne faut pas se häter de l'affirmer. J'y ai fait allu-
sion une fois dejä: Chaque philosophe apporte sa reponse
dans cette question de la correspondance et de la con-
formite, de l'adequation des concepts aux choses.

Bien entendu il ne peut s'agir pour nous d'examiner
ces reponses une ä une. Cependant une partie de ma täche
consistera ä faire saisir qu'il est possible de sortir du di-
lemne apparent dans lequel nous pourrions nous croire
enfermes.

Mais, est-ce que nous ne nous engageons pas dans
de pures querelles de mots? Et ces querelles ne sont-elles

pas tres eloignees de notre sujet? Faut-il veritablement

passer par le chemin decourageant, et sans horizon, de

ces discussions preliminaires
Tout d'abord, ce probleme du rapport des mots aux

choses est le mfime que celui que nous voulons traiter,
mais sur un plan un peu different; sur le plan des notions
donnees intuitivement et reliees entre elles par les regles
du langage courant, tandis que notre probleme se pose
sur le plan des formules dites exactes et reliees par les

regles de la logique.
En d'autres termes: L'application des mots courants

ä la description des realites ordinaires et de tous les jours
se fait en principe de la m€me far;on que l'application
des mathematiques ä la description des realites d'ordre
scientifique.

S'il en est ainsi, il peut paraitre assez naturel de partir
du plus simple, c.-ä.-d. du langage ordinaire, et d'analyser
la facon dont il nous permet de nous accorder de facon
effective et univoque sur des realites tangibles, pour arriver
ensuite ä ce qui parait le plus difficile et le plus eloigne:
les relations du mathematique et du phenomenal.

Ce serait donc lä justement le chemin que nous
venons de nommer fastidieux et plein d'embüches. D'autre
part, ä mon avis, c'est la facon contraire de proceder qui
est la plus commode. Et c'est apres avoir imagin6 comment
les choses se presentent dans le domaine scientifique qu'on
peut, avec un esprit averti et aiguise par l'experience,
revenir avec fruit sur le probleme general du langage.

Dans le domaine mathematique je me propose donc
de soutenir tout d'abord une these, dont l'equivalent quant
au langage ordinaire pourrait se formuler tres simplement
comme suit: Le sens d'aucun mot n'est parfaitement donne
d'avance, n'est completement determine a priori. Le sens
des mots decoule de leur fonction dans le langage.

Commencons par supposer qu'un objet materiel nous
soit propose et que nous ayons ä nous le representer, ä

prendre conscience et connaissance de ce qui constitue
son etre et sa realite.

Tout d'abord nous commencerons par recueillir cer-
taines impressions assez grossieres et imprecises concernant
sa forme, son poids, sa consistance, sa couleur, etc. Ce

n'est pas chose tres simple que de comprendre comment
notre esprit coordonne ces impressions, de facon que
s'eveille en nous l'image de 1'objet comportant ces qualites.
Nous sommes ici justement dans ce Stade intuitif, auquel
nous avons fait dejä allusion. Nous repeterons donc ici
qu'ä notre avis il est commode de ne pas s'y attarder,
afin d'y recueillir des indications en quelque sorte
preliminaires sur la facon dont l'esprit travaille, et dans l'idee
de frayer la voie ä une discussion ulterieure plus appro-
fondie. Je crois plutöt que c'est Texamen de ce qui va se

passer quand nous passerons au stade scientifique qui permet

de revenir ensuite en arriere, et de jeter quelque
lumiere sur l'entrelacement des premieres notions dites

intuitives.
Pour faire un pas de plus, supposons que 1'objet de

notre examen soit un cristal. Toute description quelque peu
precise de sa forme fera immediatement appel ä tout l'ap-
pareil des concepts geometriques. C'est la geometrie et

plus specialement un certain groupe de deplacements et

symetries qui fourniront le principe le plus efficace pour
la Classification des formes sous lesquelles les cristaux se

presentent.

Ainsi des les premiers pas, nous faisons appel ä tout
un reseau de relations abstraites, reseau par rapport
auquel devra se construire l'image de l'objet.

Dans notre prise de possession, la description de la
forme ou de telles autres proprietes qu'on voudra ne nous
fournit que tel ou tel aspect de la realite. Si nous re-
cherchons une comprehension plus profonde, nous avons
le sentiment d'y parvenir lorsqu'il nous est possible de
relier ces aspects divers, de leur attribuer une cause
commune. Ceci devient possible, par exemple, sur la base
d'une theorie de la structure de la mauere cristallisee,
c'est-ä-dire en fonction de nouveaux concepts abstraits et de
nouvelles relations egalement abstraites — et ainsi de suite.

Ce que je viens de dire n'a que le seul but d'illustrer
le fait suivant: Si, dans la connaissance d'un objet, on
veut depasser la sphere d'experimentation assez grossiere
qu'on appelle intuitive, cette connaissance plus profonde
des realites ne s'obtient que par l'intermediaire, que par
l'entremise, qu'en fonction de theories de plus en plus
nombreuses, de Schemas abstraits intervenant successivement
et progressivement.

II y a lä une espece de paradoxe et comme une loi
de compensation: La description d'une realite toujours
plus exaote se fait en termes de plus en plus theoriques,
necessite des concepts toujours plus abstraits, tels que
atome, electron, spin, probabilite d'existence, etc. Le concret
ne se laisse serrer de pres qu'en termes abstraits.

Certains esprits supportent avec une certaine im-

patience cette ingerence du mathematique dans le physique.
Leur ideal serait de fonder une physique toute phenome-
nale, dans laquelle toutes les notions primitives seraient
definissables par des Operations reellement effectuees. C'est
ä une physique de ce genre que fait allusion le grand
astronome et physicien anglais Eddington, dans l'introduc-
tion ä son livre : „L'espace, le temps, la gravitation".
Voici ce qu'on y lit : „Les grandeurs physiques sont en
dernier lieu definies par la facon dont nous en prenons
connaissance, au moment oü nous les rencontrons dans le
monde qui nous entoure. ..." ou bien encore ceci, qui est

plus explicite: „.... On obtient une definition de la dis-
tance en decrivant tout simplement le procede exact qui
permet de la mesurer, et c'est cette definition lä qui, 6vi-
demment, doit etre la definition primitive.

Ainsi donc il y aurait deux facons d'envisager la
distance et les autres grandeurs de ce genre : celle des

mathematiciens et celle des physiciens et de toute la science

experimentale, ces dernieres etant deTinies en derniere
ligne par une suite d'actions coordonnees, de gestes inten-
tionnels. Malheureusement, quelques lignes plus loin,
Eddington reconnait que la chose n'est pas aussi simple que
cela. „Toutefois, dit-il, il faut observer une certaine pru-
dence. Je me trouverais dans un cruel embarras si l'on
me demandait d'expliquer sur le champ par quelle serie
de manipulations et de calculs la longueur de io-1' cm
est ä definir. — Et pourtant, le cas echeant, je n'hesiterai
pas ä me servir de grandeurs de cet ordre, comme si leur
definition etait ä notre portee immediate: on ne peut pas
s'attarder indefiniment ä l'examen des fondements".

Cette immixtion de l'abstrait, du mathematique est
tout ä fait essentielle. C'est pourquoi je m'en vais encore
1'illustrer par un autre exemple : „Toute Observation de

physique, dit quelque part Einstein, revient ä relever une
colncidence dans l'espace et dans le temps". Selon cette
idee toute la physique pourrait etre exprimee sous la forme
de tableaux oü seraient notees les co'incidences. Vous re-
trouvez dans cette facon de voir les choses, cette inclina-
tion vers une physique phenomenale dont je parlais tout
ä l'heure. Mais continuons : II est n6cessaire que deux
observateurs operant en des lieux differents puissent se

mettre d'accord sur les phenomenes, les co'incidences qu'ils
ont observees tous les deux. II est donc necessaire de

pouvoir passer du Systeme de reference — espace, temps —
de Tun, au Systeme de reference du second. Et les for-
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mules de transformation qui permettent d'operer ce chan-
gement de coordonnees fönt partie de la physique au moins
tout autant que les tableaux de coitncidences. C'est d'ail-
leurs lä Tobjet de ce qu'on appelle la theorie de la rela-
tivite, qui coincide avec la cinematique classique pour la
forme la plus immediate des equations de transformation,
et avec la relativite restreinte d'Einstein pour la forme de
Lorentz de ces memes equations. Ces systemes d'equations
sont d'ailleurs des Schemas purement theoriques et c'est
leur efficacite qui permet de choisir entre eux et non
quelque caractere intrinseque.

On pourrait donner d'autres exemples encore, spe-
cialement dans la theorie des quanta, oü l'on opere avec
un succes retentissant, mais ä l'aide de Schemas
mathematiques et de notions dont on ne connait encore qu'im-
parfaitement le contenu de realite.

Permettez-moi maintenant de ne plus insister sur ce
point; je vous prie donc d'admettre avec moi que la prise
de possession de la realite necessite la creation et la mise
en ceuvre d'un reseau de plus en plus etendu de relations
abstraites.

Nous allons maintenant discuter de la conformite,
plus ou moins grande, de l'adequation de ces Schemas
aux choses observees. On pourrait tout d'abord s'en faire
l'idee tres simple que voici: En premier lieu, et si on ne
les considere qu'en eux-mgmes et pour eux memes, ces
Schemas sont vrais; de la möme verite que cette autre
proposition: 2X3 3X2.
Ce sont par exemple la geometrie d'Euclide, ou bien aussi
les geometries non-euclidiennes ; la cinematique classique
de Galilee, ou bien aussi les cinematiques non-galile-
ennes, etc. etc.

Ces constructions seraient ä considerer comme vraies,
tant qu'on ne les examinerait que du point de vue de la
pure logique.

En second lieu, si elles doivent etre interpretees
comme theories, dans une partie quelconque des sciences
de la nature, elles peuvent etre encore une fois vraies ou
fausses, ou mieux: exactes ou ihexactes.

Une theorie est exacte si eile formule de fa?on in-
failliblement juste les lois naturelles qu'elle vise. Elle est
inexacte si les faits et les phenomenes sortent du cadre
preds, de la voie ideale que la theorie leur a traces.

Bien entendu l'esprit humain n'est pas infaillible. II
lui arrive chaque jour de prendre le faux pour le vrai, de
tenir l'inexact pour exact. Chaque jour ou presque, la
nature lui inflige quelque dementi. Mais ceci est un accident
et ne nous oblige aucunement ä mettre en doute, que les
demarches de notre esprit convergent vers la loi qui existe,
et qui doit un jour trouver son expression.

J'ai donc dit: voilä l'idee tres simple qu'on pourrait
se faire des rapports de la theorie et de l'experience; et
ce que je viens de dire sur l'exactitude et l'inexactitude
d'une theorie a l'air d'etre une suite de truismes, sur les-
quels il est oiseux d'insister, qu'il est bien inutile d'ex-
primer. Et pourtant ce n'est pas votre assentiment sur ces
banalites que je recherche ; c'est votre Opposition, votre
contradiction que je voudrais eveiller. J'aimerais que vous
eussiez dejä pense: Cette Opposition de l'exact et de
l'inexact est superficielle, est artificielle!

Pour nous en rendre compte, reprenons la description
de notre cristal de tout ä l'heure. Nous avons pre-

tendu, par exemple, que les aretes en sont des lignes
droites. Nous voulons maintenant nous poser la question:
D'oü savons-nous ce que c'est qu'une ligne droite Tout
d'abord il est clair que la notion de droite n'a pas pu,
dans sa perfection, nous etre fournie et proposee par une
realisation physique. Les meilleures realisations qu'on en
puisse donner s'obtiennent soit comme trajectoires de
rayons lumineux, comme lignes de visee, soit comme arStes
de certains corps tres durs, ces deux realisations se con-
trölant l'une l'autre. Mais chaeun sait combien les choses
se compliquent, si l'on y regarde de pres.

Pour le rayon lumineux, il faut d'abord supposer que
le milieu soit homogene. Une fois cette condition realisee,
il faut supposer que le champ de gravitation soit constant.
Ce sont lä dejä des conditions qui ne se laissent realiser
qu'avec une certaine marge d'approximation. Mais il suffit
de passer ä la representation du rayon lumineux comme
trajeetoire d'un photon possedant des dimensions spatiales
infimes, mais tout de mfime differentes de zero, pour que
tout s'evanouisse dans Tindetermination ä partir d'une
certaine dedmale. Quant ä la realisation par l'arete d'un
corps, eile ne vaut guere mieux; il suffit de descendre ä
l'echelle atomique, pour que la continuite mfime soit mise
en question. Ceci nous montre avec evidence que la realite

ne nous fournit que des images imparfaites de la ligne
droite: Ce n'est pas dans les realisations pbysiques que
nous pouvons decouvrir de facon parfaitement nette et
claire la signification de cette notion simple.

Ceci constate, examinons l'envers de la question.
Tournons nous vers la geometrie et demandons lui la reponse
que le monde exterieur n'a pu nous fournir. Acceptons
donc notre notion teile que la rigueur mathematique l'a
formulee.

Mais il se presente ici un fait bien connu : on peut
donner de la geometrie elementaire des modeles fort dif-
ferents les uns des autres. L'un des plus simples s'obtient
en nommant droites tous les cercles passant par un point
determine et choisi d'avance. La distance entre deux points
de cette droite est ensuite definie par le rapport des co-
tangentes de deux arcs de cercle, et l'on complete la liste
des notions necessaires ä l'edification de la geometrie par
une suite de choix appropries. Sous ce nouvel aspect, on
est tente de dire sous ce deguisement, on retrouve rea-
lises sans exception tous les theoremes de la geometrie
ordinaire.

Bien plus, faisons subir ä l'espace une deformation
absolument quelconque, deformation qui s'exerce sur toutes
les droites, sur tous les plans, les cercles, les spheres, etc.;
pourvu que les notions de distance, d'angle, de paralieiisme,
etc. y subissent une alteration correspondante, la geometrie
conserve une validite inalteree.

Si l'on fait abstraction de l'image intuitive que la
realite nous a suggeree, nous n'avons aueun point de re-
pere qui nous permette de dedarer que l'un des modeles
possibles doit etre prefere aux autres. Bien plus, nous
sommes dans l'impossibilite de les distinger les uns des
autres. Ainsi donc la ligne droite n'est pas droite par elle-
meme : eile ne l'est que par relation et comparaison avec
les autres etres geometriques. Nous voyons ainsi que si
nous exigeons que la droite nous soit donnee comme etre
mathematique pur, il faut resolument passer sur un autre
plan de la pensee. A supposer qu'il soit possible de serrer
de pres la facon dont cet etre de la pensee prend forme
et consistance, c'est seulement comme relation abstraite,
soumise aux lois de la logique, que nous devrons l'en-
visager.

11 nous faudra tout ä l'heure, pour poursuivre notre
discussion, passer dans ce royaume tres abstrait. Mais
auparavant, nous avons ä commenter les faits que nous
venons de rappeler, et ä en tirer un enseignement.

La geometrie, les etres et les faits geometriques pou-
vant se conserver invariables ä travers toutes les defor-
mations que nous venons d'evoquer, il nous faut bien
constater que l'idee que nous nous faisons de la ligne
droite n'a pas sa source dans la region, dans le royaume
tres abstrait dont il vient d'etre question. Dans ce domaine
de la pensee, la droite s'est depouillee de tous les caracteres

sensibles que ses realisations approchees dans la
nature avaient pu nous suggerer.

Ceci n'est naturellement pas particulier ä l'exemple
que nous avons choisi : c'est au contraire un trait com-
mun ä tous les Schemas mathematiques, un trait caracte-
ristique. Si l'on veut se placer dans leur domaine d'exi-
stence que peut-etre on pourrait appeler plus spedfique-
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ment mathematique, alors le sens qu'ils prendront ou
qa'ils ont pris dans la description des realites exterieures
ne leur est plus inherent.

Faisons un rapide retour sur le probleme des
relations des mots aux choses. A l'etape correspondant ä celle
que nous venons d'atteindre, nous aurions justement ä

faire la constatation que nous avons dejä enoncee: Le sens
que les mots prennent ou prendront n'est pas comple-
tement determine a priori.

Mais revenons ä la geometrie. En voulant predser
comment eile nait ä l'existence purement mathematique,
nous avons dejä rompu le pont qui la reliait au monde
des phenomenes. Supposons que nous soyons aussi nous-
memes de l'autre cöte du fosse, et examinons sous quel
aspect se presente maintenant ce qui tout ä l'heure se
nommait la geometrie d'Euclide. Les points, les droites,
les plans, etc. sont des etres sans autres proprietes que
d'etre ou bien de meme nature, ou bien de nature diffe-
rente, et d'etre soumis ä des relations logiques, la relation I,
la relation P, qui devront elles-memes etre decrites en
termes du meme ordre d'abstraction. On pourrait imaginer
un Schema qui rende le tout sensible ä 1'ceil. Les relations
ä etablir y seraient marquees par des traits allant d'une
categorie d'objets ä l'autre : un trait rouge pour la relation

I, un trait bleu pour la relation P, et ainsi de suite.
Mais voici qu'il se presente un fait nouveau: dans

cette schematisation, nous avons perdu plus encore que
nous n'imaginions. Car avec les memes relations, vues
sous un aspect, ou vues sous un autre aspect, on peut
reedifier les geometries non-euclidiennes aussi bien que la
geometrie d'Euclide; le fait est bien connu: on peut faire
de la geometrie non-euclidienne en n'employant que des
termes et des considerations de la geometrie euclidtenne.
Rappeions simplement le modele de Poincare de la
geometrie non-euclidienne byperbolique. Vue au travers de
ce modele, la geometrie non - euclidienne n'est qu'un
chapitre de la geometrie ordinaire des spheres.

Le fait qu'il nous faut retenir est donc le suivant:
Si nous nous trouvions places devant le Schema des
relations abstraites auquel la geometrie s'est reduite, et si
nous avions perdu tout souvenir de ce que les notions
geometriques signifiaient auparavant; si nous n'avions plus
aucune connaissance de ces caracteres intuitifs propres ä

l'espace, par exemple, nous nous trouverions dans le plus
grand embarras pour reconstituer l'edifice primitif. Le
schema des relations ne contient dans son essence plus
rien qui determine avec necessite le chemin du retour.
Celui-ci ne s'ouvrira devant nous que si l'on vient nous
dire: Cette notion-ci sera la droite et ces relations lä seront
ses proprietes. Mais les raisons de ce choix nous sont
fournies par notre connaissance anterieure de ce qu'il faut
exiger pour qu'une construction intellectuelle puisse etre
regardee comme une geometrie.

Je ne sais si vous apercevez bien ce qu'il y a de
paradoxal et d'inattendu dans ce que nous venons de
constater. Nous nous etions mis en route vers le domaine
des abstractions pour y decouvrir en quelque sorte Tex-
trait de naissance des notions dites geometriques. Mais
une fois la frontiere de ce domaine traversee, nous ap-
prenons que les dites notions sont ici envisagees comme
des apparences, bonnes ä amuser les gens du pays dont
nous venons d'arriver. Les choses serieuses s'appellent ici,
par exemple: Relation I entre les elements a et b. Mais
si vous pouvez prendre plaisir ä nommer cela parallelisme
des droites a et b, libre ä vous. Les gens de ce pays
tres abstrait ne comprennent pas les regles de ce jeu.
Voilä qui donne ä reflechir. Et en reflediissant, nous nous
apercevrons que ce n'est pas la premiere fois qu'une mesa-
venture de ce genre nous arrive: c'est la seconde fois.

Souvenez-vous que nous avons d'abord parle de
choses plus ou moins intuitives, de cristal ä la forme
reguliere, d'aröte droite, de trajectoire d'un rayon lumineux,
et que nous avons juge ces notions imparfaites. C'est pour¬

quoi nous sommes entres au pays de la geometrie, pour
trouver les modeles parfaits sur lesquels les premieres
devraient regier leurs relations redproques. Or on nous
avait dejä repondu : En ce pays geometrique, les choses
serieuses s'appellent droites, perpendicularite, point d'inter-
section, etc. Libre ä vous d'y voir des cristaux ideaux et
des trajectoires schematisees, mais l'opinion generale de
ce pays tient cette facon de proceder pour peu rigoureuse.

Ce retour en arriere nous fait voir une certaine ana-
logie dans les rapports, d'une part de la geometrie aux
objets physiques, d'autre part des Schemas abstraits aux
notions geometriques. De m6me que les notions de trajectoire,

de face, etc., sont des realisations des notions
geometriques, celles-ci se trouvent etre ä leur tour des
realisations d'un schema plus abstrait.

Dans ce double role: une fois comme schema vis-ävis
des notions intuitives, une fois comme realisation des Schemas
de relations, s'epuise l'existence de la notion geometrique.
En dehors de ces fonctions, en de 9a et au delä, sa consi-
stance s'est evanouie. En deca, dans les objets, eile est
suggeree, mais imparfaitement realisee; au delä, dans les
Schemas de relation, eile a perdu sa raison d'etre.

Quelle attitude faut-il prendre, vis-ä-vis de ces cir-
constances? J'en vois deux. Et je commencerai par celle
qui n'est pas la mienne. — On pourrait dire:

„Tirons les consequences, meme si elles sont brutales.
Les consequences, c'est qu'il n'y a pas, mathematiquement
parlant, de geometrie autonome. Beaucoup s'en doutent
bien, qui veulent tout ramener ä la seule notion de nombre
entier et ä la logique. C'est lä le noyau verkable sur
lequel la science mathematique doit se replier". — Mais la
chose est plus vite dite que faite.

II faut en effet observer que c'est par commodite
que nous avons choisi 1'exemple des notions geometriques.
Mais il n'y a pas de dilficulte insurmontable ä reprendre
nos reflexions pour les appliquer ä d'autres notions, par
exemple ä Celles du calcul des probabilites, ou aussi ä la
notion meme de nombre entier. II nous faudrait y mettre
un peu plus de soin et d'attention. Mais en principe, la
notion de nombre est aux possibiliies de manipuler et de
permuter des objets physiques dans un rapport semblable
ä celui de la geometrie aux possibiliies de mouvoir et de
deplacer ces objets.

La retraite sur la notion de nombre ne peut donc
etre qu'un intermede; eile ne nous fournira qu'une position
intermediaire ä peine plus forte que la precedente. Tirer
les consequences signifie quelque chose de plus radical que
cela, si nous voulons rester fideie ä l'esprit de notre entre-
prise. Si nous ne voulons pas renoncer ä notre peregri-
nation intellectuelle vers la source d'oü decoule la
signification des symboles mathematiques, il nous faudra nous
armer de courage pour une nouvelle etape, et poser la
question : Comment la notion de relation logique prend-
elle sa signification?

Pour trouver une reponse ä cette question, il nous
faudra edifier une Theorie des relations logiques, dont
toutes les mathematiques et la logique classique ou logique
d'Aristote seront une realisation. Par rapport aux realites
de cette theorie, toutes les mathematiques et la logique
ordinaire seraient dans la meme position que tout ä l'heure
la geometrie vis-ä-vis des Schemas de relations. Et toute
la signification des notions sp6cifiquement mathematiques
serait maintenant comprise dans le domaine qui va des
realites intuitives jusqu'aux realites de cette nouvelle sphere
abstraite; tout leur contenu s'epuiserait dans ce double
röle que nous avons d6jä une fois enonc£: abstraction
face au cöte intuitif du savoir, domaine de realisation pour
une abstraction ulterieure.

Est-ce maintenant dans le pays de la Theorie des
relations que nous trouverons les realites dernieres, ce

noyau de realite absolue dont les constructions mathematiques

tireraient leur efficacit6? Cette Theorie serait alors
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une doctrine d'une immense generalite et d'une efficacite
enorme. Mais les mathematiciens savent qu'il y a lieu de
se melier. Ce pays entoure de trois ceintures d'abstraction,
c'est aussi celui de la Theorie des ensembles et de la
logistique generalisee, et l'on y rencontre parfois la fleur
monstrueuse qu'on nomme l'antinomie. Les antinomies et
les paradoxes de la theorie des ensembles et de la logistique

generale fönt prevoir que ce qui est au bout du
chemin que nous suivons, ce n'est pas la verite absolue,
verite cachee et qu'il faut decouvrir, mais plutöt une
construction d'une ampleur enorme, mais ä la signification
problematique et ä la solidite illusoire.

De plus, il y a une circonstance qu'il ne faut pas
perdre de vue. Toutes nos theories sont finalement en
ionction du langage. Ce serait le moment de revenir au
röle et ä la signification des mots et des phrases. Mais
vous accepterez sans peine l'alfiimation que voici : le
langage dans son röle explicatif et descriptif est egalement
une realisation d'un Systeme de relations logiques. Or, le
langage nous accompagne ä chaque pas en avant; et ce
serait une illusion de croire que, ä chaque fois que nous
avons cru voir un changement de point de vue, le langage
a lui-meme evolue pour ne rien retenir du röle qu'il jouait
precedemment. Au contraire, la signification du langage
reste engagee dans la sphere logico-intuitive. Par lä m6me,
nous sommes obliges de moderer Tallure de notre Processus

d'abstraction : nous nous trouvons en fait enfermes
dans des limites plus conformes ä notre nature ; en un
mot, le chemin purement speculatif et ideal vers les
realites dernieres est barre.

Nous avions dit : II faut tirer les consequences. Les
consequences sont maintenant que ce que nous cherchons
n'est pas dans la direction que nous avons prise. II nous
faut faire demi-tour et porter notre attention exactement
dans le sens inverse : c'est dans le monde objectif qu'est
fondee la signification des mathematiques.

Arretons-nous un instant ä cette affirmation. II
est clair que nous aurions pu commencer par l'enoncer.
Nous nous serions epargne un long detour et de nom-
breuses demarches infructueuses. Mais je crois cependant
que le chemin que nous avons suivi etait necessaire. Nous
sommes ainsi faits que notre esprit cherche tout d'abord
un absolu sur lequel il puisse se fonder. Et ce que nous
nommons un progres consiste souvent ä reconnaitre que
cet absolu etait illusoire, et ä renoncer ä cet appui qu'un
instant nous avons pu croire infaillible. Remarquez
maintenant que si l'on accepte de regarder les choses sous cet
angle, la question que nous nous sommes proposee tout
au debut : Peut-on comprendre le pourquoi de l'harmonie
comme preetablie qui existe entre la nature d'une part, les
formes et les nombres d'autre part, cette question trouve
d'elle-meme une partie de sa reponse. Cet accord repose
sur le fait que le contenu des mathematiques est en
fonction du red objectif: les mathematiques sont une imi-
tation schematique, une image abstraite de ce red.

La question se reduit maintenant ä un comment:
Mais comment ces Schemas prennent-ils corps? C'est
maintenant le moment de nous souvenir de ce que nous avons
dit sur la fa9on dont nous prenons connaissance de la
realite, sur la fa9on dont l'image de la realite se constitue
dans notre esprit.

Nous avions reconnu que cette prise de connaissance
s'opere par l'intermediaire de Schemas successifs, les Schemas
mathematiques et logiques justement, dont nous recherchons
l'origine et le contenu effectif. Ainsi donc: la realite ne
nous est pas donnee en bloc, dans son essence, mais
toujours sous une forme inachevee. Les Schemas ou theories
n'en saisissent qu'un cöte, qu'un aspect. En retour les
Schemas mathematiques prennent naissance de notre effort
meme de connaltre : d'une part conditionnes par ce que
nous avons observe, d'autre part conditionnant la connaissance

meme.

II y a lä une position de l'esprit qui n'est pas'facile
ä expliquer par les mots ordinaires. En fait tout ce qu'on
peut dire, c'est d'en evoquer d'une fa9on assez imprecise
quelques caracteres. Mais de meme que les mots ne suf-
fisent pas pour evoquer les couleurs, si la memoire n'a
pas conserve le souvenir des impressions sensorielles, de
meme tout ce qui me reste ä diie serait lettre morte pour
celui qui n'entendrait absolument rien aux mathematiques.
Par bonheur nous avons tous eu le privilege, ne lüt-ce que
par l'enseignement geometrique elementaire, de participer
au patrimoine intellectuel de valeur incalculable que re-
presente la science mathemat que. Vous comprendrez donc
ce que je veux dire de l'axiome, par exemple, par les mots
que voici:

„II est beaucoup trop simple de dire : l'axiome est
une verite evidente par elle-meme". En fait, l'axiome est
quelque chose absolument indefinissable, un etre sui generis
irreductible ä toute autre notion. C'est quelque chose ä la
jonction du donne et du pense, ä la limite entre le monde
de la determination absolue et le monde de la libre fan-
taisie. L'axiome est ä mi-chemin entre la pure description
et la libre imagination.

On pourrait nommer methode axiomatique la metbode
selon laquelle s'etablit ce contact entre le reel et l'intel-
lectuel. Toutes les mathematiques procedent de cette
methode, dont je vais, en deux mots, dire le caractere essentiel.

Toute demarche axiomatique comprend deux actes
de l'esprit, qui se conditionnent l'un l'autre, s'appuient
l'un sur l'autre.

a) On accepte certains concepts fondamentaux et
certaines relations logiques -— les axiomes — entre ceux-ci.

b) Ces concepts et ces relations sont identifies avec
certains objets et certains phenomenes que nous percevons.
Ces objets appartiennent peut-etre au monde physique,
comme dans la geometrie elementaire, mais ils pourraient
tout aussi bien appartenir au monde de nos pensees.

Ces deux actes de l'esprit ne peuvent etre veritable-
ment dissocies. La creation axiomatique est donc un travail
ä la fois dans le concret et dans l'abstrait. L'on peut dire
encore de l'axiome que c'est une vue schematique sur la
realite. Et de l'ensemble des mathematiques que ce sont
des Schemas visant, plus ou moins directement, la realite
elle-meme; la notion meme de realite, et les notions des
choses reelles prenant corps et signification par le
Processus axiomatique.

*
Pour toucher au but que je me suis propose d'at-

teindre avec vous, il me faut faire finalement un rapide
retour sur le sujet: Le langage et la realite. J'ai fait dejä
plusieurs fois allusion au fait que ce sujet ne differe pas
en principe de celui que nous avons traite. Nos conclu-
sions lui sont aussi applicables. Tout homme qui parle fait
de l'axiomatique, le sachant ou — le plus souvent — ne
le sachant pas.

Je m'en voudrais de ne pas insister sur ce point,
car c'est ici un endroit d'oü Tun peut apercevoir la
profonde unite de toute notre activite intellectuelle. Ce qu'on
pourrait appeler le moment mathematique, c'est ä dire cette
reduction d'une realite qui se fait, qui devient, ä un schema
logique, ce moment mathematique est ä la base meme de
toute connaissance formulee, quelle qu'elle soit. II y a dans
tout acte de pensee un residu proprement mathematique.

En rassemblant maintenant tout ce que nous venons
de dire sur la fa9on dont la prise de possession des realites
s'opere, sur la fa9on dont la notion meme de realite prend
corps, sur le röle des Schemas, sur la methode axiomatique,
on peut donc enoncer l'affirmation que voici et qui forme
le but de cet expose:

Toute pensee exprimee est de slructure axiomatique:
c'est de ce point de vue que doit Slre juge et apprecie son
contenu de realite. Ce contenu de realite est d'ailleurs force-
ment inacheve et en devenir.


	Les Mathématiques et la Réalité

