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Die graphische Berechnung der kontinuierlichen Trager mit frei und elastisch drehbarer
Stiitzung nach dem ebenen Massenschwerpunkt- und Seilpolygon-Verfahren.
Von Dr. Ing. PETER PASTERNAK, Zirich, Privatdozent an der Eidgen. Techn. Hochschule.

Die von O. Mohr, W. Ritter u. a. entwickelten grapho-
statischen Verfahren zur Bercchnung durchlaufender Trag-
werke haben in der Ingenieurpraxis eine viel weitere
Verbreitung gefunden, als die gedanklich und in der
Auswertung meistens viel einfachern massengeometrischen
Methoden, die von Claxton Fidler angebahnt und von
Miiller Breslau, namentlich aber A. Ostenfeld fortgesetzt
wurden. Dies liegt wohl daran, dass O. Mohr dem Seil-
polygonverfahren im eleganten Analogiesatz tiber die el:-
stische Linie eine allgemeine, einheitliche und auch anschau-
liche, an die beliebten graphostatischen Methoden Culmanns
sich anlehnende Grundlage gegeben hat, wihrend die
genannten massengeometrischen Verfahren, die als solche
nicht erkannt wurden, sich auf kein einheitliches graphi-
sches Uebertragungsprinzip stiitzten und deswegen wohl
auch weniger beachtet geblieben sind.
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Im folgenden wird gezeigt, dass die einfachen und
allgemeinen Grundlagen, auf die sich das rdumliche Mas-
senschwerpunktverfahren') aufbaut, d.h. der Satz iiber die
Moglichkeit der Reduktion dreigliedriger Gleichungen auf
zweigliedrige Rekursionsgleichungen und seine massengeo-
metrische Deutung, auch den natiirlichen und gemeinsamen
Ausgangspunkt fiir beide erwidhnten ebenen Methoden bilden.
Auf dieser neuen und elementaren Grundlage, die den
Vorteil hat, die einfachsten analytischen und graphischen
Verfahren zu vereinigen, wird die nahe Verwandtschaft
beider bisher sonst auf grundverschiedenen Wegen abge-
leiteten graphischen Verfahren ersichtlich, das oft behan-
delte Gebiet zusammengefasst, kritisch beleuchtet und zum
Abschluss gebracht. Dies ist der Grund, weswegen wir

') Vergleiche das Buch des Verfassers: Berechnung viclfach statisch
unbestimmter biegefester Stab- und Flichentragwerke, S, 59, Verlag A.-G.
Gebriider Leemann & Cie., Ziirich und Leipzig [Besprochen auf S. 66 lau-
fenden Bandes, 4. Februar 1928. Red.]; ferner den Aufsatz: Die graphische
Berechnung des kontinuierlichen Trigers auf clastisch drehbaren Stiitzen
nach dem rdumlichen Massenschwerpunktverfahren, im | Bauingenieur *
1927 Nr. 47, S. 869.

nochmals auf die ebenen Methoden zur graphischen Be-
rechnung kontinuierlicher Tragwerke zurtickkommen, obschon
sie durch das einheitlichere und deswegen auch einfachere
rdumliche Verfahren als iiberholt erscheinen.

I. DIE REDUKTION DER DRF.IGLIEI)RIGI:‘;N MOMENTEN-
GLEICHUNGEN DER KONTINUIERLICHEN TRAGER MIT FREI UND
ELASTISCH DREHBARER LAGERUNG AUF ZWEIGLIEDRIGE
REKURSIONSGLEICHUNGEN.

Geht man vom Grundsystem der einfachen Balken
bezw. Zweigelenkbogen aus, so erhalt man in allen durch
die Abbildungen 1 bis 5 dargestellten Fallen durchlaufender
Triager Dreimomentengleichungen, die sich in charakte-
ristischer Weise durch die Vorzeichenfolgen in ihren
symmetrischen Matrizen unterscheiden:

Bei frei drehbarer und horizontal verschieblicher
Stttzung sind alle Matrixvorzahlen positiv (Abbildungen 1
und 2) und bei elastisch drehbarer Lagerung wechseln die
ausserhalb der rechtsfallenden Diagonale aufeinander-
folgenden Vorzahlen ihre Vorzeichen (Abb. 3).

Beim kontinuierlichen Bogen mit unverschieblicher,
aber frei oder elastisch drehbarer Lagerung (Abbildungen
4 und 5) haben die Vorzahlen ausserhalb der Matrix-
Hauptdiagonale immer das negative Vorzeichen.?)

Wird die Berechnung rein analytisch durchgefiihrt,
so bleibt sie durch die genannten Vorzeichenfolgen unbe-
rihrt: In allen drei genannten Fillen reduziert man die
sich ergebenden dreigliedrigen Momentengleichungen mit
dem Matrixschema (2,3, 3,3 ... 2) auf zweigliedrige Re-
kursionsgleichungen mit dem Vorzahlenschema (2,2,2 ... 2,1).

Bezeichnet man in.abgekiirzter symbolischer Schreib-
weise die k-te dreigliedrige Grundgleichung mit

Cr= - syn M — s+ ape My - Ape vy Mp 4+ ar,=o0
die unmittelbar vorangehende zweigliedrige Gleichung mit
Li—n) = @ ey 2 Mip—) + e -y Mi+ @', = 0

und die G, = o n#chst nachfolgende mit
Ly = a'we My~ gy My o+ a'g, =0
so ist die Reduktionsregel zur Ueberfithrung des dreiglie-
drigen Systems in das zweigliedrige durch folgende einfache
Rekursionsgleichung klargelegt
Lk = Gr’-+ Mk — 1) L(I.‘-x) =0,
WO ;== — 8Dk ynd T = =0
Gk —1)(k—1)
Die Zuriickfiihrung auf ein zweigliedriges Gleichungsystem
kann natiirlich auch in umgekehrter Reihenfolge, d. h.
ausgehend von der letzten Gleichung, erfolgen. Werden
die durch Riickwirtsreduktion sich ergebenden zweigliedri-
gen Gleichungen mit R und wieder mit den selben Indices
wie die Grundgleichungen bezeichnet, aus denen sie her-
vorgehen, so gilt die ‘entsprechende Reduktionsregel
Rr= Gr+ vy Rty =0

wo Wk TR ynd R =G G

) a (k1) ¢k 4-1) )
und der Doppelindex im Nenner andeutet, dass die Re-
duktion von unten nach oben geschieht. — Man erkennt

leicht, dass ausser den Belastungsgliedern nur die Haupt-
vorzahlen ay, in der Matrix eine Reduktion erleiden,
wihrend die a4, ungedndert in die zweigliedrigen
%) Z.B. findet man beim Zwcigelenkbogen mit parabolischer Axe
und Jcos ¢ — 7, = konstant fir die 24 J, Z-fachen Auflagerdrehwinkel
inlolge des Auflagermomentes 47, = 1 oder My = 1
Ay = agy == 3/, ay9 = a5, = — I, wo I = Stiitzweite,
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Gleichungen iibergehen. Bei einiger Uebung kann man
deswegen die Reduktion noch in gedrangterer Form, wie
im Buche des Verfassers gezeigt, durchfiihren:

Man stellt zunschst die berechneten, voneinander ver-
schiedenen Matrixvorzahlen und die Belastungsglieder der
Grundgleichungeninihrernatiirlichen Reihenfolge zusammen.

Matrixvorzahlen Belastungeglieder

ayy (UF] Ao bio Cio
99 (13 QAzp bag C20
Ak TR (k + 1) A ro bko Cho
nn apo bno Cno

Hierauf fahrt man in einer Kolonne die Reduktion der
ap, und gleichzeitig auch der vorhandenen Belastungs-
glieder-Kolonnen durch. Mit Riicksicht auf die sich er-
gebende Vereinfachung der aufeinanderfolgenden Berech-
nung der M durch Riickwirtseinsetzen in die zweigliedrigen
Gleichungen schreibt man auch die Kolonnen der u bezw.
v-Festverhiltnisse auf, obschon man sie sonst ohne Ablesen
ihres Wertes auf den Rechenschieber einstellen und zur
Reduktion bentitzen koénnte. Die @+, nimmt man erst
dort, wo man sie braucht, d. h in die zweigliedrigen
Gleichungen auf.

Vorwdrtsreduktion.

=g
1) a, Qs o byo
"]1
(53 s b
— g . =%y
— 2 o bo
- 24 @y a3
, — ay,
2) a'ss [4F] a'so b's0 —
@53
Aays 30 bso
— %53 — g s — 93 g0
% a, @'y b's
oy O ayy % ahyy
’ P , —lny
3) a3 [T a o b's0 s
33
u. s. f. bis
Ann @ no bno
— Q@n—1)n — Q& —1)n _s — A —1)n gt
=il 5\ Q@ -no 7b("~l)0
a(u—rli)r(u—i) B - @ (n—1)(n -y Q' (n—1)(n—1)
, ’ /
1) @ nn @ no b'no

In den unterstrichenen Zeilen finden sich die Vor-
zahlen, Belastungsglieder und die Festverhiltnisse der
aufeinanderfolgenden zweigliedrigen Gleichungen. Die
zweiten Indices lassen keinen Zweifel dariiber bestehen,
zu welchen Stiitzmomenten die Vorzahlen gehoren. Auf
ganz entsprechende Weise erhilt man die zweigliedrigen
R Gleichungen.?)

1II. DIE MASSENGEOMETRISCHE DEUTUNG DES ANALYTISCHEN
REDUKTIONSVORGANGES IN DER EBENE.

Einer linearen Gleichung

G=ay+ax +ax,+ax; . ..+ a,x,=0
kann man auf folgende Weise eindeutig einen Punkt G
in der Zeichenebene entsprechen lassen (Abbildung 6).

Man wihlt # aufeinanderfolgende, auf eine horizon-
tale Basis in den Punkten 14, 2, 30 ... 7 senkrecht
stehende, festliegende Geraden, triagt in ihnen von der
Basis aus die Ordinaten xy, %9, 43 ... &, ab und ver-
bindet die Endpunkte 1, 2, 3 ... 7 zu einem Polygon,
dem x-Polygon. Aus Griinden, die aus dem folgenden
einleuchten, nennen wir die Basis die Massenkoordinaten-
axe oder kurz m-Axe und die vertikalen Geraden die
Parallelkoordinatenaxen oder einfach x-Axen.

k=n
Fassen wir nun 2' apx,=— — a, als das statische
k=1

Moment der in den Ecken 1, 2, 3 ... n des a-Polygons
liegenden Massenkoordinaten ay, a, ... a, inbezug auf die
m-Axe auf, so ist offenbar der Schwerpunkt G der ge-

%) In #hnlicher Weise kann man auch bei den fiinfgliedrigen
Gleichungen das hier angegebene noch weiler abgekiirzte Schema beniitzen,

arallelaxe

)

~ Abb.6

nannten Massenpunkte infolge der festliegenden x Axen
eindeutig bestimmt: seine Projektion G, auf die m-Axe ist
der Schwerpunkt der in 15, 2o ... 7, liegenden Massen-
koordinaten a,, a@s, as . ap; seine Ordinate x, inbezug

auf die m-Axe berechnet sich aus
=n

a i
Xg = —-", WO s=>a,

k=1

Der mit der resultierenden Masse s belegte Punkt G, den
wir Grundpunkt nennen, fassen wir als den geometrischen
Reprasentanten der gegebenen Gleichung G = o auf; dem
entsprechend ist G, der Repridsentant der homogenen
Gleichung (d.h. mit @p=0). G, kann graphisch auf bekannte
Weise durch Teilen gegebener Strecken nach gegebenen
Verhiltnissen oder besser durch Zeichnen eines Kraft- und
Seilpolygons zu den als parallelen Kraften aufgefassten in
den festen x-Axen wirkenden Massen ay, @, ... a, erhalten
werden. (Abbildung 6). Umgekehrt konnen natirlich zu
einem gegebenen Punkte unzihlig viele Gleichungen gehoren.

Fiir unsere Abbildungsmethode gelten folgende fiir
das weitere wichtige Sitze:

1. Die Parallelkoordinaten a;, o ... a, jeder durch
den Punkt G gehenden Geraden (d. h. die Abschnitte auf
den festen x-Axen zwischen der Geraden und der m-Axe)
befriedigen die gegebene Gleichung G = o des Punktes und
umgekehrt geht eine Gerade nur dann durch den Punkt G,
wenn ihre Parallelkoordinaten die gegebene Gleichung des
Punktes identisch erfillen (Abbildung 7).

Abb.7

(n-1, e

Der Beweis dieses Doppelsatzes leuchtet aus der Ein-
sicht ein, dass der Schwerpunkt von auf einer Geraden liegen-
den Massen sich ebenfalls auf dieser Geraden befindet.

Mit Hilfe des Satzes (1) ergibt sich u. a. am unmittel-
barsten die bekannte Mol'sche Kreuslinienkonstruktion zur
Loésung zweier linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten,
von der in der Theorie kontinuierlicher Tragwerke haufig
Gebrauch gemacht wird:

F=a,x + s x4 a,=0

J = @z x1 — @22 X2 Az = O
Jede dieser Gleichungen stellt im kombinierten Koordinaten-
system einen Punkt / bezw. J dar (Abb. 8). Die Parallel-
koordinaten x,, x, der Ver-
bindungsgeraden F-/ be-
friedigen nach obigem Satz
beide Gleichungen, sind
also die gesuchten Losun-

gen. Man konnte 7 und

/J durch ihre Ordinaten

Xy = — “0 ynd X9y = _,”w fo Fo Jo 2,
S 9

eintragerlx; einfacher findet man sie eben in einigen Anwen-
dungsfillen vermittelst der Kreuzlinien.

Die Parallelkoordinaten jeder durch F gehenden
Geraden befriedigen die Gleichung /= o. Legt man die
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Gerade durch 15, so wird x, = o0 und der rechtsseitige a, @k, eingetragen werden.?) Wie die / und 7 sich rein
Kreuzabschnitt der linksfallenden Kreuzlinie wird also graphisch auf zwei Wegen bestimmen lassen, werden wir

gy = B = — weiter unten sehen, setzen aber vorldufig voraus, dass sie

. : L & vorhanden sind. Da alle Massenkoordinaten hier positiv
Die entsprechende Ueberlegung liefert sind, liegen die /- und 7-Linien zwischen den Stiitzvertikalen

@y = Koy e 220 des betrachteten Feldes. Mit Hilfe des Zusatzes von II 4

a1

Sind die beiden Gleichungen Elastizititsgleichungen, wie
z. B. bei der Bestimmung der Einspannmomente eines
beidseitig starr oder elastisch eingespannten Balkens (z. B.
Feld eines kontinuierlichen Tragers)*), so gilt a,s = aa,
und F und /J sind die Belastungsfestpunkie fiir beidseitig
starre oder elastische Einspannung.

2. Die Gleichung # G = o stellt den gleichen Punkt
wie die Gleichung G = o dar, nur ist er mit der % fachen
Masse, d. h. mit ks belegt; denn sowohl G, als auch xy =

a, .. . .
— %= _ "2 andern sich nicht.
5

3. Eine Gleichung mit nur einer Parallelkoordinate
stellt einen Punkt auf der entsprechenden Parallelaxe dar.
Werden zwei oder mehrere a-Axen als zusammenfallend
gewahlt und enthilt die Gleichung eines Punktes nur die
x der sich deckenden Axen, so liegt natirlich auch der
betreffende Punkt auf dieser doppelt oder mehrfach zu
zihlenden Axe.

4. Sind #-Punkte durch # lineare Gleichungen P = o,
Py=o0 ... P,==o0 gegeben (wobei die Anzahl der x in
jeder Gleichung beliebig gross sein kann) und sind 4,
ky ... k, beliebige positive oder negative Zahlwerte, so
entspricht der Gleichung

P=1iy P,k Po Py ... +hyPy=o0

der Schwerpunkt der bezw. mit den Massen

by Sy, ko So, kyss ... kys, belegten Punkte
Pl) P&) P3 or ey 8 Pn
Insbesondere liegen also die drei Punkte 2 =0, P, = o,

P, = o auf einer Geraden, wenn
PZkIPI*FkgPQZO
Der Beweis der Sitze unter 4 erhellt aus unserer
Ausgangsdefinition fir den zu P = o gehorigen Massen-
punkt 2 und aus der niitzlichen und in der Statik oft
verwendeten Regel: Der Schwerpunkt von Massenpunkten
kann gefunden werden, indem man sie in beliebiger Grup-
pierung zu teilresultierenden Massen zusammensetzt und
den Schwerpunkt der Teilresultierenden ermittelt. Graphisch
ergibt sich P aus P, Py, P; ... P, entweder durch auf-
einanderfolgende Schwerpunktbestimmungen auf den Ver-
bindungsgeraden je zweier Massenpunkte oder durch
Zeichnen von Seilpolygonen, indem £ als Mittelpunkt
paralleler Krifte aufgefasst wird.
Der erste Weg fiihrt sur graphischen Berechnung der
durchlaufenden Triger nach dem ebenen Massenschwerpunkt,
der zweile nach dem Scilpolygonverfahren.

11I. DURCHLAUFENDER TRAGER AUF FREI DREHBAREN STUTZEN.

Wir gehen von den fiir beide abzuleitende Verfahren
grundlegenden Formeln fiir die Vor- und Riickwirts-Reduk-
tion der dreigliedrigen Momentengleichungen auf zweiglied-
rige Gleichungen aus. Wir wollen diese Ausgangsgleichungen,
zum bessern Verstiandnis, hier noch einmal anschreiben.

Lle = Gk‘{—,”kfv L/(—x =0
Ry=0G6Gr+ vy Rpy« =0

In unserm kombinierten Koordinatensystem, wobei
wir als m-Axe eine horizontale Gerade und als Parallel-
axen (M-Axen) natiirlich die Stiitzvertikalen wahlen, ent-
sprechen sowohl den G- als auch den Z- und R-Gleichungen
Punkte, die auf festen, nur von den Massenkoordinaten
abhingigen, also von den Belastungen unabbingigen Ver-
tikalen g, /, », liegen. Die g, kodnnen auf bekannte Weise
aus den drei sie bestimmenden Massenkoordinaten ag.

4, Ist nur cin Feld belastet, so ibersicht man leicht, dass dic drei-
gliedrigen Momentengleichungen durch Vor- und Riickwirtsreduktion auf
zwei Gleichungen mit den der belastelen Oefinung benachbarten Stiitz-

momenten als Unbekannte zurfickgefiibrt werden kénnen. Vergl, das erwiihnte
Buch des Verfassers, S. 87 und folgende.

lassen sich nun die beiden Reduktionsregeln ohne weiteres
geometrisch deuten (Abbildung 9).

Abb.9

“ g, 29k o 3g Lo
| | [

Je swei aufeinderfolgende linksseitige und je zwei
rechisscitige Belastungsfestpunkie L, R liegen mit dem von
thnen eingeschlossenen Grundpunkt G auf einer Geraden.
Hat man also die G, mit Hilfe ibrer Ordinaten xkO:—”J';'“
auf den gy Linien eingetragen, so erbialt man aus L,=— Gy,
R,—G, ., durch Einlegen der genunnten Geraden auf den
/- und » Geraden die Z- und R-Belastungsfestpunkte wnd
damit von jeder Seite des Schluss-Polygons zwei Punkte,
da eben die L-und R-Gleichungen zweigliedrig sind.

Dieses zuerst von Claxton Fidler in weniger all-
gemeiner Ableitung vorgeschlagene und von Miiller-Breslau
und Ostenfeld tibernommene Verfahren hat den Nachteil,
dass es infolge der notwendigen Einrechnung der G nicht
rein graphisch ist. Erinnert man sich aber an die Ent-
stehungsweise der dreigliedrigen Gleichungcn fir die 4-te
Stiitze, d. h, an die Bedeutung von a, = al, -+ aj, und
ay, = a;, ~+ aj, als den Auflagerdrehwinkelsummen an der
k-ten Stiitze infolge der Wirkung von M;= 1 bezw. der Be-
lastungen auf die als einfache Balken gelagerten Felder
(k— 1) —=k, k—+ (k-+ 1), so erkennt man, dass der Mas-
senpunkt G; in natirlicher Weise durch die Zusammen-
setzung der beiden Massenpunkte /,_ ., und 7/, mit den
zugehoérigen Gleichungen

T = Ay Mp—1 + @y My~ aj, = o

Fp=ay My—-arp+yy Mpsyy +ai,=o0
entsteht. Ein Blick auf diese Gleichungen lehrt, dass den
J- und F-Punkten die wichtige Bedeutung der Belastungs-
Festpunkte bei beidseitiger starrer Einspannung der Einsel-
Selder zukommt, die in jedem Feld ebenfalls auf festen von
den Belastungen unabhdingigen i- und f-Linien liegen. Fidler
und Ostenfeld nennen diese Punkte ,charakteristische
Punkte“ und bestimmen aus ihnen durch Verbinden und
Schneiden mit den g-Linien die G-Punkte und aus den
letztgenannten wie oben beschricben die Z-und R-Punkte.

& Abb. 10

Lir

S

k-1 Jise ? . Fro I, klw k+2

Man kann aber, was bis jetzt beim kontinuierlichen
Trager auf frei drehbaren Stiitzen tibersehen wurde, die
L- und R-Belastungsfestpunkte unmitlelbar aus den J- und
I~-Punkten auf graphischem Wege erhalten (Abbildung 10).
Man hat hierzu nur die Gleichungen fir die Z und R,
z. B. fir L in der Form

Ly = wp-yLie-vy=+ Jr—r) +IFr=Ar+Fr=o0
zu schreiben. Aus der Gleichung des Punktes
Ar = pe—ny Lg—y +J—y =0
erkennt man, dass er 1. auf die Verbindungsgeraden von
Ly und Ji—yy (I 4) und 2. auf der /-ten Stiitzvertikalen
liegt; denn in der A-Gleichung tritt nur M, auf (M,
gelangt ja durch die Reduktion zum Verschwinden). End-

5) Bei beliebiger Veridnderlichkeit der Trigheitsmomente wobl am
besten durch Zeichnen eines Seilpolygons fir Drehgewicht infolge 47;= 1.
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lich liegt Z;, im Schnittpunkt der Verbindungsgeraden
A+ Fp und der f;-Festlinie. In der Abbildung 10 ist die
Bestimmung der Belastungspunkte L, R, aus L, und
R+ nach diesem Verfahren gezeigt. Es sei daran eiin-
nert, dass die F- und /-Punkte in vielen Fillen sich rein
graphisch bestimmen lassen, besonders einfach bei gleich-
formig verteilter Belastung
und Annahme des Potenz-
gesetzes fir die Veridnder-
lichkeit des Tragheitsmo-
mentes im Bereich eines
Feldes (Abb.11). In solchen
Fallen kann also das Schluss-
polygon aus den F- und /-
Punkten sehr einfach rein
graphischermitteltwerden.®)
Es bleibt uns nur noch zu
zeigen, wie die /- und -
Linien auf graphischem Weg
gefunden werden konnen.
Fir die massengeometrische Losung dieser Aufgabe braucht
es keiner neuen Ueberlegungen: Man hat bloss die Kon-
struktion der Abbildung 1o fiir einen mdglichst bequemen
Belastungsfall durchzufihren, um, ausgehend von den
bekannten /4 =g und », — g,.., aufeinanderfolgend je
einen Punkt der dbrigen /- und r-Festlinien zu erhalten
(Abbildung 12): Man wahlt Z;_,) auf der m-Axe, ebenso
Gy; dann liegt auch der gesuchte Z; Punkt auf der m-Axe.
Legt man durch Gy, eine ganz beliebige Gerade, schneidet
sie mit der 7, und Fj,-Geraden, so erhilt man zwel
benachbarte Festpunkte /, ., Fj fiir starre Einspannung,
die den Belastungsgliedern aj, = — a},, also der /homo-
genen Gleichung Gy, = o entsprechen. Aus den /. und
[, erhilt man durch genau die selben zwei Geraden, die
jetst die Momentengeraden in den beiden benachbarten und
unbelasteten Feldern bedeuten, den gesuchten L,-Punkt und
damit die /,-Linie. Durch Beniitzung der selben /i ., und
Fy-Punkte ergibt sich Ry ., aus Rp, (Abbildung 12).
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Ebenso leicht ergeben sich aber auch die /- und »-
Festlinien, bei vorliegenden g-, f- und i-Geraden, auf grapho-
statischem Weg, vermittelst Seilpolygonen, die ohne das
Zeichnen zugehoriger Kraftpolygone eingelegt werden kon-
nen, wenn man sich die einfachen Ergebnisse der analy-
tischen Reduktion und ihre massengeometrischen Deutung
vor Augen hilt.

Nach der Gleichung fir Z, und IL 4 ist L, der
Schwerpunkt der in Ly, Jk—r) bezw. Fj liegenden
Massen @ (- (@ ye—1) + e —nr), @e—yr + @),
(@~ ap e +v), oder [, ist die Wirkungslinie der Resultie-
renden der gleich grossen in /4 ., 74—, frx wirkenden
Parallelkrafte, die wir abgekiirzt mit g oLg—ny Jk—10

8) Pir andere ()uerschnittsgesetze und Belastungsfille sind fiir
die Kreuzlinienabschnitte von A. Strassmer Linien u.a. gebrauchsfertige
Zahlentafeln aufgestellt worden. — Man iiberzeugt sich leicht, dass die
bequeme Konstruktion der Abbildung 11 fiir jeden symmetrisch ausgebil-
deten Balken gilt.

I, bezeichnen.”) Wir setzen sie nach den bekannten
Regeln der Graphostatik vermittelst eines Seilpolygons
zusammen (Abbildung 13). Als erste Seite I wahlen wir
die m-Axe. Die zweite Seite II kann ebenfalls noch in
ihrer Richtung beliebig gewshlt werden, da wir tdber den
Kriftemasstab beliebig verfiigen konnen. Die Seite IIT ist
aber jetzt bestimmt: Sie muss durch den Stiitzpunkt £
(Schaittpunkt von m = 1 mit der /A-ten Stiitzvertikalen)
gehen, da die Resultierende der beiden ersten Krafte
te—oLg—rn, und Jy_p, die in der k-ten Stitzvertikalen
liegende Resultierende a’i, = Masse des Punktes 4, ergibt.
Endlich missen sich die zweite und die vierte Seite des
Seilpolygons auf der Resultierenden der zweiten und drit-
ten Kraft in [/, und f;, d. h. auf der g, Geraden
schneiden. Seite IV ist also auch bestimmt und ihr Schnitt-
punkt mit der m-Axe, d. h. mit der ersten Seilpolygonseite,
gibt einen Punkt Z, der Gesamt-Resultierenden, d. h. der
/r-Geraden. Die entsprechenden Ueberlegungen liefern aus
¥r 7r_:, wobei wieder eine kleine Vereinfachung eintreten
kann, indem in den rechts- und linksseitigen Seilpolygonen
die gleichen dritten Seiten gewahlt werden konnen. Wir
haben unsere elementare Ableitung der Verallgemeinerung
der bekannten Mohr'schen Konstruktion, der gréssern Deut-
lichkeit wegen, mit der ausfihrlichen Angabe der auftre-
tenden Massen oder Parallelkrifte belastet. Ist einmal der
analytische Reduktionsvorgang und seine massengeo-
metrische Uebertragung klar erfasst, so kann man wohl
auf diesen Ballast verzichten und die Ableitung noch
kiirzer fassen.

Beide angegebenen Verfahren zur Bestimmung der
/- und 7-Festlinien sind ungefsahr gleichwertig. Die letzte
Seite des Seilpolygons liefert zwar L, bei gleicher Nei-
gung der in Abbildung 14 gemeinsamen Ausgangsgeraden
I unter scharferer Schnittbildung. Dafiir ist aber im
Seilpolygonverfahren die Seite III durch n#herliegende
Punkte weniger genau als die entsprechende Seite im
Massenschwerpunktverfahren bestimmt. Aus der gleichen
Abbildung erkennt man, dass beide Losungen ineinander
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iibergehen durch Vertauschen der Rollen der Stifsvertikalen
und der Grundlinien (g-Linien). Der geometrische Zusam-
menhang beider Losungen ist natiirlich ein rein projektiver.
Die eine kann aus der andern durch Anwendung des
folgenden Fundamentalsatzes der projektiven Geometrie
gewonnen werden:

Drei Paare 4,, By, Ci; 4., B., C; entsprechender
Punkte zweier projektiver Reihen auf zwei Geraden be-
stimmen in den Schnittpunkten der Geradenpaare

A By—+— Ay B, ; A Co—+— 4, C,; B, G = By G,
drei Punkte der Perspektivaxe. Diese drei Punkte liegen
also in einer Geraden. Lisst man nun in der Abbildung
14 den mit 4,, By, C; bezeichneten Punkten auf der Seil-
seite II die Punkte 4, (im Unendlichen), B;, C, auf f; ent-
sprechen, so erkennt man, dass der Stitzpunkt £k, der
Grundpunkt Gy, und der gesuchte Momentenfestpunkt
Ly, die drei erwahnten Punkte der Perspektivaxe, d. h.
der m-Axe sind. Die beiden Schlussgeraden B, Cy, By C;
missen also in der Tat durch den dritten der genannten
Punkte, d. h. L hindurch gehen.®) (Schluss folgt.)

7) Die erste dieser Kriifte ist negativ, da g —1) das negative Vor-
zeichen hat.

8) Mit Riicksicht auf die Kenner der Anfangsgriinde der projektiven
Geometrie, zu denen man die Absolventen der Bauingenieurabteilung der
E. T. H. rechnen kann, glaubten wir auf den gegebenen projektiven Zu-
sammenhang der beiden Festpunkt-Konstruktionen nicht verzichten zu diirfen.
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