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Beitrag zur Berechnung von Schrumpfverbindungen.
Von Dipl.-Ing. W, JANICKI, Ziirich-Baden.

Im Anschluss an die in der ,S.B. Z.“ vom 7. August
1926 (Band 88, Nr. 6) unter obigem Titel erschienene
Arbeit soll die Spannungs- und Deformations-Verteilung
bei einer Schrumpfverbindung in dem Falle untersucht
werden, wo der Kernkérper eine Hohlwelle von verhilt-
nismissig betrachtlicher Wandstarke ist, wihrend der
Mantelkdrper wiederum ein Schrumpfring sein moge, wie
im erstbehandelten Falle. Die Berechnung einer Schrumpf-
verbindung mit einem diinnwandigen Rohr als Kernkérper
soll einer spitern
Betrachtung vorbe-
halten bleiben.
Fassen wir den
in Abb. 1 dargestell-
ten, in der Mitte
durch ein ausser-
ordentlich schmales
Band von der Breite
2 /4 umschniirten
Hohlwellenstumpf
ins Auge, den wir
uns der Einfachheit
der Rechnung halber
ohne Beeintrichti-
gung der Genauig-
keit mnach beiden
Seiten  unbegrenzt
fortgesetzt denken
wollen, so ist der
Spannungs-Zustand
in der Hohlwelle
durch die beiden
folgenden partiellen
simultanen Differen-
tialgleichungen gekennzeichnet, die man als die statischen
Grundgleichungen des Problems ansprechen kann und die
die Elastizitatstheorie aller rotations-symmetrisch belasteten
Umdrehungskdrper beherrschen:
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Die Bedeutung der vier Spannungskomponenten
6,, o0s, 0. und 7, durch die der Spannungszustand in
einem Punkte (v, ) des dargestellten Meridianes vollstandig
beschrieben wird, ist aus der Abbildung ersichtlich.

Ausser der Annahme, dass die Linge der Hohlwelle
gegeniiber ihrem Aussendurchmesser gross genug ist, um
sie mit hinreichender Genauigkeit als unendlich gross
ansehen zu konnen, sei noch die Voraussetzung getroffen,
dass die Gesamtkraft P, mit der das Band den ungefahr
in der Mitte der ganzen Linge liegenden Querschnitt
umschlingt, eine lineare spezifische Flachendruckverteilung
iber die halbe Breite /2 des Ringes ergibt, also dem Ansatz
genugt:

(1)

D= P> k 7 z ... (2)
worin p, den Druck pro Flicheneinheit in der Mitte
bedeutet. Die Gesamtlast P verteilt sich also dermassen
tiber den ringférmigen Streifen von der Hohe 2/, (wobei
 sehr klein gegeniiber 2 7, ist), dass die Beziehung besteht:

P=p, v, . ... « « « (3)

Die Spannungsverteilung im Hohlzylinder lasst sich
nun nach dem von Ritz aufgestellten Prinzip des Minimums
der Formanderungsarbeit mit beliebiger Genauigkeit in der
Weise durch ein Naherungsverfahren ermitteln, dass man
fir zwei Spannungskomponenten, z. B. am geschicktesten
fir 7 und o,, Ansdtze aufstellt, die den Grenzbedingungen
geniigen und mit grosser Wahrscheinlichkeit das wirkliche
elastische Verhalten des Korpers wiedergeben, und dann
aus den statischen Gleichungen (1) die beiden fehlenden
Spannungskomponenten ermittelt, wobei man dafar Sorge
trigt, dass in den beiden ersten Ansdtzen noch einige
disponible Parameter auftreten. Hierauf berechnet man
durch Ausfithrung einer Integration Gber den ganzen
Rauminhalt des Korpers die diesem angenommenen Span-
nungszustande entsprechende Forminderungsarbeit, und
verfugt dber die willkiirlichen Freiwerte in der Weise,
dass sie die Deformationsarbeit zu einem Minimum machen,
wodurch man die beste, mit dem gewdihlten Ansatz ver-
tragliche Naherungslosung erhilt.

Wegen der Symmetrie des Problems kann man alle
Betrachtungen auf den in der Richtung der positiven
x-Axe fallenden Teil des Kernkérpers beschrianken. Zer-
legt man fiir die Berechnung der Forminderungsarbeit
diesen obern Teil des Hohlzylinders in zwei Abschnitte
(Abschnitt I: s <x <oco, Abschnitt II: o<{x<h), so
lassen sich fir 7 und o, im ersten Abschnitt tolgende
einfachste Ausdriicke aufstellen:

T=ce "X (1,— 1) (r—7) }

e =) =7

wobei ¢, £, y, disponible Parameter sind. Der exponentielle
Dampfungsfaktor e~ 7~ trigt dem Umstand Rechnung, dass
die Spannungen mit wachsendem x rasch abklingen, wah-
rend die beiden Klammerglieder die Tatsache zum Aus-
druck bringen, dass die #ussere und innere Mantelfliche
des Zylinders im ersten Abschnitt frei von dusseren Kraf-
ten sind.!)
Aus (1) findet man:

U == %e* 7'*’(3 r—2 s+ 1)+ ’"r"‘) l
o =gt x( (37— 2(ra—47) 7+ 7ari) (5)
+wrm—n&—mﬂ

h< 2L 60
n<r X

Fir den zweiten Abschnitt werden die Ansétze (4)
beibehalten, wobei allerdings Zusatzglieder hinzuzunehmen
sind, wie sie von den veranderten Anschlussbedingungen
gefordert werden. Man findet:

T=c@.—7r)(r—r) (e‘ et 7 x) < (6)
mit der Grenz- und Uebergangsbedingung:

7=o fir x = o und (t)x—r = (T)x=2
woraus aus (1a):

;(37 — 201+ ) (e mﬂ-)?) )

(4)

0, —

Ta — 7i

2h

1) Durch Multiplikation beider Ansitze fir z und o, mit einem
Polynom von der Form X' ¢, 7" und X 4,77, d. h. durch Einfihrung wei-
terer Freiwerte ¢; und #; in der Anzahl 27 kdnnte die Genauigkeit des
hier angewandten Verfahrens beliebig gesteigert werden, wovon aber an

dieser Stelle der Umsténdlichkeit der Rechnung wegen.abgesehen sei.
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mit der Anschlussbedingung:
( \l)\>/t = (OX”).\‘ v

- h—x /
o i ber =
mit der Grenz- und Uebergancsbedingung'
(ﬁr)r;—l‘a —_ —“]70 ) und (Grl)\ k= ( rll),\"*/.'
woraus aus (1b}:
Op=—e 7% <( yr(ra—1r)(r — 1) l
k
+m;,@r—»or+m7+uaﬂ (9)

— 7 h—x ]
/’0 h

(4
7|Alz’ - (7—7,)~ e
wobei es allerdings nicht mehr gelingt, den Ausdruck fir
0, im zweiten Abschnitt so zu bestimmen, dass fir x =2
nach Gleichung (5b) und (9) der selbe Wert herauskommt.

Es ergibt sich ein plotzlicher Sprung im Wert von ¢, an
7‘) (1‘ — 7‘1‘) )
keine notwendige Gleichgewichtsbedingung verletzt, worauf

es bei dem von uns hier eingeschlagenen Naherungsver-
fahren in erster Linie ankommt.

Die Formanderungsarbeit im ersten Abschnitt berechnet
sich nach der Formel:

© 7a oo 7.4,
A = /[{x /‘2 ard dre~ /'dn‘/z ar A dr,
R LI
wobei 4" die auf die Raumeinheit bezogene Deformations-
arbeit bedeutet:

A':—,< (0* 40,2 +0%)— — /ﬂ% 1)('\ 0,4+ 0,)? +T“)( 0)

wobei m die Poisson'sche Konstante und G den Schub-
modul des Materials bedeuten. Die Rechnung ergibt:

a= [ )

4Gy | m+ T
+/-,’(J‘/“ (()1 o 7{:71)_‘_"‘4—1

wobei a;, 1, y,, 0;, &, { folgende Abkurzungen bedeuten:

= [ — 1) (2 — 4 A1) 4 2 ]

dieser Stelle im Betrag von 7'/—? (7o — der aber

(r1)

0

+“‘-1 o

B = 6Io §+x1,‘[ (A1) — 18 2 (42 —{—1)1'—227.2]
= 640716[5 (8 —1)—16 2 (° — 1) 414 2*(
®=2;£4Mf~)—7w5—n~uﬁ—m]@@

1

Oy = 710)——[302 (A7 1) 474 (145(A°=1)+712(23—1))]
(B—1)+3042 (2 —1)]

I

—301_1[9 b—1)— 254 (4
< I % 5
&y = gf‘is A+ 1) (4 — 1)

. P
(1=%=>1)
Die Berechnung der Forminderungsarbeit A4y im
zweiten Abschnitte des Zylinders vereinfacht sich erheblich
durch die Bemerkung, dass wegen der Kleinheit von 4
und hiermit des Volumens nur solche Glieder der spezi-
fischen Deformationsarbeit 4" in Betracht gezogen werden
brauchen, die selbst sehr gross sind, sodass sie trotz des
kleinen Rauminhalts, iiber den sie sich erstrecken, doch
noch einen der Grossenordnung nach mit 4; vergleich-
baren Beitrag zu Ay liefern kénnen. Von den Spannuncrs-
komponenten (6) bis (9) werden aber nur jene Glieder in
o, und o; sehr gross, die p, enthalten, sowie das Glied
in os, bei dem sonst noch /2 im Nenner auftritt. Alle
andern Glieder konnen dagegen vernachldssigt werden
und man erhalt:

4 =2 (=) () we e+ i
|

- (13)

T —7,

; 2r—7; h— x\2
H(Era— ) =) = P ) —

n
1 c
—— = ¥ 7
m+|(/z (7a

3#— 2%y k—a\2
—n =) =)

woraus sich die totale Deformationsarbeit im zweiten
Abschnitt berechnet zu:
h Ta

T

A= [de[22radr= 2 (K,

0"

Koo+ Kyc®) . (14)

Wobei X,, K,, K; folgende Ausdriicke bedeuten:
K =[5 —v— 8@ — e~

60(/—1; 1)—

(9(/ — 1) — 168 1) 8(;.3_1))"‘ =

m 41
T
='h 77;1—}— . T2
B, = 300’_') 5l 08 —1)—i2(2443) (B —1) I
+15 (3A4+1)(At—1) — 2022 (2% — 1) —
-m-+—1 (30( — 1) — 12 (324 1) (25 — )+

+15(54 + f)(/‘»“—l)'—wl(l“—‘)ﬂr

| 4o
L =K"p

17 }- .t
o #,E 1

A” - 420/;(‘ o m+|)[103(. P l) o

— 240 (A1) (AT—1) + 140 (AP-F4 2+1) (A0 —1) —
— 336 2(A+4 1) (2> — 1) 421022 (2* — 1)1 =
q I LT
=1 _Wﬂz =K

Somit ergibt sich fir die gesamte Formanderungs-
arbeit in beiden Zylinderabschnilten folgender Ausdruck:

A:Awﬁﬂzf{ G Gre+ |

A

(:6)
Covk—+CyZ + G ™ ' b Kac Ky o A,) l
wenn man noch zur Abkurzung setzt:
m m
e R =G, A w1 Cov 7 g Cs (17)
é == I)J* = C4| Et i Cm §1: Cli
m 'i‘ 1 m-1

Die Forderung des Minimums der Form#nderungs-
arbeit fithrt dann zu folgenden drei Bedingungsgleichungen
zur Bestimmung der drei Freiwerte y, ¢ und 4:

5 A
-t GE R GR+ CGY—
U /
— C,c ] =o0
64 a [ (26 2 Cy )
== ﬁ[a(7+zc3,+y 2 K,)+ (18)
G,
4k (C,L + Sh+ KZ]: 0
r §
oA 4 k Cy e
ar ﬁ[2627+c46 ~+ },2]-0
Daraus findet man:
/626G Y (CaC—2CoC 36, G — G CoCa = C?)
4 =+ / C?—4Cy (5
o 2 Cy Ky 8 (19\
¢ T RGG—CO T 4K 200 e HEGG—CI|
- G+ C
S Coy

Unter der vereinfachenden Annahme m = oo berechnet
sich die elastische Verkirzung A7, die der Halbmesser
7. des Zylinders an der Stelle x = o erfahrt, aus der
Verkiirzung des dusseren Kreisumfanges wie folgt:

i)

25T
29T ¥q
J'Il:/‘e,r,,dw:me,z:r:— = (/27‘,,—{—

s 1 27,
E,:E’————E(/ern—k 2

2 g —

a 7ip )
Ta—7i 9

wobel ¢ die spezifische Dehnung in der Tangentialrichtung,
Au die Kreisumfangverkiirzung und £ den Elastizitats-
modul des Materials fiir Zug bedeutet Daraus findet man:

(A70emo = — 2 (kra + 2= Tpy)

(20)
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Fasst man wiederum den Mantelkérper als Scheibe ynd ihre Auflosung nach p,, B* und C* ergibt:
auf, so fithren die gleichen Ueberlegungen wie in der _EU4 . " ) B
eingangs angefithrten Arbeit zu folgenden drei Bestim- /o = — BY = — 25— C*=B"Ry* (26

mungsgleichungen fiir die Integrationskonstanten B* C*
und die maximale spezifische Flachenpressung p, (m = oo
gesetzt und £, = £, = £ angenommen):

(=)= |

e I C# 74 | 27— r;, )
(1) R, 7/\,;,) — (k 7. + > 7’_i—/‘)0) — A (21)
P
E(B* )= 1o
Daraus findet man (R, = a gesetzt):
PR L L T HE
< 2748 (7a 55 ri) — 7a (2 7o — 7i) (rd® — Ra7) ' | (22)
% 7a" Lo S CF - REOR2
Bt =l C*=B*R, |

Zahlenbeispiel : Die gefundenen Ergebnisse sollen nun
an einem Zahlenbeispiel erlautert werden. Es seien folgende
Grossen der Berechnung zugrunde gelegt: 7, = 20 cm,
ri=1tocm, R,=40cm, h=o05 cm; 1=2 d=1,5%;,
von #,=1,5- 1073 20=0,03 cm. E=2,2-10% kg/em* = co.

C,=a =522-10%. (=8 =1,35-10" (=
7, = 11,845-10". C, = ¢, = 297,6 ~~v 300. (;=0. (;=

{i=10% y=o,11. Ky=—11.10%p;, K;=-—4906,3 10"
c=1,02_-10'p,. k= —1,24-10" py py ~ — 9oo kg/cm*
B¥ = 136 10% IC¥=0;22
(6/%)y=n, = ~~ 600 kg/em® (0,%), = g—r = — 900 kg/cm?.

(65)r— & =ra = ~ 1500 kg/em?  (07)y—y, = — 2700 kg/cm?2.
(6,)r—re==—0g00 kg/cm?. (6y), —,; =~ —9goo0 kg/cm®. (5,),—,, =o0.

Handelt es sich um Schrumpfringe von einer Breite,
die gegentiber den andern Abmessungen betrichtlich ist,
so lassen sich in Anlehnung an die von A. & L. Foppl
durchgefiihrte Untersuchung fir den Vollzylinder als Kern-
korper!) nach dem Superpositionsprinzip folgende Formeln
far den Spannungs- und Deformationszustand einer unend-
lich langen Welle ableiten, die in der Mitte auf eine
Linge / ringsum gleichmissig mit einer konstanten spe-
zifischen Flichenpressung p, beansprucht ist:

T == % K‘ (;'a " - 7,) (1, o 7_1) |:g‘)' 1—274. e #]
e B K far— sty

U

Ya?i

>

0p = ;’“7:% L? K, (2 — e Z_:v ——i il 1”+:{> - ﬁo] (23)
)
[r—f"f— [312—2(ra+7r)r—+r. ri]+
Ta— Ti
Sy By () () | b o Kar () () = 22
wobel K, =0 K = —S7T6 g und K7 und K

2Cy
die in (15) angegebenen Abkiirzungen bedeuten. Die For-
meln (23) gelten nur fir die innerhalb des Belastungs-
streifens (|x| < //2) gelegenen Elemente, wobei der Koor-
dinatenursprung in der Mitte der Strecke / angenommen
ist. Die Verkiirzung ¢ des Ausserhalbmessers 7, berechnet
sich fir die Stelle x = o, » = r, analog wie in Formel
(20) zu:
T Yo 2 10 K5
ip ﬁfr"[ 7
Die Bedingungsgleichungen far
bindung lauten analog Formeln (21):

E(B*— ) =0
B*Ry o — "0V =4
E(B* — C*/R2 = po

(r—er3)+ 2=l =— 2Ry (20)

Ta— 7
die Schrumpfver-

(25)
|

) A.&L.Féppl ,Drang und Zwang" BandIl, 1920, Seite 177 bis 180,

o ZaN ERiE—rg
JﬂLI + Z2 “‘,2) 2

Zahlenbeispiel : 1.egt man der Rechnung die gleichen
Daten wie im ersten Beispiel zu Grunde, mit dem einzigen
Unterschied, dass man jetzt 2/h =/= 2 cm wiahlt, so
findet man:

po = ~ — 700 kg/cm?, B* = 10,7-1075, (¥ =o0,1712.
. - < 2 £ . o /g2
(0,5)r—k—ra = — 700 kgfen®, (0% )r=pi=ra = 1177 kg/cm?
(6,%)r=r, =470 kg/cm®.
(64)y—rs = — 1150 kg/cm?, (60)y—ri = — 2120 kg/em?,
x=o0 Y0
(65)r=ra = —+ 275 kg/cni?
X o
(0x)y—r; = — 275 kg/em?, (1),—p, = 0. (1)—ry = O.

X 0
Rechnet man das gleiche Zahlenbeispiel zum Ver-
gleich nach der Scheibentheorie!) durch, so findet man:
Trommel (Mantelkérper): (6,%),—g— = — 990 kg/cm®.
(07),=,—ra = 1650 kg[em®.  (0/%),=x, = 660 kg/cm?
Zaplen (Kernkorper): (0,), ,, = — 990 kg/em?.
(00)r=ra = — 1650 kg/cm?  (0;),—r; = — 2640 kg/cm‘-’,

Aus diesem Beispiel ist ersichtlich, dass die Bean-
spruchungen nach den Formeln der Scheibentheorie etwas
unginstiger ausfallen als nach denen des von uns ange-
wandten Verfahrens. Rechnet man das selbe Beispiel fiir
andere Werte des Parameters / durch, so findet man,
dass sich die Spannungswerte nur wenig in Abhingigkeit
von / dndern, solange / innerhalb gewisser Grenzen (/<< I?,)
bleibt.

Die Hauser der Arch. H. W. Moser und M. Kopp

zwei Wohnhduser am Ziirichsee.
(Hicrzu Tafeln 6 bis 9.)

Die auf den folgenden Seiten und Tafeln in Bildern
und Rissen vorgefithrten behaglichen Wohnhiuser, die
Eigenheime der beiden Firmateilhaber Hans W. Moser und
Max Kopp, stellen den seltenen Gliicksfall dar, in dem
der Architekt sein eigener Bauherr sein kann. Sie liegen
einander gegeniiber: das Haus Moser am sonnigen Rebhang
von Herrliberg, Haus Kopp am seeseitigen, dem Nordost-
wind ausgesetzten Rand der Terrasse oberhalb Bendlikon.
Darin, in ihrer klimatischen Situation, liegt ihr wesentlicher
Unterschied. Im tbrigen geben uns die Erbauer folgende
Erlauterungen zu den Bildern.

Allgemeines. Die Hauser Moser und Kopp wurden im
Jahre 1923/24 erbaut und im Friihjahr 1924 bezogen. In
beiden Fillen handelte es sich darum, fir eine junge Familie
mit relativ beschrinkten Mitteln ein Heim in Stadtnzhe zu
schaffen, das, ganz ins Griin eingebettet, in Kontakt mit
der Natur steht.2) Es ist darum eine Selbstverstandlichkeit,
dass in beiden Fallen nach der Sonne orientiert wurde,
dass die Raume bei aller Sparsamkeit nicht kleinlich aus-
fielen, dass Wohnzimmer und Garten in direkter Verbindung
zu einander stehen und dass breite, mit Steinplatten be-
legte Terrassen vor der Sonnenseite der Hauser liegen.
Eine gedeckte Laube bildet die windgeschiitzte Sommer-
wohnstube und blithende Staudenbeete saumen die Terrasse
gegen die Wiese.

Aus dieser Einstellung zur Situation und zur Natur
ergibt sich von selber der Ausdruck der Hauser, die ein
bescheidenes und behagliches Wohnen ausdriicken. Sie
wollen weder Weltanschauungen manifestieren, noch mit

1) Siche z. B. A.Stodola, ,Dampf- und Gasturbinen®. 5. Aufl., 1922,
Seite 343.

?) Die nimlichen Gegebenheiten also und Erfordernisse, die vor
20 Jahren den Herausgeber zum Bau seines Hauses im , Maiensdss® ge-
fihrt hatten, in dessen Nihe nun auch das Haus Kopp steht. Vergleiche
Band 72, Seite 143 (2. Oktober 1918). Red.
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