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Nr. 15

Wairmeillbergang in Grenzschichten bei stark verdnderlicher Grundstrémung.
Von Prof. Dr. A. STODOLA, Zirich.

Im Anschluss an unsern Aufsatz iiber den Warme-
Uebergang bei unverdnderlicher Grundstrémung, in der
»Schweizer. Bauzeitung vom 30. Oktober 1926, wobel
ausserhalb der Grenzschichte neben der Geschwindigkeit
auch die Temperatur stets gleich bleibt, dehnen wir hier
die Theorie auf den Fall stark verdnderlicher Grund-
geschwindigkeit und Temperatur aus, wie sie etwa in
Expansionsdiisen auftreten. In den Bezeichnungen jenes
als bekannt vorausgesetzten Aufsatzes lauten die hydro-
dynamischen Gleichungen bei stets gleichem Rauminbalt fir
zweidimensionale Stromung (mit fortlaufender Numerierung
der Gleichungen)

du u 1 dp T (1'

ikt o g ey (36)
Cu &
g0 (37)

Fir die Grundstréomung darf man in der Nahe der
Wand die Geschwindigkeit v vernachlassigen, erhilt also
L2 (38)
ox 0 cx
wobei wir U, ¢U/¢x = U’ als gegebene Funktionen von x an-
sehen diirfen, und (1/p) (¢p/cx) in (36) durch U U’ ersetzen.
Als einfachste empirische Annahme tiber den Geschwindig-
keitsverlauf senkrecht zur Wand wéhlen wir wieder

u = U(Z)w: Unlr (39)

obschon die Rechnung auch mit einem allgemeineren
Ansatz leicht durchfiihrbar ware. GI. (37) liefert
= ) = 4 aait n 4
w=i=llmm gy = —/[U 1]7~U7117JA[1;]

o

= UL —7U dyyd (40)
mit 4" = dd/éx
Die Einschiebung von » in (36) erlaubt nach Er-
weiterung mit dy, /o durch Integration als:
cu
oY

T
e /UU Ad?]—}—[(11(7+v
=—UU dq+ 80U aph — LU A 90 C  (41)
72 73
darzustellen. Die Konstante wird durch die Bedingung
bestimmt, dass fiir
n=1, 7T=0
werden misse. Fiir ) = o erhalten wir alsdann die Schub-

spannung an der Wand, die mit 7, bezeichnet werden soll.
Es ergibt sich

Tw/Q = C = ;%[JU’ A + %er J, (42)

also ist
I —4uv [(1—,,) —r(x—qw)]+7_72U’2A'<1—1,9‘7) (43)
) Die hier vorkommende Grosse 4" wird durch die Dif-
ferentialgleichung der Schichtendicke mit 7, verknipft.

Diese lautet fir Beharrungsstrémung
4

(.(—x/gzrdy—U(.—/oudv———f—AUU 0— 1w (44)
oder mit GL (39)
2 i ¢
;C_(U AO)—g (»—(UOA)—AUU 0— Tuw
hieraus folgt:
, % 72 Tw
#=—B A2 (45)
Nun schieben wir A" in Gl (43) ein was auf
o = G Al T s (e o a)

fiahrt. Der tatsichliche Wert von 7, kann weder aus Gl. (41)
noch aus (45) ermittelt werden. Far den Fall beschleu-
nigungsfreier Strémung ist 7, durch die Formel von
Prandtl-Kdrmdn gegeben. Wiirde man annehmen, dass
auch bei beschleunigter Stromung, d.h. U’ ~>o, der gleiche
Ausdruck fiar 7, gilt, so fihrt Gl. (46) bei hinreichend
grossem U’ wie ersichtlich fir Zwischenwerte von 7 auf
negative Werte von 7. Da jedoch die Geschwindigkeit in
der Grenzschichte unter allen Umstéinden vom Werte Null
an der Wand in stetiger Weise zunimmt (auch wenn man
ein allgemeineres Gesetz als Gl. (39) voraussetzt) ist ein
Negativwerden, d. h. ein Zeichenwechsel der Schubspan-
nung physikalisch ausgeschlossen. So zwingt uns die
Anschauung die Folgerung auf, dass 7, von dem bis
anhin allgemein beniitzten klassischen Wert abweichen
u.zw. so gross werden muss, dass 7 in Gl. (46) stets einen
positiven Wert erhalte. Diese Vorschrift scheint mit einer
Willkir behaftet zu sein, die jedoch verschwindet, wenn man
beachtet, dass bei abnehmendem U’ das 7, allméhlich in den
klassischen Wert tibergehen muss. Wie man aus einer gra-
phischen Darstellung erkennt, bleibt 7 positiv, sofern die

Tangente an 7 im Punkte 5 = 1 negativ ist. Man erhilt
’i”/@) = 2O A—r LB ol =
( dn  )y=t 5 7 1 7 0 ROk SR
oder Tuf0 > % uu' 4
Setzen wir also
‘rw:;UU Ao+ f(U, o, v, 4) (46a)

so muss fir ' = o das Zusatzglied in den klassischen
Ausdruck tbergehen, d. h. es ist

FU v d4)=1poU? (z,%,)'“ =
Somit lautet der vollstandige Ausdruck von (46)
1=—UU"4dp [:] (r — 57) —% (r — 7]9//)]4—
ta (L= (48)
in welchem bemerkenswerter Weise nichts Willkiirliches

mehr vorkommt.
Ferner wird GI. (45)

4=—-Z a4

Fir den Fall,
allgemeine Ansatz

(47)

72 7o

T (482)
dass als Geschwmdlgkeltsgesetz der

U= U) e .. . (48b)
gewihlt wirde, ergeben die g1e1chen Ueberlegungen als
Ausdruck der Schubspannung

2 2 4+ n)
z:—L'U'Ao[);(I—;ﬁ)— 2—([—1] " )]+
5 2 4 n )

247
To (1 — » ) (48¢)
Dabei liefert die von Karmansche Dimensionsbetrachtung
_. BT sl ¥\ ===
:B 741 QU'(—U—A>H+I (48d)

worin die Konstante B aus Versuchen abzuleiten wire.

Differentialgleichung des Temperaturverlaufes.
Der Temperaturverlauf betimmt die Warmeleitung, die

in der Warmegleichung zum Vorschein kommt. Auf
die Raumeinheit bezogen erhalten wir wie friiher
a
dqleil —= dqreib =7 Cy dT+ APTD (49)

worin » den Rauminhalt pro 1 kg bedeutet.
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Mit o = unverénderlich fillt das Glied 4 p dv/v dahin,
und wir dirfen bei vollkommener Unzusammendriickbarkeit
¢, mit ¢, vertauschen.

Die Leitungswarme besteht einerseits aus der zur
Wand senkrechten turbulenten Stréomung in Richtung von
~y (fir die Zeit und Fliacheneinheit)

y 09/dy
o =T By (50)

Da wir in der x-Richtung stark verdnderliche Tem-

peratur zulassen, tritt jedoch Gleichung:

o

FP (51)
hinzu. Die Vermehrung des Wirmeinhaltes der Raum-
einheit wihrend der Zeit d¢ durch Leitung ist alsdann
A =(gy — 4 +:— g) At =(— 5 dy— 7L dx) dt (s2)

In Bezug auf die Wiarmeleitzahl 1 in ¢, wiirde man
wohl in turbulenter Grenzschichte die turbulente Leit-
fahigkeit einzusetzen haben.

Um die Rechenarbeit nicht tibermissig zu verwickeln
wollen wir vorerst, wie es bei einem Fliissigkeitstrom
zutreffen darfte, von der axialen Warmeleitung absehen.

Als Reibungswérme, die in der Raumeinheit wahrend
der Zeiteinheit erzeugt wird, gilt wie friher:

e = — 1

reib = Az

3 (53)

Fir die Temperatur wird man bei sich regelmissig

entwickelnden Grenzschichten (also in nicht zu grosser
Nahe von Ablésungspunkten usw.) den Ansatz

9= 0/ . (54)

beniitzen diirfen, worin @ die aus der Druckabnahme sich

ergebende Temperaturdlfferenz gegen die Wand als Funk-

tion von x gegeben sein und die Funktion f dann von

x unabhingig vorausgesetzt wird. Die ,substantielle®
Temperaturzunahme ist
q [0 ax o dy
@) = (ﬁ de + Cy 7) @
:[((-)’fm_@:.—{; )H 00 Z ‘f 2 ] dt . (55)

Also lautet die vereinfachte V\’armeglexchung:

c y . 69foy\ | cn

BN (-)’ (* 7() &l (’1;/(:)7 ) . AT?}/_ 1A

a’
:;!c/,[(()fz]—()—)lv, —)u—}—u()”] _]] (56)
Nach Einsetzen von # und v gemiass Gl. (39) u. (40)
und Ordnen entsteht mit 00/0x = O'; ffcy =/'; (.\ =4
6/ AU2cqy—=6l7
a (T?] 7 1)+ A
yUd ’ T g 4 U\ ., i =

= 28 { Bl f —f (T —|—T) vo 7]8‘7J (57)

Mit Riicksicht auf (48a) vereinfacht sich 4'/4 + U')U
zu (72/7) (ro,/o U? 4). Nach Ausfihrung der Differentiation
entstiinde eine volistindige Gleichung zweiter Ordnung
fiur / mit verwickelten Koeffizienten, deren allgemeine Inte-
gration kaum tunlich ware. Mit demselben Grade der
Niherung, die uns zur Vernachldssigung der axialen
Wirmeleitung fihrte, setzen wir in Gl.(51) ®'=0, wodurch
sie in

; bl AT =0 (58)
ibergeht, mit
fo=r |
8/
b= 7 C(fo) + 2z, gl (s0)
_ T =6l
Tyl d

Um den Einfluss der Beschleunigung, also mittelbar

U’ klar hervortreten zu lassen, vernachldssigen wir weiter-
hin die Reibungswérme so dass in Gl. (58) f,= o0 also
A s - , L ;

= — 7; integriert Ign f' = — ./T:m] —+Ign C,

A

7‘17:‘ ({l]

liefert; daraus folgt

f:./'f,!l')]= Cl'./-c day -+ G (60)

Die Integration muss im allgemeinen zeichnerisch
bewerkstelligt werden; sie erledigt sich einfacher, wenn
man 7 durch die Veranderliche { = 1 — ersetzt und die
Integrale als bestimmte, mit { = o beginnend, ansetzt. Mit

f) =71 — 9§ = @) wird (f/én = — d@/dC und
¥ /on® = ¢%p/dl®. Somit lautet Gl. (58)
9 _ =9 ¢ ®
' -+ fu =0 T e (D) o5
und deren Integral, dhnlich wie (60)
I
z Ill d;
To i
p=0C,—C / ap (62)
Die Bedingungen der Lésung sind
p=1 fir {=o0 hieraus (, =1
p=o0 , <=1 hieraus
Cy
C=— e (62a)
b
[er ™ ap

Die Funktion ¢, verschwindet fiir { = 1 und erfor-
dert in der Umgebung dieses Wertes die Einschaltung
einer analytischen Integration fiir ein klein zu wahlendes
Intervall £, bis 1, d. h. y =1, bis o.

Nun ist

J oz 9 To

AT 1 N7 (63)

Das erste und drltte Glled kOnnen neben dem bei

werden, und es bleibt
fi P1 6 6
T @ dm D REE), s e (632)
Fir y=1 wird =0 und f/f, wichst scheinbar
wieder ins Unendliche. Wenn man indes den Ausdruck vont'[z
bildet, so erkennt man, dass er mit dem 3. Glied den Wert o/o
ergibt, dessen Grenzwert in bekannter Weise durch Diffe-
rentiation ermittelt einen endlichen Betrag liefert, den man
iibrigens bei zeichnerischer Darstellung unmittelbar als
Fortsetzung der Schaulinie f{/f; gewinnt. Bei Gasen, wo
man ¢;/c, nicht der Einheit gleich setzen darf, ginge £//fo
bei 7 = 1 ins negativ Unendliche, was im Temperatur-
Verlauf bei Bentitzung obiger Gleichungen einen physika-
lich unmoglichen senkrechten Anstieg fiir 5= 1 ergabe.
Allein bei veranderlichen o darf in der Wirmegleichung
das Glied 4 p dv/v nicht vernachlidssigt werden, wodurch
sich die Verhiltnisse vollstindig #ndern und erst nach
erfolgter allgemeiner Integration feststellbar wére, ob an
Gl (50) etwa eine Berichtigung anzubringen sei.
Im Intervall zwischen (; und 1 zerlegen wir das

Integral in Gl. (62) nach dem Schema fx:f’—(—j{, wobei

sich in [ der Exponent von e als Summe f—j f
3 ‘l
und im zweiten Teilintegral die angenaherte
Man erhalt somit

darstellt‘l
Funktion (63a) zu verwenden ist.

,‘,pl, P = ‘fl o i] T=iB )
Po ({5 d/ 7 gn (1 —&
und das ganze Integral v
A L B ["‘ d; —6lz f’-’—‘- d
J To .{7 To a o Po
[ e? dp=[e @+ [ (Z5) e dp
) ' (63b)

und schliesslich

51
r1 o= i

i f’/'o
f/':I—Cle

Im Ausdrucke von C; Gl (62a) gewinnt man den
Wert des Integrales aus (63c), indem man die obere
Grenze [ = 1 oder 5 = o wihlt, d. h. es ist

q

70" g7 — 7] (63¢)




9. April 1927.]

SCHWEIZERISCHE BAUZEITUNG

195

-

(G L _

/4 <1
- P oF P
- ./'/u & ) f'lu i
/ ey dp 4+ 7m,€°

o

(63d)

Bringt man in (63c) die beiden Glieder auf den in
Gl. (63d) vorhandenen Nenner, so entsteht fiir die Wand-
nihe der ungemein einfache Ausdruck
P =0¢=¢c0On"
faa
Po

e=17 CI e )/16)7

(63¢€)

mit

(631)
Einfiihrung einer genaueren Geschwindigkeitsfunktion.
u=UT"@®—n) (64)

Diese besitzt die Eigenschaft, fiir 4 = 1 die Schau-

linie von # tangential in U zu iberfihren, d. h. es ist
<:—:;> =—o0. Die vollkommen gleichartig durchgefiibrte
/ n=1
Rechnung liefert fir z den Ausdruck:
T

T =—UU dp ) +=7 7 (65)
wobei sowohl (i) wic (i) gleich o sind. Die
7]=( 7n=1

on (]

Forderung, dass 7 bestandig grosser als o sei, wird far die
Nachbarschaft von 7 = 1 erfillt, wenn die zweite Ableitung
von 7 negativ ist, d. h. die Schaulinie von r muss nach
oben konkav gekrimmt sein. Die graphische Darstellung
der beiden Funktionen y,, y, zeigt, dass alsdann auch im
ganzen tbrigen Verlauf 7o bleibt. Die Ausrechnung
fahrt zur Beziehung

o2\ e 50 ' 138 7w
(—.g(g)_—mUU 4+ soll <o . (66)
oder:
Tw 25 ’
“> B U4 (67)
Die weitere Forderung, dass 7, bei U'= o in den

klassischen Wert tibergehe, wird also erfillt, falls man setzt:

M =2Byud+2

) 207

(68)
Allein dem veranderten Gesetz Gl. (64) entspricht hier
(69)

Die neu zu bildende Grenzschicht-Differentialgleichung

) \1/4
T, = 0,0279 o U? ((JZI)

lautet
14

., Lt o v \Y
4 ~-7A+1P(ﬂ> (70)
mit ' = 23,0+ ¥ und ¥ = 0,0225. Nach Erweiterung mit
A+ und Einfihrung von g = A5 kann man die Integration
leicht bewerkstelligen und erhilt

X
g — gy = Ash — A = %y,‘ yils 3 [de (72)

wo 4, die Schichtendicke fur x = o bedeutet. Setzen wir
4y = o, so folgt

- X l«’s
S5
A=o0,705 7 {_V/de] S (13)

Mit dem Geschwindigkeitsansatz Gl. (39) erhilt man
als Koeffizient in dem gleichartig geformten Ausdruck von 4
0,37 anstatt o,705; ferner wird

% 4/s
T = 0,0853 0 »/5 U’ .{fUa’x } -+ 1 (74)

wihrend mit Geschwindigkeitsgesetz Gl. (39) der Koeffizient
vor dem Integral gleich ist 0,0823.

Die gute Uebereinstimmung der 7, -Werte bei nicht
unwesentlicher Verschiedenheit ihrer Ableitung dirite als
Stiitze der angewendeten Begriindung angesehen werden.
Wir rechnen im folgenden mit den Formeln, die dem
einfachen 1/7 Gesetz entsprechen.

Die an die Wand iibergehende Warmemenge ist
das Negative des Ausdruckes ¢, Gl (50) bei 5 = o. Mit
Riicksicht auf Gl (39) und (63¢) entsteht

y (C]
i=Lgwms (75)
und mit Ricksicht auf Gl. (46a) und (47) erhalten wir:
g O[22 70 rof ¥\
/ SUU Mo + el '(sz) *} (76)

g=-",0¢yg

Wie ersichtlich, wird unter sonst gleichen Umstanden,
insbesondere gleich grosser Schichtendicke, die tber-
gehende Warmemenge im Verhiltnisse von
' 2gude >

wo U? <U—V|\lf'i

/

K:s(r+ (77)

gegeniiber beschleunigungsfreier Strémung vergrossert.

Laminare Endschichte.

Die an der Wand haftende laminare ,Endschichte®
habe die im Verhiltnis zu A kleine Dicke 4y =1, 4. Sie
bestimmt sich aus der Gleichheit der Schubspannungen
am Uebergang in die turbulente Schichte, d. h. aus

g Ungtl? ovU ~
Tam = f—— = Q0 V- — — -> = Trarb — Tw 8
am Al 4 (i[a) A nebl7 turb — (7 )
Hieraus folgt
_[» oU?S (79)
)}0 = _['_/’l' Tw /9

Die Temperatur nehmen wir im Sinne der in ,Schweiz.
Bauzeitung® 1926 begriindeten Niherung linear, als
I o= by (80)

an. Von 5=y, an gilt das allgemeine Integral Gl. (62)

s
¢ ]‘“ dt
e To

171[:@—61/60 ({ﬂ

o

(81)

worin die Konstante ¢, nun so zu bestimmen ist, dass fir

n =17, die Temperaturen ibereinstimmen, oder mit der
Bezeichnung
p
£ P g
~° To N .
D, = / e’ df mit {=1—1 (81a)
O—=c, Py=10y1, . (81 D)

Bei sehr kleinem 7, wird man zur Berechnung von
@, mit Vorteil das Integral 63b verwenden.

Des ferneren muss die aus dem turbulenten in den
laminaren Teil stromende Wiarme turbulent und laminar
ausgedriickt gleich sein, d. h. fir 7 = 7,

ypTw O0Fn/Oy 1 09t yepv 001

— il — ¥ - = A T
qt o CZI/CI] Jam dy oA Oy (8 C)
Hierin ist
[2 4
00 0 P07 . ’
( 0 n) = —'*»}:l"’ = 0 e’ S€l = & QSO l (Sld)
on Jo cc
Cu 1 —6l7 09
(——) =—=Upng, ; (—'I> =
oy /o 7 /o
Somit erhilt man
7 Tw 6 s,
e T ey S Ere)

Setzt man &, aus (81b) ein, so kann man ¢; und
damit die in die Endschichte eintretende Warme nach GL
(81c) ermitteln, die von der Reibungswéirme abgesehen,
auch die in die Wand dringende Wirme darstellt.

Indem man 7., mittels Gl (79) durch 7, ausdrickt und
die Bezeichnung

7 CpTw O
Grurb = T S SR (82)
einfiihrt, erhilt man
Jtarb
7= —3 83
IEn + g 7etl7 (83)

7 4’07 7%7
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WARMEUBERGANG IN GRENZSCHICHTEN BEI STARK VERANDERLICHER GRUNDSTROMUNG.

Nahert sich U’ der Grenze o, so geht GIl. (83) stetig tiber
in den Ausdruck
Gtarb
7= I 4 (o — 1) 97 (84)
der in ,Schweiz. Bauzeitung" 1916 bereits entwickelt, jedoch
in anderer Form mitgeteilt worden ist. Die Endschichte
bt hiernach den gleichen Einfluss aus, wie bei gleich-
missiger Grundstrdmung, sie wirkt bei grossen ¢ als iso-
lierende Einlage. In der Nihe von ¢ = 1 niahert sich der
Nenner in Gl. (83) jedoch nicht der Einheit, sondern dem
Werte 1/¢ im Sinne der GI. (75).

Beispiel.

Wir greifen willkirlich einen Punkt der Stromung
heraus, in dem beispielsweise

U= g4om/sek; U = 255 sek—*; 4 = 0,63 - 10~3 m sei.
Man kann auch bei Wasser als stréomender Fliissigkeit
o= 1 erreichen, wenn man als Temperatur rd. 130° C
voraussetzt. Die neuen Formeln ergeben dann, wenn man
die Turbulenz bis an die Wand ausdehnt, den in Abb. 1
dargestellten Temperaturverlauf. Der Anschluss an die

Wand erfolgt gemiss Gleichung

) =¢0On"7 mit e =17/8

der punktiert in die Abbildung 1 eingetragen ist. Die Ver-
grosserungsziffer Gl. (77) ergibt sich hiernach zu

K=1,50
Rechnet man ¢ und X mit dem gleichen U U’, jedoch mit
A4 =1,51+1073 m, so erhilt man

e=17/9; K=253

Hieraus folgt, dass der Warmetibergang bei beschleunigter
Stromung erheblich grosser sein kann als bei gleich-
missiger Strémung.

Die stark isolierende Wirkung der ,Endschicht* bei
hoherem ¢ kommt in Abbildung 2 zum Ausdruck, die
mit gleichem U U’ A wie in Abbildung 1, aber #=8°C,
also 6 = 10 entworfen ist und auf ¢ = ¢,./5,75 fihrt,
wobei zu beachten ist, dass ¢, mit dem neuen Ausdruck
der Schubspannung 7, zu rechnen ist.

Versuche miissen erweisen, ob diese aus der
Theorie der Grenzschichten gezogenen Folgerungen mit
der Wirklichkeit tbereinstimmen. Da solche Versuche sehr
heikel und umstiandlich sind, somit geraume Zeit vergehen
kann, bevor Ergebnisse vorliegen, schien es uns, um
Meinungsaustausch .anzuregen, gerechtfertigt, diese Studie
schon jetzt zu verdffentlichen.

Zum Wettbewerb fiir die Petersschule Basel.

Was uns veranlasst, auf das Ergebnis dieser Kon-
kurrenz hier n#her einzugehen, ist die — schon ander-
wirts beobachtete — im vorliegenden Falle aber besonders
eindriicklich in Erscheinung getretene Tatsache, dass die
bis ins kleinste festgelegten und ausgetiiftelten Wettbewerbs-
Programme sehr oft die Losung eigentlich schon in sich
bergen und die Konkurrenzen nur mehr zu einem Kampf
um die Aufmachung, um die #ussere Erscheinung, die
Formgebung werden lassen. Im Falle Petersschule wird
dies schon beim ersten Blick auf die pramiierten Projekte
deutlich erkennbar: sie

alle zeigen im Prinzip die __ Nebeneingang

sein, und es ist deshalb, obwohl alle diese Lésungen not-
wendig mit gréssern Nachteilen behaftet bleiben mussten
(entweder bringt diese Ecklésung einen beschatteten Hof
oder eine gréssere Anzahl ungiinstig belichteter Schulzimmer),
gegen den Jury-Entscheid wohl kaum etwas einzuwenden.

Dass aber diese sehr bedingten L&sungen nicht aus
der Aufzabe an sich oder aus ortlichen Schwierigkeiten
notwendigerweise hervorgehen mussten, sondern eine Folge
der Programmbestimmungen sind, mag an Hand einiger
nichtpramiierter Entwirfe gezeigt werden. Klar geht aus

gleiche Anordnung: ein
winkelformiges Gebaude
birgt in seinem ldngern
Trakt die Mehrzahl der
verlangten  Schulriume,
im kirzern Fligel die
dbrigen  Klassenzimmer
und in dessen Erdgeschoss
die Turnhalle. Tatséichlich
scheint, bei buchstdblicher
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keit kaum vorhanden zu

Entwurf Arch. P. Artaria fiir die Petersschule in Basel. — Grundrisse und Schnitt, 1 : 600.
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