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Nr. 12

Ueber Transversalschwingungen der Dampfturbinen-Laufradscheiben.
Von Dr. FR. DUBOIS, Schaffhausen.

Das Problem derTransversalschwingungen der Dampf-
turbinen-Radscheiben gilt mit Recht als verwickelte Auf-
gabe, die bis heute noch nicht erschopfend behandelt
worden ist. Fir die Scheibe konstanter Dicke hat Kirch-
hoff in seiner berithmten Abhandlung in ,Crelle’s Journal“?),
die exakte mathematische Losung des Problems dargelegt,
die von dem Zerfall der Differentialgleichung 4. Ordnung
in zwei konjugierte 2. Ordnung ausgeht und auf Zylinder-
funktionen fahrt. Fir die Scheibe verdnderlicher Dicke hat
Stodola?) eine auf die Berechnung der Deformationsenergie
und der kinetischen Energie der gebogenen Scheibe be-
ruhende, praktisch gut anwendbare Methode entwickelt.
Als Frichte der Stodola'schen Losung sind eine Reihe
schoner, rechnerisch-praktischer Arbeiten entstanden, unter
andern diejenige von Oehler3). Schliesslich hat Hahn *) eir
Verfahren zur Berechnung der Schwingungszahl angedeutet,
das die Eigenschaften der Integralgleichungen benitzt.

Trotz der fast zu erwartenden Aussichtslosigkeit des
Unternehmens, haben wir die Neugierde gehabt, auf die

vollstandige Differentialgleichung der Kreisscheibe verander-.

licher Dicke den Grundgedanken der Kirchhoff'schen Losung
anzuwenden, und gelangten dabei zu dem erfreulichen
Ergebnis, dass der Vorgang Kirchhoff's innert gewisser
Anniherungen fiir mehrere Dickengesetze auf eine Losung
in mathematisch-geschlosserer Form fihrt. Diese wird
durch bekannte Funktionen (Bessel'sche, hypergeometrische,
und verwandte) dargestellt.

Diese Untersuchung bildet den Inhalt folgender Zeilen,
die nicht den Anspruch auf Vollstandigkeit erheben, son-
dern nur die Grundziige dieser Lésung darlegen sollen.

Biegungsgleichung der Scheibe verdnderlicher Dicke.

Wir benutzen anfianglich der Zweckmissigkeit halber °)
rechtwinklige Koordinaten und beziehen die Scheibe auf
ein System oxys, dessen os-Axe mit der Scheibenaxe,
und dessen xy-Ebene mit der undeformierten Scheiben-
mittelfliche dbereinstimmt.

Wir bezeichnen wie iiblich mit ¢ die Normalspan-
nungen und mit 7 die Schubspannungen, und beachten
dass, da es sich um eine Biegungsaufgabe handelt, die
Spannungen sich aus je einem dber dem Scheibenquer-
schnitt gleichmissig verteilten Anteil und je einem linear
verlaufenden Anteil zusammensetzen, z. B.

Ox = Ox, —+‘ Oxp y Tay = Tay, + Tayy
(Index o bedeutet gleichmassig verteilt, Index 4 linear, von
der Biegung herrithrend).

Wir bezeichnen ferner mit Stodola die am Volumen-
elemente wirkenden Kraftepaare und Krifte wie folgt:
M,, M'y; M,, M's = Biegungsmomente

(Momente der Normalspannungen ou,, )
K,, K'.; Ky, K's = Drillungsmomente

(Momente der Schubspannungen 7y, Tyiey)
Sa, S’y = Vertikale Schubkrifte
(Resultierende der Schubspannungen 7., 7=)
N,, Ny; N,, N’y = Horizontale Normalkrafte
(Resultierende der Normalspannungen oy, Oyy)
7., T's = Horizontale Schubkrafte
(Resultierende der Schubspannungen 7., Tyx,)

1) Kirchhoff. ,Crelle’s Journal®, Bd. 40 (1850).

2) Stodola. ,S. B. Z.%, 1914, Bd. 63, S. 112 und ,Dampfturbinen®,
5. und 6. Auflage.

%) E. Oehler, , Krupp’sche Monatshefte®, 6. Jahrgang, Januar 1925, S. I
und | Z.V.D. L% Bd. 69, Nr. 11, I4. Mirz 1925, S. 335.

4) E, Habn. S B.Z., Bd. 87, Nr. 1, 2. Januar 1926, S. I.

Sll S,l;

TR

Alsdann lauten die Gleichgewichtsgleichungen am
Element dxdy/ (Abbildungen 1 und 2, Seite 150 u. 151):
1) Momentengleichung, bezogen auf Axe oy, bezw. ihre

Ableitung nach x
02 M, 2K, 05,
Epe dx 4 CITT dy — = dx—=—o0 . . (1)
2) Momentengleichung, bezogen auf Axc ox, bezw. ihre
Ableitung nach y

) S.

02 M, 02K, 0S5,
6‘2? a’y—*—ﬁ- *—— dy =0 . . (2)
3) Kraftkomponentengleichung nach Richtung o=
05, ) 0.5, d (‘/v' :" ;> . ¢ <N:' T;)
Ox dx S dy 5= dE e dyeh
87 2= 87,25 e
(::f 7 dx +—<—z’) dx —+ pdxdyh (7‘12) — o (3)

(¢ = Ausbiegung der Mittelfliche der Scheibe senkrecht
zur x0y-Ebene, i = y/g = spezifische Masse des Materials).
Durch Addition von (1) - (2) -+ (3) erhalt man sofort

02 M, 0% K
Y+ i W+ 558,

L dx +
%0y

o) o 20

)

28) e
L dy —udxdyh = =0 HiaNE (4)
Hierin ist in Abwesenheit der Spannung o- zu setzen:
M, = 1//5 dy h2 Gy oy M, = ‘/6 dx h? Oy max
K, =" Ay B2 Tayy mase Ko = Yo A% 72 Tyxp max

N, = dyhox,, Ny = dxhoy,

T, = dyhtay, T, = dxhtys,
Oxpmax — — ﬁ_l;w‘ (Zl + 14 zg) %
Oypmax =— —— Tpl‘ (Hg —+» zl) 7;:

Topmax = — Go ’gi) Tyxpmax — ~— Gw é

wobei £ = Elastizititsmodul, G = Gleitmodul,
die Kriimmungs-

y — 1: Poisson'sche Zahl, »; und
dnderungen und o die ,Reckung bedeuten.
S e er, &L 9
N=garN=gp Y= 25,9,

Schiebt man alle diese Werte in (4) ein, und beachtet
E . A s s 3 4
dass G = ST ist, so erhalt man die Differenzialglei-

chung der Biegungschwingung der Scheibe veranderlicher
Dicke mit Zugbelastung in der Mittelfliche unter Einfih-

) () 9 () .
rung des Laplace’schen Operators 4() = 5 FP:
3 s2my) & | OR(W) éRC
A a0 — (¢ — ) (G55 + T T —

202(h%)  C2 12(1—») [ ¢ 0¢
R — hoy ——
dx0dy c‘xcy) E 0x ( Ox0 gz El

v, d ¢ ¢ c a¢
= R B O o s s o2 —
)y (h(i,vo ('y\) Y Ox (h'[xyo Cy) " dy </”/"X° (7.\')1‘

)

12 (1 — 29) 02¢
e T ——
E L o

(5)

5) Weil die vorkommenden zahlreichen Umrechnungen mit dem
Laplace’schen Operator 4 in rechtwinkligen Koordinaten viel symmetrischer
und kiirzer sind als in Polarkoordinaten.

%) In Wirklichkeit ist der wahre Ausdruck der Reckung bei ver-
dnderlicher Dickei[ = (lz - ) £ (lz —°;>I Wir behalten aber, um

h Lix ay ) ady éx ).
die Gleichungen nicht noch komplizierter zu machen, den tblichen Aus- -

2¢2
druck =
Xd

Y

c
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Als Ansatz fiir den zeitlichen Verlauf der Schwingung
eines Scheibenpunktes aus der spannungslosen Mittellage
heraus wahlen wir:

E b

/l‘-’-ﬁ;

{ = Usin (A%c?) mit ¢2 = 1
(Dimension von ¢ = cm/sek)
wo U eine Funktion von x und y, 1 eine von der Schwin-
gungszahl abhangige reine Konstante ist. Mit
= — Ul#¢?sin (A2c?)

g
ergibt sich alsdann fiir U die partielle Differentialgleichung :
) U () 62U
A A0) — (1 — ) (G- + 0 g —
2 02 (48)

dxdy

ot U 1 [é) ou {7 AT\ |
Oxdy )_ we? [”('"7}" (/1 G-‘vﬁ)_F dy (h Gﬂﬁ) I
0 ouU ¢ d y
= (/zrmw) o a{)] — MhU . (6)
Far ihre weitere Behandlung werden wir zwei Haupt-
falle unterscheiden.

Erster Hauplfall: die vuhende, durch einen ebenen Spannungs-
sustand nicht beanspruchte Scheibe.
In Abwesenheit von Kriften in der Scheibenmittel-
flache sind oy, oy, 74, = 0 zu setzen. Gleichung (6) ver-
einfacht sich in diesem Falle zu (explicite geschrieben)

20(11 ) 0
8 /]
BAAU) + 298 2 4y 2 y 2 av)+
28 2U 2 62(113) a2uU 2h3) 02U
( 0x2 QJa? dx0y 0x0y _(:‘:1"7 ) W("'yi +
Ry BU | ey FU adg) PUN s
( dxt Jy? 0y* da  dxdy (Txay) = B0 Gy

Die exakte Integration dieser komplizierten Differen-
tialgleichung ist kaum durchfiihrbar. Begniigt man sich
dagegen mit einer Anniherung, so zeigt es sich, dass der
Grundgedanke der Kirchhoff'schen Losung, namlich der
Zerfall der Gleichung 4. Ordnung in zwei solche 2. Ord-
nung, in passender Erweiterung sich auch auf den Fall
der variablen Scheibendicke ausdehnen lasst.

Gleichung (6") spaltet sich, wenn auch nicht vollsténdig
genau, jedoch mit geniigender Approximation, in die zwei
konjugierten

AhU) — AU = 22V
A(hV)~«A(h)V:/I?U} (7)

Zum Beweise der sehr angeniherten Identitit des
Systems (7) mit Gleichung (6) eliminiere man die unbe-
kannte V' zwischen den beiden Gleichungen (7).

Nach wiederholter Anwendung der Differentialeigen-
schaften des Operators 4 und weitlaufiger Ausrechnung
gelangt man zur Schlussgleichung

z&(/z 20(#) d

h3A( Ep U)+ = ey s 4U) +
(o”(}z“) G’U_L 2(92(113) 0zU 02 (%) CEU) " i
0x? OQx* 6x0y 0xdy oy dy2) !
y (62(113) BU B BU 28 82(/)
$\70xr 0y 0x® dy? dxdy 0dxdy
0% 02U 26 G0 0k 82U
+ 2k (g %05 a0y i WB‘F)"{_

2 (Funktion von /%) %+ 2 (Funktion von h)g_U: HRU
welche, dank dem Zufall, dass » ~~ 1/; ist, mit Gleichung (6)
ante identisch ist, bis auf die unterhalb des punktierten
Striches stehenden drei tberzahligen Glieder.
Zur weiteren Behandlung der Gl. (7) substituieren wir
hU = O, A= " “gch e (8)
Die Elimination einer der beiden Unbekannten aus
den zwei neuen Gleichungen

40— 28 o - Ly
AWy — 4(”) W_‘oj

wird dadurch vermeidbar, dass man sie subtrahiert bezw.
addiert, und die zwei neuen Hilfsvariablen

O—W =D, O+W=S (10)
einfahrt. Es entstehen dann die zwei Differentialgleichungen
mit blos einer Unbekannten und nur noch 2. Ordnung:

(9)

4 Aufriss

v
a b
Grundriss
D
o hegg i/{;
) ! | -
Y 3| M A A A7
‘ I pless—— !
R |
Mgk,y' S > > ‘FQ ]
= \ ¢ >
z 0‘ /O N DRy - x
Abb. 1
Z 1
4D +( 13 —-“22)D=o|
h h
(r1)

4 +(—m 5 — d{‘)r) Py
oder, der Natur des Problems gemiss, auf Polarkoordinaten
7, ¢ transformiert

02D 1 0D T 02D I A (h) b
(_572 +7 or VJ'“'r;‘” ETPVQV)_*_(}LZ Tk >D = © (x 1,)
02 s 1 0S8 ) SENERY I A (h) 1
e e
Thnen kann geniigt werden durch den Ansatz
D = dcosme i
S —=ocosmep

der einer Scheibenschwingung mit 7 Knotendurchmessern
entspricht. Gleichzeitig haben die Funktionen § und ¢ von
7 allein folgende Gleichungen zu erfiillen:

a2 HE L 1 do ( 22— A (%) =1 m? § =5

dr? r dr h 7t

d2c T e 1)) m? gl l (13)
art rdr+( j ""7)7—0

die sich einzig durch das Vorzeichen von A2 unterscheiden,
sodass die Integrale der zweiten sich aus den Integralen
der ersten durch Vertauschung von 1 gegen il ergeben.
Die beiden Gleichungen (13) gelten zun#chst fiir jedes be-
liebige Dickengesetz. Wir wollen zeigen, dass fiir einige
praktisch wichtige Scheibenformen eine Lésung mittels
bekannter Funktionen besteht.

1. Das Potenzengeselz.
geben durch

Die Scheibendicke sei ge-

he—1bpEea ()
Negatives £ entspricht der hyperboloxdlschen Scheibe von
Stodola. Mit

2k 1 Ok 1 0% .
et ot e e )
nehmen die Gleichungen (13) folgende Gestalt an:
25 1 420 (8 + m?)
drt i 2 —(ZT; o ( Sk 72 ) T
oder z =0 mit -} 12
z = ¢ mit ——22}' (To)

die durch Zylinderfuktionen 1) integrierbar ist. Dies fiihrt zu
den vollstandigen Integralen:

s VE12 ‘__) |EET e
—"A_/,,</_’“ S B = e e
7| 7(r—+) Vot =)
2 l//zz - m?
wobei 7 = — 4 und B = Konstanten (17)
A e
J» (¥) = Bessel’sche Zylinderfunktion vom Modul » mit

o-Stelle in x = o
Y, () = Neumann’sche Zylinderfunktion vom Modul 7 mit
co-Stelle in x = o
1) Nielsen, Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen (Leipzig
B. G. Teubner). § 47, Seite 129 bis 130.
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i welcher durch die Variablentransformation y = x ¢s aus
i der gewdhnlichen Gauss'schen hypergeometrischen Glei-
chung!) hervorgeht, und mithin die in der Nahe von x = o
giltigen allgemeinen Integrale besitzt:
2z = AxeF(a, B, y, x); 22 = BxeG(a, f, 7, %)
i A und B = Konstanten
S wo bel ganszzihligem y
la= =iE T af x a(e +1)B(HE + 1) x2
o FayBiaa) = ook et mph
ég’ G(a, By y, x) = — F(a, B, 7, x) log x
Seitenriss T:E = (@—1 4+ (3—1+))!
i O @ B —=1! . :
T LS TS [ i— a0
< O — Tli). 5
RIS | b i=o (y — 1!
B dh : N e S AW T, s
o N (A0 -+ ) — 4} — (4l +) — A @) +
rrrrrrrr MEL AN (4@ +7) —AB)| 5
ML ARS > J=y—2 !
L i LIS (=y! (p —z2—n! (=1} W a
i HY g 0 — @yt @—0 @Byt B—1) !
Bl 5.k i=o
%

Die Transzendente Y, bringt den Einfluss einer zen-
tralen Bohrung (Nabe) der Scheibe zum Ausdruck. Die
Wirkung einer Bohrung erstreckt sich aber bloss auf die
inneren Scheibenteile. Da Y, in » = co einer zweiten
co-Stelle zustrebt, empfiehlt es sich, als zweites partikuldres
Integral von (13) nicht Y,, sondern eine in 7 = oo nach
o abklingende lineare Verbindung von /, und Y, zu wahlen.
Als solche sind die Hankel'schen Zylinderfunktionen #,
und N, angezeigt?).

Die Scheibe konstanter Dicke fithrt mit # = o un-
mittelbar auf die Kirchhoff'sche Losung zuriick.

2. Das binomische Gesetz. Der Verlauf der Scheiben-
dicke sei dargestellt durch

=a -} br* (18)
in welchem Falle
A(h) = bhrrE—2 e (r9)
Die spezialisierten Gleichungen (13) lauten nunmehr
d2z 1 dz 422 — bRk 2 G
d;s+7'dr+< PR _ﬂ)"‘o
5 =0 mit -+ 12
S B e T - (20)

Die Variablentransformation v = r# fiihrt diese Glei-
chungen dber in:
d2s 1 ds
a7 T waw
2k —2
' ’; : v—(ii"7 ) —by ' m2 1
( ’’’’’ Q7 T R e (23]
Man ersieht sofort, dass die Gl. (21) zwei besonders
einfache Spezialfalle zuldsst: a) # = 2 und b) £ = 1.
a) # — 2. Fir diesen Fall ist die Meridiankurve der
Scheibe: 7 = a - b7? eine gemeine Parabel mit vertikaler

Axe. Die neue Substitution
v=——%s,a+bv:a(1—s). (22)
bringt hier Gleichung (21) auf die Normalform
d?s 1 dz —<:“'/T._4> m?
S ('W_ 4) B=lo(28)

Diese fithrt auf die hypergeometrische Gleichung zuriick.
Gleichung (23) gehort fir

3 Lo m\E | 4
e= 7 =1+ m; Px}—_i—l/<z) _(iiﬁ_l)

mit
4+ 22 fur g = 0
1 — 22 fir s3=o0
dem Typus (
d*s 20 y—(a+3+1)x 17 ds
e T % e
o(e +1) y—(e+8+1x o «pB o
[ x2 o 1 — x .Tz_',\'(l—x)]cko

') Nielsen, loc. cit.

A(a) = ;i [log I'(a)]; I'(a) = Gammafunktion

Somit sind die Integrale der Gleichung (20) im Spe-
zialfall & = 2:
zlzs;F(a,ﬂ,Ir%m,s) :-:y:—%ﬂ(m;)
5 =152 G(a, , 1 =+ m,s)
Im Grenzfalle & = o (konstante Dicke % = a) gehen
die Ausdriicke (24) bis auf ein in z, auftretendes Vielfaches
AYE
von /,, (—]7‘
. Ve
fir die Scheibe konstanter Dicke uber.
b) £ = 1, linear verdnderliche Scheibendicke / =

1'>, genau in die Kirchhoff'sche Lésung

a—+br. In diesem Falle wird die Gleichung (21) durch
die Substitution
dl b
r:-—%/ a—+br=a(L —1) e | oA (25)
auf die dimensionslose Form gebracht
d%z 1 dz 14 fL m2 o . .
an Tt (m - *ﬁ)z = o mit f =41
+ A2 2 =0
o AL (26)

Dieser Gleichungstypus ist verwandt mit der Bessel-
schen und der hypergeometrischen Gleichung, lasst sich
aber auf keine dieser beiden zuriickfihren, sodass seine
Lésung nur mittelst Reihen darstellbar ist.

Der Ansatz

~

Zi=

j=0 .
Z il + 9/

7=
zeigt, dass eine Losung dieser Form fiir ¢ = 1 moglich ist.
Der Anfangsexponent und das Koeffizientenbildungs-
gesetz folgen dann aus:

pr—m?2=o0
Grallp+j+2) —m] — ¢y [p+ 41 —m —1] +
Cj'f: o

Mit der ersten Wurzel p = - m der determinierenden
Gleichung erhilt man fir das erste allgemeine Integral der
Gleichung (26)

& ! e == ‘)IDI e - 1
G (zm)!o!l —+ (2m + 1)! I!l A
— (=D gy,
TRty ;! Jrbsk 2o i ad inf (27)

wo D; die Determinante der Koeffizienten der ; ersten
Rekurrenzgleichungen ist.

Das der zweiten Wurzel p = — m entsprechende all-
gemeine Integral von (26) ist, da m ganzzihlig ist, in der
analogen Grenzform wie die Zylinderfunktion ¥, () und
die hypergeometrische Funktion G ( ) zu suchen . . (28)

Im Sonderfall & = o (konstante Dicke) reduzieren
sich die Integrale (27), (28) auf einfache Zylinderfunktionen.

1) Ueber die hypergeometrische Funktion F, siche: Riemann-Weber,

Partielle Differentialgleichungen der Mathematischen Physik. Vieweg & Sohn,
Braunschweig.
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In jedem der betrachteten Dickengesetze erhalten wir
aus den beiden allgemeinen Integralen z,, 2z, der ersten
der Gleichungen (13) mit dem positiven Vorzeichen von
22 fiir 6 das vollstindige Integral:

0 = Az (+ 2% r) 4+ Bz (+ 42, ) =
Ay, + L)+ B + 1) . (29)
/; = Summe der geraden, /, = Summe der ungeraden
Glieder von z
I3 = Summe der geraden, /; = Summe der ungeraden
Glieder von z,
A, B = Konstanten
Es ergibt sich das vollstindige Integral ¢ der konjugierten
Gleichungen (13) mit dem negativen Vorzeichen von 12
durch Vertauschung von —- 12 gegen — 22 in (29) zu
0= Cs(— 7))+ D(— 2% r) =
C(Ly — L)+ DIy — L) C, D = Konstanten . (30)

Fihrt man statt der bisherigen die neuen Integra-

tionskonstanten ein

il g, 2=f ¢, ZE2 g, £=2 &,

so entsteht mit Bezug auf (8), (10), (12)
U=—(CL+ GL+ GL + CL)cosmg -
31

V= ;(—Cgll—C1]2—C413~C3]4)c05m97[

Schliesslich wird die Durchbiegung der Scheibenmittel-
fliche an der Stelle (r, ¢) und zur Zeit / gemiss

o L(C 5y 4 Co Iy + Cy Iy + Cy Iy) cos m @ sin (A2ct) (32)

Damit ist die Integration der Hauptgleichung (6) zu
Ende gefiihrt.

Zur vollstindigen Bewaltigung der Aufgabe bleibt
es lbrig, die noch willkiirlichen Integrationskonstanten Cj,
Cs, G5, Ci zu wihlen, zu deren eindeutigen Bestimmung
die vier Randbedingungen der Scheibe geniigen.

Wir setzen voraus, dass die Scheibe an der Ueber-
gangstelle zwischen Scheibe und Nabe als festgehalten
angesehen werden darf. Aussen sei die Scheibe durch
einen ringférmigen Kranz, welcher die Schaufeln tragt,
abgeschlossen.

Sodann lauten die Randbedingungen:

1°) Innenrand, Scheibe eingespannt,
Schwingung {=ofiirr=n
oder:

LG +15LC+1LC+1,C,=o fir » = 7 (33) ()

29) Innenrand, Scheibe eingespannt, Verdrehung der
Schelbenmlttelflache = 6,.-d.h.

Ausschlag der

C ..
5, =0 fiir » = 7

»
oder mit (32):
1 dl 1 dh 1 di 1 dh
e R e P =/ [l —_— =
(1; dr /z‘-' dr [‘) Ci (/I ar K odr [9)C3+
L -dZ 1

(l - — S)Cs —|—(1z el = 1‘*)&—0(34)(“)

h dr —F dr
3%) Aussenrand. Gleichheit des merldlonalen Biegungs-
momentes #/, in der Scheibenendfliche mit dem vom Kranz-
ring durch Normalspannungen auf die Scheibe tibertragenen
Moment.
Fir die Scheibe mit

N 02 3 1 02¢ 1 0¢
R P i dg? r Or
in Polarkoordinaten:
M,
Scheibe l/ﬁrd(phzorém“ =

0L + ( 1
= i ==
ors 4

\ 7t dg?

=—lhardy {7/’3 [

. :
- < ( 7 ) ]

Jar r =ny
Fiar dasRingstiick von d ¢, mit analogen Bezelchnungen

wie far die Scheibe, siehe GL (1) und Abbildung 3
g{l‘]a———M“ag—{— - ([\27({(/7—2Mg smdz—q’ fiic 7 =,
02 0¢

*—urocz'(r]},[ o ((,r)]—f—

g [; 1 l Ve i
Sre0 i gy R, i é»~ r— 21 sl (_E_LL. id
r do r dr 27 10 2

wobei /, = polares Tragheitsmoment des Ringquerschnittes
O = Torsionskonstante des Ringquerschnittes
s = Dicke, / = axiale Lange des Kranzringes.

Wegen (5), ( ), (32) nimmt die dritte Randbedingung

schliesslich die Form
(Funkt L, h) C; + (Funkt. 1o, h) Cy
(Funkt. 7y, /) Cy + (Funkt. Z, 1) C, = o fir » = ry (35) (I11)

49 Aussenrand.

Gleichheit der Schubkraft s, in der Scheibenmantelfliche
mit der vom Kranzring auf die Scheibe tibertragenen Verti-
kalkraft

und zugleich
Gleichheit des Drillungsmomentes X; in der Scheibenmantel-
fliche mit dem vom Kranzring auf die Scheibe durch tan-
gentiale Schubspannungen 7,, fibertragenen Verzerrungs-
moment,

also in Wirklichkeit am Aussenrand zwei Bedingungen,
somit eine Randbedingung tberzihlig.

Die Ueberbestimmung wird nach Love!) aufgehoben
durch Einfahrung an Stelle der zwei wirklichen Iletzten
Bedingungen von einer einzigen, ihrer Gesamtheit statisch
dquivalenten.

1 K, « 0K
(Sl +7g€}p )Scheibe — (Sl +7 Jp )Kranz

Fir die Scheibe mit (1), (5) ante und den polaren

Verzerrungen

02¢ T 02¢ 1-19¢
R Ky — - e
! 0r2) 2 2 ¢ 7 07"
02¢ 2y A glE
w = 2 — ——— e e =
7 C 17)(7' r 7 L0 (/1
(5 t K,
3= Cp )Scheibe

g siu—-fd"’ 3
ad . 1 0k, rdo 2 1 0K
('77 R '7,7' L >+( s
¢

E H (h3A4C) — (1 —,,)( b ol 1 f/u)()/ﬂ}_[_

12 (1 — »?) r dr ) Or

72 acp
1 2 g¢ .~
(r — ) h37 e ((—,r-—~£):| rdo fir r = r,.
Fir das ngstuck von Oeffnung d¢, mit den ana-
logen Gleichungen wie die entsprechenden (3) und (2) fir
die Scheibe: (siehe Abbildung 4)

1 0K,
(S1 + de )Kranz o
Vertikale 14 4 1 02 M,
Trigheitskraft 7 '(’ o dgt

14 (52 rde — L,i (Moment der Trigheitskraft der):‘

rdp —

Biegungsschwingung um o7

~[on(= 5 2 (- B ) —

PR TS| e

Nach Gleichsetzung beider Ausdriicke und mit (32) wird

(VG )GH( )G+ ( )G=0 (36)(V)

Es bestehen somit zur Bestimmung der vier Integra-
tionskonstanten die vier linearen Gleichungen:

D )G+( )G+( )G+( )C=o
@M I)a+( )G+( )G+ ( )Ci=o
My ¢ JGH+( VG NG ( 1)C =8
V) ( J)G+( )G+( )G+ ( )C=o
Da die rechten Seiten simtlicher Gleichungen = o

sind, so konnen dieselben fiir Werte der Unbekannten
= o gleichzeitig bestehen nur wenn die Determinante D
der Koeffizienten verschwindet.

Die Bedingung

D =o . . :

liefert alsdann eine — nur auf dem Wege des Problerens
losbare — transzendente Gleichung zur Bestimmung von
4 und mithin der Schwingungszahl. Durch (33) bis (36)
sind ferner die Konstanten C; ... ... Cy in Abhingigkeit
der Schwingungsamplitude bestimmt.

') Love, Treatise on the Theory of Elasticity. Deutsch von Timpe.

Leipzig, Teubner, 1907. Kapitel XXII (dort mit anderen Bezeichnungen
und anderer Vorzeichenkonvention als hier).
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T A — 1
a=96 \ po19E ‘§I
7 N\ rdp A o RSN
Micahide (Hranzring . : ot &8
L Tragh. é rop =

: /Scheib

e e dar

=Lyt S

- 0P

'S, 7 ranzring: S,

s

“M,+sin dg/2
2
Abb. 3.

Abb. 4.
Zweiler Hauptfall : Die durch einen ebenen Spannungssustand
beanspruchte Scheibe (votierende Scheibe).

Ist die Scheibe ausser den Schwingungsspannungen
zugleich einem ebenen System von gleichmissig verteilten
Spannungen unterworfen, die von den Fliebkraften einer
Drehung o sowie von ruhenden Randspannungen auf Innen-
bezw. Aussenrand herriihren, so lautet nunmehr die Glei-
chung (6) vollstandig:

ARB ATy — (x — ,,>(
sy U 0 7 1 d ou
dx:  ~ dxdy F&?;) T e [TE (h o 7}_) i

) QU ¢ au\ , ¢ AU \:
25 (hon ) + o (bron ) 2 (e 3) | =
MRl (6"
Hierin transformieren wir zunéchst den letzten Klam-
merausdruck links auf Polarkoordinaten » = |x: —+ 2,
@ = arc tg y/x. Durch wiederholte Anwendung der Ueber-
gangsformeln, sowie Beriicksichtigung der Ausdriicke ftir
die polaren Spannungskomponenten oy, (radial, Zug), oy,
(tangential, Zug), 7, ,, (Schub in » und @-Ebenen) des gleich-
missigen ebenen Systems

(s U

dx® dy?

Po) yz

Gy, COS2 @ = Gy, Sin? @ - 7yy, 2 SID @ COS @ = 0y,
Oy, 5IN% @ - 0y, COS? @ — Tyy, 2 8in @ cOS @ = 0y,
1 9 2 o'
(0, — Oy,) SIN @ €OS @ — Tyxy, (cOs? @ — sin? Q) = Tor,

erhalt man pach Umrechnung

el ) U T oU
= (ron ~r)+774(’ ot h ;;)Jr
i 5,(,. /,.,,‘,L’ﬁ') i fhe BRILT T 65/)
Ty ar Tpro r 0o, T '("(pr 7T"r‘727;’7
Wegen der Kreissymmetrie sind 7,,,, = o und h —o
P70 de
und Gleichung (6”) geht somit tber in?):
(i) rU
A (8 Co et e R
Ak 4U) — (+ — ) (S 5
62 (h8) U 2k AU ) TEET d (. ou
dy? (’:1‘?7—07'{(")/ dxdy) u r | Or () hor, (r)+
T G2
" Lt s T —— 14
rhoy,—; ("q:?] #hU (38)

In dieser Gleichung sind die Spannungen o,, und o
als Funktionen der Variablen » einzufiihren, die sich aus
den Formeln fiir die rotierende Scheibe?) ergeben; diese
sind schon im einfachsten Falle der hyperboloidischen
Scheibe verwickelt, so dass mit Gleichung (38) als solcher
praktisch nichts anzufangen ist. Dagegen erlaubt eine
naheliegende Umrechnung sie so umzuformen, dass sich
aus ihrer neuen Gestalt Schlussfolgerungen ziehen lassen.

1) Die einfache Schlussform des letzten Klammerausdruckes links in
(38) wiirde sich unmittelbar ergeben, wenn man die Hauptgleichung (6)
direkt in Polarkoordinaten abgeleitet hatte.

2) Stodola, Dampfturbinen, 5. und 6. Auflage.

Mit Hilfe der Gleichung des Gleichgewichtes der
gleichmiassig verteilten Spannungen und Zentrifugalkrafte
am Ringsektorelement (v = Winkelgeschwindigkeit):

C
== (hro,) — hoy, 4+ nhw?r? = o

kann man in (38) die Tangentialspannung o, in Funktion
der Radialspanoung o, eliminieren. Wegen (8), (10), (12)
und nach Ausrechnung folgt sodann:

ohs) o a3 ¢
hA(A4U) + 2 5% 4U)~+ 2 3y {.—y(d U) +
a2 (hs)y ¢ 23y U 62 (k) U
(' e dxdy Oxdy 3 ('3;“ S0y ) s
. (f”""" ol L 2 T Pl o ) i
dx? oy 0u? “ dxzdy Oxdy

(v — = )wo (39)
wobei zu beachten ist, dass bei wenig veranderlichem o,
der letzte Klammerausdruck links nicht stark von 4 (U)
verschieden ist.
Diese neue Gleichung (39) unterscheidet sich von der
entsprechenden Gleichung (6) fiir die ruhende Scheibe
durch das Hinzutreten des Gliedes

1 c
—(7ho,
g (rhoa)|

wet
auf linker Seite, ferner durch das Erscheinen des Faktors
] w?* m?
A —
o=

Sieht man zunichst von dem zusatzlichen Gliede links
ganz ab, so ist Gleichung (39) formell ganz identisch mit
Gleichung (6), und kann durch genau die selben Funktionen
integriert werden, wobei an Stelle von Afynena dort jetzt

an Stelle von A* auf rechter Seite.

A w? m?
/A rotierend —— ‘7‘_‘
fir die rotierende Scheibe die selben sind wie fir die

ruhende, so ist die, die Schwingungszahl bestimmende
2 2
transzendente Gleichung (37) fur A sticrend — e lent genau

~ zu setzen ist. Da die Randbedingungen

2
¢

Es folgt daraus, dass angenahert

w?m?

die selbe fir 1%, nena-

Atrotierend — = A )*iruhend

ist, oder wegen
J2¢ = 2xf, f = Frequenz der Scheibenschwingung
schliesslich:

/ 3
m= i
/;otierend ;\J: l/_/ 2ruht:nd + P w? . : & (40)

bei m Knotendurchmessern eine Gleichung die von Hahn
und anderen 1) bereits auf anderem Wege abgeleitet wurde.
Es erhellt daraus, dass die Rotation des Laufrades die
Frequenz der Scheibenschwingung erhoht.

Beriicksichtigt man dagegen das zusitzliche Glied

71— % (r h O'o) [ ................ ]

(was allerdings mit grossen Schwierigkeiten verbunden
sein wird), so ist Gleichung (40) nicht mehr genau. Immer-
hin dirfte sie trotz ihrer Unvollkommenheit bei Ueber-
schlagrechnungen brauchbare Dienste leisten.

links in (39) —

Andere Schwingungsformen.

Eine Schwingung mit Schirmform wird gekennzeichnet

durch alle =% , Wurzeln der Gleichung U = o, d. h.

CGL +ClL+ Cl+ Cly =0
bei durch (33) bis (36) vorgeschriebenen C-Werten (Schwin-
gung mit Knotenkreisen). :

Fine erzwungene Schwingung, d. h. durch den perio-
disch wiederkehrenden Dampfstoss bei partieller Beauf-
schlagung unterhaltene, wird dargestellt durch das Aui-
treten eines periodischen Zusatzgliedes in der 4. Rand-
bedingung (Gleichung 36). Hierauf lasst sich die aufge-
driickte Scheibenschwingung vollstindig berechnen.

1) E. Hahn, ,Schweizer. Bauzeituog“, Bd. 87, Nr. 1 (2. Januar 1926),

Seiten 1 bis 4. Détermination des fréquences critiques. C. Delange,  Génie
Civil®, 4 et 11 Juillet 1925, Pages 8 a 12 et 33 a 37. Vibrations des roucs

de turbines & vapeur.
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