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Détermination des fréquences critiques d’une piéce élastique.
Par E. HAHN, Professeur a 'Université de Nancy.

1. Dans un mémoire sur la vitesse critique des arbres
et la formule de Dunkerley, paru dans cette revue en
novembre 1918, j'ai montré comment cette formule pouvait
s'étendre sans difficulté au cas de masses continues et j'al
indiqué en note, qu'il y avait 1a le point de départ d'une
détermination commode de la vitesse critique des arbres.

Un nouvel examen de la question m'a fait constater
que la portée de ma remarque était beaucoup plus géné-
rale et, qu'en suivant la voie indiquée, on arrivait a la
détermination des fréquences critiques d'une piece élastique
vibrant sous l'effet d'une cause quelconque. Clest ce que
je me propose d'établir dans ce travail.

2. Considérons tout d'abord le cas d'une picce telle
que la position d'une masse ¢lémentaire puisse étre définie
a l'aide d'une seule coordonnée x. Ce cas comprend donc
celui des arbres, celui des aubes de turbines et aussi celui
des disques, lorsque par vibration ils affectent la forme
d'une cloche. Le cas plus général d'une déformation avec
diamétres nodaux sera envisagé plus loin.

Soit wi— Y eos Az L E ()
I’¢élongation a un instant quelconque d'un point de masse
dm; cette élongation est comptée a partir de la position
non déformée de la piece. Dans la formule (1), Y désigne

une fonction
Y—f(x) . . « . . . . (2

qui définit la forme affectée par la piece dans sa position
de déformation maximum.

3. Désignons en général par dF la force qui solli-
cite la piéce au point d'abscisse x = s et par ay le coef-
ficient d'influence relatif a la piéce considérée et établi en
tenant compte de la forme et des liaisons de celle-ci. Nous
trouvons immédiatement pour la déformation au point x
I'expression:

si=/
y=\awdF, . . . . .. @

ol les limites expriment que l'intégrale est a ¢tendre a la
piéce entiére.

Si, simultanément, la piéce est sollicitée en s par un
couple élémentaire d C;, 1'expression (3) comporte un terme
de plus que l'on forme aisément en faisant intervenir les
coefficients d'influence y,. relatifs aux couples. Il vient:

s=1 s=4#
1'—\(1\:dF+\,\, N 1)
s=o s=o0

Comme on le verra par la suite, il est nécessaire de con-
sidérer aussi l'inclinaison de la ligne élastique; on peut
former pour celle-ci une expression analogue a (4) en in-
troduisant les coefficients d'influence S, et d,; des forces
et des couples sur linclinaison z de la ligne élastique.
On trouve:

si=14 S=d
=N d Pt \GadC, L < L ()

J'ai indiqué dans le mémoire précité comment les coeffi-

cients 5, 7, 0 se déduisent aisément des coefficients «; il
suffit de rappeler ici les résultats trouvés:
0 oz
/3,\': = 8;
0 ax
Foe T g et - fn s = KB
= 891.-“
Oy hs

4. Supposons, pour commencer, que la piéce consi-
dérée n'est sollicitée par aucune force extérieure. Dans ce
cas, dF; et dC; se réduisent aux forces et aux couples
d'inertie résultant de la vibration. Soit 4/ la masse de
I'unité de longueur au point s et ©, le moment d'inertie
d'une tranche de longueur 1, par rapport a un axe per-
pendiculaire au plan xy et passant par le centre de gra-
vité de cette tranche; nous pouvons écrire les relations:

dF, = — y/" Mds, dC,= — 1" 0Ods . (7)
ott le double accent désigne la dérivée seconde par rap-
port au temps et l'indice s spécifie qu'il s'agit de gran-
deurs relatives au point d'abscisse s. Mais

v = —22Y cos It
donc: dF; = 22 MY cos Atds = 22 Myds . . . (8)
D’autre part,
Oy . 0 (av o
T = 3 ¥ = g ) = g U e R

et par suite:

dC; = 12@ruds's o' . (9)
Si l'on porte les valeurs (8) et (9) dans (4) et (5) on ar-
rive au systeme d’'équations intégrales homogénes:

s=1
= A2 \[axs M,)’s —+ Vxs @Ts] ds
= (10)
7.— A2 \[ﬂleyJ —+ 04 O1ds
que l'on peut mettre aszsi sous la forme:
y = ]2/ S[a; My: + ye: O:)de
: ool i (EB)
7 S[ﬁ -My: + g Ov:) dl
a condition de poser ’
x =&l s = Bl

On montre dans la théorie des équations intégrales
qu'un tel systéme peut étre remplacé par une équation
unique:

D) =1\ K (E 0 D)L (12)
a condition de choisir la fo;ction K de telle maniere que:
K(Eyé—)—:a’::M, pour{ozgzi
R
< £ < 2 (13)
K(§0) = fa M, pour {0 . z %
K(§,0) = 0z 6, pour {:EZEZ
et de poser
D) = y: pour o <~ { <1 s
DL =z pour Fh il i W

5. De méme qu'un systéme de » équations linéaires
et homogénes n'admet des solutions non toutes nulles que
si le déterminant des coefficients des inconnues s'annule,
I'équation (12) ne posséde des solutions différentes de zéro
que si une certaine série entiére D (A2/) du parametre A2/
s'annule pour un certain nombre de valeurs du parameétre.
Fredholm a démontré que cette série est de la forme

D@l =1 — 2 4, 4+ 2D
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