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Détermination des fréquences critiques d'une pièce élastique.
Par E. HAHN, Professeur à l'Université de Nancy.

1. Dans un mémoire sur la vitesse critique des arbres
et la formule de Dunkerley, paru dans cette revue en
novembre 1918, j'ai montré comment cette formule pouvait
s'étendre sans difficulté au cas de masses continues et j'ai
indiqué en note, qu'il y avait là le point de départ d'une
détermination commode de la vitesse critique des arbres.

Un nouvel examen de la question m'a fait constater
que la portée de ma remarque était beaucoup plus générale

et, qu'en suivant la voie indiquée, on arrivait à la
détermination des fréquences critiques d'une pièce élastique
vibrant sous l'effet d'une cause quelconque. C'est ce que
je me propose d'établir dans ce travail.

2. Considérons tout d'abord le cas d'une pièce telle
que la position d'une masse élémentaire puisse être définie
à l'aide d'une seule coordonnée x. Ce cas comprend donc
celui des arbres, celui des aubes de turbines et aussi celui
des disques, lorsque par vibration ils affectent la forme
d'une cloche. Le cas plus général d'une déformation avec
diamètres nodaux sera envisagé plus loin.

Soit y F cos /. / (1)
l'élongation à un instant quelconque d'un point de masse
dm; cette elongation est comptée à partir de la position
non déformée de la pièce. Dans la formule (1), Y désigne
une fonction

Y f{x)
_ _

(2)
qui définit la forme affectée par la pièce dans sa position
de déformation maximum.

3. Désignons en général par dFs la force qui sollicite

la pièce au point d'abscisse x s et par axs le
coefficient d'influence relatif à la pièce considérée et établi en
tenant compte de la forme et des liaisons de celle ci. Nous
trouvons immédiatement pour la déformation au point x
l'expression :

y \axsdFs (3)

où les limites expriment que l'intégrale est à étendre à la
pièce entière.

Si, simultanément, la pièce est sollicitée en s par un
couple élémentaire d Cs, l'expression (3) comporte un terme
de plus que l'on forme aisément en faisant intervenir les
coefficients d'influence yxs relatifs aux couples. Il vient:

y \.axsdFs 4- \yxsdCs (4)

Comme on le verra par la suite, il est nécessaire de
considérer aussi l'inclinaison de la ligne élastique; on peut
former pour celle-ci une expression analogue à (4) en
introduisant les coefficients d'influence ßxs et ôxs des forces
et des couples sur l'inclinaison r de la ligne élastique.
On trouve :

^xsdFs H- \ôxsdCs (5)

J'ai indiqué dans le mémoire précité comment les coefficients

/?, y, ô se déduisent aisément des coefficients a; il
suffit de rappeler ici les résultats trouvés:

ßxs

7xs

ôXs

dx
8 a_vs

ds
9a a.„
dxds

(6)

4. Supposons, pour commencer, que la pièce considérée

n'est sollicitée par aucune force extérieure. Dans ce
cas, d F, et dCs se réduisent aux forces et aux couples
d'inertie résultant de la vibration. Soit M la masse de
l'unité de longueur au point s et 0, le moment d'inertie
d'une tranche de longueur 1, par rapport à un axe
perpendiculaire au plan xy et passant par le centre de gravité

de cette tranche ; nous pouvons écrire les relations :

dF, —yJ'Mds, dCs — xs"0ds (7)
où le double accent désigne la dérivée seconde par
rapport au temps et l'indice 5 spécifie qu'il s'agit de
grandeurs relatives au point d'abscisse s. Mais

y" — 22 Y cos X t
donc: dFs X*MY cos XIds X*Myds (8)
D'autre part,

d1 dv \ 9 „
(JX

— ;.2ir)y „1 -dx ' T

et par suite:
dCs X*@z,ds (9)

Si l'on porte les valeurs (8) et (9) dans (4) et (5) on
arrive au système d'équations intégrales homogènes :

y ?.*\[axsMys 0 ts] ds
S —= o

(to)

(II)

s — o

que l'on peut mettre aussi sous la forme:

y X*l\[o.;:My: m yR 6t:] d;
O

I

t X»l \\ß&Myt -m <% 0rr]dÇ
o

à condition de poser
X f /, s 'Ql.

On montre dans la théorie des équations intégrales
qu'un tel système peut être remplacé par une équation
unique: a

• • (ta)&(Ç) X»l $__(£,£) #(_)-.
à condition de choisir la

/_(£,£) ac:M,

K(t -) Yt.-e,

K(ï, C) kxM,

K{è 0 k:0,
et de poser

<p(f)
<2>C T -

pour

pour

pour

pour

fonction K de telle manière que
o < £ < -
0 < < 1

o<£<-
1 <.t < a

1 < - < a

o<C<i
I < ¦. < a
1 < < 2

(13)

('4)pour o <^ Ç << 1

pour 1 <C C <C a

5. De même qu'un système de n équations linéaires
et homogènes n'admet des solutions non toutes nulles que
si le déterminant des coefficients des inconnues s'annule,
l'équation (12) ne possède des solutions différentes de zéro
que si une certaine série entière Z)(/2/) du paramètre Â2/
s'annule pour un certain nombre de valeurs du paramètre.
Fredholm a démontré que cette série est de la forme

D(jM)

-0
(*¦/) Ai -

(X*7)
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