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Zur Theorie des Warmeiiberganges von Flissigkeiten oder Gasen an feste Wiande.
Von Prof. Dr. A. STODOLA, Ziirich.

Seit Reynolds wird bekanntlich die Analogie zwischen
dem molekularen Impuls- und Warmetransport, wie er
sich in Gasen abspielt, durch Prandtl und v. Kdrman
mit grossem Erfolg auf die Theorie des Warmetberganges
auch in Flissigkeiten, insbesondere bei turbulenter Stro-
mung, angewendet. Dabei handelt es sich in vielen tech-
nischen Problemen nicht um die ,ausgebildete Turbulenz®
sondern um die ,Anlaufstrecken“, wo in der Hauptmasse
eine Potentialstrémung stattfindet, die an der Wand in
die berithmten Grenzschichten Prandtl's iibergeht. Der
Anfang der Grenzschichte weist, wie Burgers!) durch Ver-
suche erwiesen hat, laminare Stromung auf, die spiter in
turbulente {ibergeht unter Beibehaltung eines schmalen
laminaren Streifens an der Wand. Die Theorie v. Kdrmans?)
beruht auf der Annahme, dass die turbulente Strémung
bis an die Wand reicht. Der nachfolgende Beitrag setzt
sich zum Ziel, die Theorie auf den allgemeinen Fall aus-
zudehnen und insbesondere die Reibungswdrme der Tur-
bulenz streng zu beriicksichtigen. Die Arbeiten von Prandtl,
v. Karman, Latzko?®) und Pohlhausen*) werden als bekannt
vorausgesetzt.

Wir beschianken uns auf eine ebene Stromung langs
einer Platte. Es bezeichnen :

G rechtwinklige Koordinaten,
u, v Geschwindigkeits-Komponenten nach x, y,
0,7,¢; Masse und Gewicht der Raumeinheit, spezifische

Wirme bei unverandertem Druck,

i Zahigkeitszahl,

v = u/o Kinematische Zahigkeit,

U Geschwindigkeit der ungestdérten Stréomung,

T durch den Impulsaustausch hervorgerufene (inner-
halb der Fliissigkeit scheinbare) Schubspannung,
d. h. Reibung in Richtung von #, fir die Flachen-
einheit,
die Dicke der Grenzschichte im Abstand x,
die von der Wandtemperatur als Nullpunkt aus
gerechnete Temperatur im Abstand y,
die Temperatur im Abstand y = 4,
die durch Leitung pro Flichen- und Zeiteinheit
hindurchgehende Wirme.

Massystem: technisch, m kg sek.

RGN

Die Differentialgleichung v. Kdarmans fiar die Grenz-
schichtdicke
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1) Siehe die Dissertation: Measurements of the velocity Distribution
in the boundary layer along a plane surface, von B, G. van der Hegge
Zijnen, Delft 1924.

%) ,Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik® 1921.

8) Wirmeiibergang aus einem turbulenten Fliissigkeits- oder Gas-
strom; ,Zeitschrift fir angewandte Mathematik und Mechanik“, 1921,

4) Zur nadherungsweisen Integration der Differential-Gleichung der
laminaren Grenzschicht, | Zeitschrift fir angewandte Mathematik u, Mechanik*,
1921.

Es ist nimlich das erste Glied in (1) die Zunahme
des Impulses in dem durch A und dx zur Zeit / bestimm-
ten Rauminhalt, der im Sinne des Impulssatzes bei der
Ableitung nach ¢t als unveranderlich anzusehen ist. Da
aber die Grenze A4 die Zeit mit enthilt, nach der man in
jener Schreibweise auch differenzieren miisste, ist es not-

4

wendig, entweder / [0 (o w)/dt] dy zu schreiben, oder, fir

die Ausrechnung welt bequemer, die Form (1a) zu beniitzen.
Wir beschdnken uns auf das sogen. 1/;-Gesetz, d. h. wir
nehmen als durch den Versuch erwiesen an, dass in der
Grenzschichte, mit Ausnahme unmittelbarer Wandnihe das

Gesetz
u:U(’Z’)”’ s

gilt. Dann ergibt sich fir die stationdre Stromung langs
der Plaite durch Integration von (ra) mit 0p/0x = o und
fir y = o

T, = Yo U?(UL_/])IH mit y = 0,0225 . . . (3)
die Schichtendicke

s \1ls
A=0,37o(ﬁ) VoAb y B s 0

wie man bei v. Karman nachlesen kann.

Wir leiten nun zunichst eine Formel fir den Wert
der Schubspannung im beliebigen Abstand y ab aus den
strengen hydrodynamischen Gleichungen (bei o = konst.)

Ou Ou 1 ar
” o —+o e SRS ()
u ()_1/ o 6
e —+ % =o0 , Lt .. . (6)
Die letzte Gleichung liefert niit Riicksicht auf obige

Gleichung (2)

o= — [ gy 2y, A

0x 4 4 10 x

was mit Beniitzung von (4) in (5) eingesetzt und mit der
Grenzbedingung v = o fiir y = 4 auf

r:ro[x—(i,—’)”] )

fihrt. Den Uebergang zur Wirmeleitung vermittelt die
,, Warmegleichung, die auf 1 m3 bezogen
d(]len_'_ dq,e,b-:}’di—Adﬁ 5 o i (9
lautet, wo 7 den Wirmeinhalt (bei Gasen = ¢, ¢ - konst.)
bedeutet und wo man lings der Platte dp = o setzen kann.
Innerhalb des turbulenten Gebietes ist nach v. Kdrmdn
die Leitungswiarme senkrecht zur Platte
Y (89/6)
Jleit = ?C; T CEIED) (10)
Die Leltung in Richtung der Plattenlinge vernach-
lassigen wir, da sie erheblich kleinern Temperaturgefallen
entspricht und hier nur das Wesentliche der Erscheinung
hervorgehoben werden soll.
Mit Riicksicht auf die Gleichungen (2), (3), (4) ist

(lesmies (5)-2552[—()](E) @
Als Reibungswirme erhilt man fir die Raumeinheit,

indem man nur die Spannung ¢ in Betracht zieht, d. h.
von der Stirnreibung absieht:

Qreit = @
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Ou - 1 schrinken wir uns auf den Fall relativ kleiner Endschichi-
eib = == A —— S . : .
Greip = A 7 ay (m‘ 2 427> (x2) dicken = A, so lautet die Bedingung:

Hiernach lautet die Wairmegleichung, da 47 die
,substantielle“ Aenderung von i bedeutet, bei unverdn-
derlichen y, ¢,

B¢ . , Ou DY 99 99
Ty*l*tl'f?j;:;’(:/, Y [U(‘)x—*_v"f)?‘ (13)
Wir fithren die Verdnderliche
7= J—j, N G )
ein, und wihlen als Ansatz fir ¢
$=f(,x) . . - - . . (15)

wobei, wie zu erwarten, die hauptsichliche Abhingigkeit
des ¥ von x im A, das in 5 vorkommt, zum Ausdruck
gelangt. Wir_ erlauben uns daher angenidhert

8% L 0r e pdd
dx Oy 0x 4 4
Jor 0809 gt
dy  dn 0y 4
zu schreiben, so dass Gl. (13) in
flaff =0 . . . . = (16]

tibergeht, mit
t ]9 ] 4 87
fi=—| g+ Lye Uy ]
¢ |07y 10 X
AUty = )
fg—- 49 1y &)
Vernachlissigen wir die Reibungswarme, was der

Annahme f, = o entspricht, so stellt sich heraus, dass die
Funktion '

die GI. (16) befriedigt. Die Aehnlichkeit der Losungen fiir
# und ) wurde von Latzko a.a.O. hervorgehoben, jedoch
unter Stitzung auf Gleichungen, die nur fiar laminare
Strémung streng giiltig sind.

Die Einfachheit obiger Losung deutet auch auf eine
einfache Gestalt der Funktion f, fir die man in der Tat
schliesslich die Form

a:ewze)(%)'” L)

fl = — o s e o W (19)

11
erhalt. Gleichung (16) liefert dann allgemein nach be-
kannten Verfahren integriert

A4 02
d=flg)=— S w70l 4 . (20)

Wir betrachten vorlaufig eine bis an die Wand rei-
chende #urbulente Schichte. Die Konstanten von (20) bestim-
men sich dann aus der Bedingung

9 =o fir y =0 zu 6 =o,
und 9 = 0 fir n =1 zu 76 = O+ AU?2g¢,
Fihren wir
j2

Oy A " (21)
als diejenige Temperatursteigerung ein, die bei adiaba-
tischer Selbstverdichtung des mit U/ Anfangsgeschwindigkeit
stromenden Gases entspricht, so wird Gleichung (20)

0= Oyl + Oyl —m27) . . . . (22)
Die an die Wand iibergehende Wirme bestimmt sich
nach (ro) fiir y = o zu

qoz%(@+@ad) L. .. (23)

Diese wichtige Gleichimg lasst erkennen, dass der
Wérmeiibergang durch die Eigenreibung, die in 6,; zum
Ausdruck kommt, erheblich beeinflusst wird, sobald es sich
um grosse Stromungsgeschwindighkeiten und kleine Tempe-
raturunterschiede zwischen Wand und Gas handelt.

Einfluss der laminaren ,Endschichie*. Die ,End“-
schichte, wie wir den zwischen der Wand und der turbu-
lenten Schichte bestehenden Ilaminaren Anteil nennen
wollen, ist in ihrer Dicke durch die Forderung bestimmt,
dass an der Grenzfliche die laminar berechnete Reibung
mit der turbulenten Reibung tbereinstimmen muss. Be-

Tiam — Z‘l =175 (I = (#)917) = 2
Hieraus folgt mit (2) und (3)
4, I y 7/8
M = —jl = 7177? (—(’.J ) GRS (24)

Innerhalb der Endschichte dirfen wir « als geradlinig
voraussetzen, somit

/ ) 4 \3!

u = din — —7;(67 n=pU ( L’;{,)“;; s i(=25)

schreiben. Die Leitungs- und Reibungs-Warmen sind

00 vy 0O
Qleiv = A “Tar = /03 o o
Greis — AT ((_)u =A1L(£)2:__AL”' 2 ] (2%}
i Dy T\ 0y gl 42

Darin bedeutet ¢ eine Berichtigungsgrésse, die far Gase
von der Groéssenordnung 1, fiir Flissigkeiten etwa = 1

bis 1000 ist.

Die Quergeschwindigkeit v rechnen wir wieder aus
der Kontinuititsgleichung. Die Temperatur setzen wir, so-
weit es sich um die Ableitung 94/ 0x handelt, als gerad-
linig voraus, sodass sich die anderwirts im Einzelnen auf-
zuzihlenden Naherungen

DYy 32 du OF
d¢  1ox _8-7]__ on
ergibt. Dann lautet die der Form nach mit (13) gleiche
Warmegleichung:
A fe=0. . . . . (27)
mit _ od*y? TR
So= 1ovx \ 07 l
Ag Du \2
fimgilooy g, e

0w U4 3l4l
ar 4U( v )
Sonderfall f, = o, verschwindend kleine Reibungs-
warme, Da wir 7, als sehr klein voraussetzten, wird auch
/i, da es 7? enthilt, klein, und man kann in erster Nahe-
rung f, = o somit, nach (27), f” = o setzen, woraus sich
im laminaren Gebiet
91 = f(n) = brn +bs
und mit Ricksicht auf # = o fiir = o, by = o somit
‘ Gri== b A E R (2 0)
ergibt. Im turbulenten Gebiet gilt wieder das Integral (20)
mit 4 = o, d. h.
Sr=76an7+c . . . . . (30
Lassen wir diese Losungen bei #; vorldufig unmittel-
bar aneinander stossen, so sind die Grenzbedingungen
far 9y =n; 9, = Oy oder by mu= 760 4 co
firnp=1 dy= O oder 7¢ + ¢ = 0O } (31)
Ausserdem muss die Warmemenge die bei 5 = #; aus dem
turbulenten Teil heriiberstromt, identisch sein mit der durch
den laminaren Teil aufgenommenen, d. h. es ist nach (10)
und (26)

c Y
Tys 25 76 = ufJ B n— g e (3 )

Nach Bestimmung von &, ¢; ¢z aus (31) (32) ergibt sich
fiir die von der Wand aufgenommene Warme, wenn wir
die Bezeichnungen

7 v 1/4
b = P& ve ( T ) s (33)
N 1 — 7 g ( v \1/8
A T — 7711[7 + wi/o ¢ od ) K i . (34)
einfihren, der Ausdruck
{turb
' = G S T ()

Es stellt sich nun die merkwirdige Tatsache heraus,
dass, solange ¢ von der Einheit wenig abweicht, auch N
der Einheit nahekommt. Bei Gasen beeinflusst daher der
laminare Schichteniibergang zur Wand die abgegebene
Wermemenge nur in unwesentlicher Weise. Bei Flissigkeiten
macht sich die Grosse ¢ im Nenner entscheidend geltend
und sefst die iibergehende Wirme stark herab.
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