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Tangenten- und Kriimmungskreis-Konstruktionen bei ebenen Kurven
auf Grund ihrer vektoriellen Gleichung.')

Von Dr. W. MICHAEL,

In der Elektrotechnik wird bekanntlich die Gleichung
der sogenannten ,Ortskurven* oft in der vektoriellen Form
V=Fuw) . . .. (1)
gegeben?), worin V den die Kurve beschrelbendcn Vektor
bedeutet, der eine komplexe Funktion 7 des reellen Para-
meters v ist. » kann alle Werte von — bis -+
annehmen. Eine solche Gleichung kann far jede algebraische
oder transzendente Kurve aufgestellt werden. Diese Art
der Darstellung einer Kurve hat bis jetzt bei den Mathe-
matikern noch wenig Beachtung gefunden, obwohl sie auch
als Sonderfall einer konformen Abbildung aufgefasst
werden kann. Im folgenden soll gezeigt werden, wie man
mit Hilfe der Gleichung (1) das Problem der Tangente
und der Kriimmung einer Kurve behandeln kann. Einige
Beispiele, die zu einfachen Lésungen fithren, sollen die
Brauchbarkeit der Methode illustrieren.

1. In Abbildung 1 sei C eine Kurve, die durch (1)
gegeben ist. Wir betrachten zwei Punkte 2, und 2, mit
den zugehérigen Vektoren /7 und V,. Die Sekante
Py Py = AV ist gleich der Dzﬂmem der Vektoren, denn,
wie die Abbildung 1 zeigt, ist:

AV =V,+(—W")=V,—V,.
Lassen wir £, immer nZher gegen P, riicken, so geht die
Sekante AV in das Bogenelement & tiber, dessen Richtung
mit derjenigen der Tangente in /7, ubereinstimmt. Wir
finden nun V7 durch Differentiation der Gleichung (1)

=D gy va . ... (2

Den Differentialvektor dV konnen wir nicht kon-
struieren; uns interessiert jedoch nur seine Richtung.
Diese ist gegeben durch den Vektor V'= dV//dv, der im
allgemeinen einen endlichen Betrag hat und parallel zu
dV ist, weil dv eine reelle Grosse ist, die daher auf die
Richtung keinen Einfluss hat. Wir haben somit den Satz:

o
Ay
/ Abb. 1 o Abb. 2
Die erste Ableitung des Kurvenvektors nach dem Para-
meter lieferl einen wneuen Vektor, der die Richtung der

Tangente hat. (Tangentenvektor). . . o e o ()
Damit ist die Aufgabe der vektorlellen Bestlmmung der
Tangente in einem Punkte einer Kurve allgemein geldst.
2. Betrachten wir in Abbildung 2 zwei Punkte der
Kurve C, P, und P,, die sehr nahe gedacht sein sollen.
Wir denken uns ferner die ,Tangentenvektoren“ 7" und
Vy in P, und P, bestimmt, ferner die Normalen in letzteren
) Wenn wir diesem, in der Mathemat. Vereinigung Bern gehaltenen,
an der Grenze unseres Arbeitsgebietes liegenden Vortrag Aufnahme ge-
withten, so geschieht es, weil er gleichsam eine Weiterentwicklung der
Arbeit unseres zu friih verstorbenen Kollegen Otto Bloch iiber Bestimmung
der Ortskurven darstellt, einer Arbeit, deren Erscheinen in der <S.B. Z.»> im
November 1916 berechtigtes Aufsehen der Fachkreise erregt hatte. Red.
2) Vergleiche zum Beispiel: Dr. O. Bloch, Die Ortskurven der
graphischen Wechselstromtechnik, Verlag von Rascher & Cie. in Ziirich, 1917.

techn. Experte, Bern.

Diese schneiden sich im Grenzfalle im Kriim-
mungsmittelpunkt X, und die Strecke P} K = ¢ ist gleich
dem Kriimmungsradius; de ist der Kontingenzwinkel. Wir
bezeichnen ferner mit |d/7| den absoluten Wert oder den

Betrag von 47/, analog die Betrige der anderen Vektoren.

Aus Abb. 2 folgt: av
us 2 alg o="" N )

Um de zu bestimmen, denken wir uns in Abbildung 3

gezogen.

die Vektoren V" und V,” von einem Ursprung O’ aus
aufgezeichnet; sie bilden wiederum den Winkel de mit-
einander. Wir denken uns ferner ihr Dif-
ferential gezeichnet:
av'=vy, —r/
den wir aus der Glelchung
LRSS G
av av=

berechnen koénnen. Die Projektion von

dV' auf die Normale zu V' sei mit 4V,

bezeichnet. Sie ist auch gleich der Pro-

jektion von V” auf die Normale zu V', die wir mit 7" be-
zeichnen, multipliziert mit v, das heisst also:

[(I[/,,, = ‘/n” dv a . < (4)

Im Grenzfalle geht /7, in V}" tiber und wir koénnen

Abb.3

setzen: I7,) = I"}'=7V". Aus Abbildung 3 folgt nun ferner:
:zﬂ’;,’
="
und somit auch:
av| i
e = Taz | 4 (5)
Setzt man aus (2) den Wert fir |@/| und aus (4)
den fiir AV,'| ein, so findet man schliesslich:
‘I,r’li’_‘
0= {5 T T (6)

Die Brauchbarkeit dieser Formel beruht darauf, dass
man sowohl 7’ als /" aus der Gl. (1) leicht bestimmen kann;
man hat dazu nur (1) zweimal zu diffe-
A rentiieren. 77,” ist dann geometrisch
' ohne weiteres bestimmbar.

Aus GI. (6) lasst sich ablesen:

Der Betrag des Tangentenvektors V'
ist gleich der mittleren Proportionalen
aus dem Krzfimmzmgsmdius o und der
Strecke V" | .. (1)

Dieser Satz fihrt zu folgender Regel
far die Konstruktion von o in einem
Punkte 7 der Kurve C (Abb. 4):

Man  bestimmt aus Gleichung (1) V' und V", zicht
die Normale tn P zu V' wund szeichnet V) ; macht die
Strecke PO auf der Novmale in P gleich — V) ; verbindet
QO mit R und errichtet die Senkrechte in R su QR sie
schneidet die Normale im Punkte K, dem gesuchten Kriim-
mungsmittelpunkt ) o (111)

1) Die Sitze (I) und (II) fithren sofort auf zwei bekannte kinema-
tische Sidtze, wenn man den Parameter » als Zeit auffasst. Die Gleichung
(1) ist dann der analytische Ausdruck fiir eine bestimmte Bewegung eines
Punktes in der Ebene. /7 ist die Geschwindigkeit, 77’ die totale, V%' die
normale Beschleunigung des Punktes,

Bekanntlich stiitzt sich die Toricelli-Robervai’sche Methode der
Tangentenbestimmung auf der nunmehr auch aus Satz (I) folgenden Tat-
sache, dass die Geschwindigkeit mit der Tangente gleichgerichtet ist. Die
genannte Methode findet gewissermassen im Satz (1) ibre patiirliche, das
heisst rein geometrische Begriindung, wihrend die aus Satz (II) abgeleitete
Regel (III) gleichsam als ihre ,Erweiterung* angesehen werden kénnte.
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