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Beitrag zur Theorie der Torsionsfestigkeit zylindrischer Hohlwellen mit variabler Wandstérke.
Von Dipl.-Ing. W JANICKI, Ziirich-Baden, gew. Assistent fiir technische Mechamk an der E. T H.

Abb.1

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich in erster An-
niherung mit der Aufgabe der Torsionsbeanspruchung einer
zylindrischen Hohlwelle von einseitig ellipsenringformigem
Querschnitt (Mittelpunkte der beiden Grenzellipsen exzen-
trisch gelegen, Abbildung 1), nach dem Verfahren des hydro-
dynamischen Analogons von Thomson und Tait!) unter
Beniitzung des Stokeschen Satzes in der Fassung, wie sie
von Bredt?) zum ersten Male aufgestellt worden ist. Es
handelt sich dempnach um das Problem, eine zwischen den
beiden Grenzkurven des Querschnittes verlaufende zwei-
dimensionale Flassigkeitstrémung zu ermitteln, deren Wirbel-
stirke (Zirkulation) in jedem Fliachenelement anndhernd
konstant ist, was sich bei Uebertragung auf das Torsions-
problem durch die Bedingung

frds =26 ¢S w o < o« (X)
ausdriickt. Dabei bedeutet frds das leemntegral der
Schubspannung 7 lings einer beliebig herausgegriffenen,
vollstandig in sich selbst geschlossenen Kurve, die im
Innern des ins Auge gefassten Querschnittes verlauft, in
dem die Schubspannung v wirkt, S den Flicheninbalt des
von der Kurve begrenzten Teiles des Querschnittes, G den
Schubmodul des Materials und  den Torsionswinkel, be-
zogen auf die Lingeneinheit der verdrehten Welle.

Unsere Entwicklungen stiitzen sich auf vier Annabmen:

1. Alle Stromungslinien seien angendihert Ellipsen,
was fir die beiden Grenzkurven genau zutrifft (sieche Ab-
bildung 1, Zwischenellipse a).

2. Das Axenverhiltnis 1 = g : /& einer beliebigen
Zwischenellipse verandere sich derart /inear, in Abbiangig-
keit eines willkiirlichen Parameters a, dass sich fir die
beiden Umfangsellipsen, wie erforderlich, die Werte 1, =
a,: b, und Az = a,: by ergeben, was sich durch den An-
satz ausdriickt:

A= lg -+ na [e=4—12; 0<a<1] . . (2)

3. Die Exzentrizitit # der Zwischenellipse « variiere
beim Uebergang von einer Stromlinie zur benachbarten
proportional mit dem urspriinglichen Mittelpunktsabstand e,
genfige also der Beziehung

#"=ca [e<aL1] . . . (3

4. Um die Gestalt der Zwischenellipse cmr/e-ultg fest-
zulegen, sei vorausgesetzt, dass die jeweilige Exzentrizitiat u
und die Breite w an der engsten Stelle (siche Abbildung 1)

') //wm.mn und 7Zait: Handbuch der theoretischen Physik, deutsch
von Helmholtz und Wertheim, Braunschweig 1874, 1. Band, 2. Teil, Seite 228"

%) K. Bredt: Kritische Bemerkungen zur
LZV.D. LY Jahrgang 1896, Seite 785
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Abb 2

in einem konstanten Verhiltnis zueinander stehen, das
durch den Wert dieses Verhiltnisses fiir die Ausgangs-
grossen /[= 0, — by —¢] und e (Abbildung 1) bestimmt
ist; es sei also der Ansatz gemacht:

w:u=1:¢, also

<a<i]y. . . . (4)

Mit diesen Annahmen folgt aus der Abbildung 1 far
die Halbaxen g und % der Zwischenellipse (a)
h=1by +u—+4w==0b,+(+1a
g=xh =1 [by + (e + 1) a]} : (5)
und fir jene der unendlich benachbarten Zwischenellipse
(a -+~ da) (sieche Abbildung 2):
W =h-+du-+dw=h-+ (¢4 1) da 6.
gE == A—4dl)=[n + (e + t)y da] (A + u ({u)} )
Um nun die Kontinuitdtsgleichung der w1rbellreien,
viskositdtslosen, inkompressiblen Fliissigkeit aufstellen zu
kdnnen, derer wir fir die Durchfibrung des bhydro-dyna-
mischen Analogons unseres Torsionsproblems bediirfen,
missen wir die Weite dg des in Abbildung 2 dargestellten
Stromfadens an einer beliebigen Stelle (¢) bestimmen. Nach
den bekannten Methoden der analytischen Geometrie findet
man dafiir unter Vernachldssigung unendlich kleiner Grossen
zweiter und hoherer Ordmmg den Ausdruck:
(fq _ [e(v — cos ¢) - (]/ 4 e sin sin? p 5 . - (7)

sin q‘\/l 4 Afcigt o
Die an der Stelle ¢ = o, also im engsten Querschnitt

des Stromfadens iibertragene muittlere Schubspannung sei
mit 7,, die an einer beliebigen Stelle ¢ auftretende mit
bezeichnet. Dann lautet die Kontinuititsgleichung:

1, dw = tdg . (8)
und hieraus ergibt sich das Lmlenlntcgral J der Schub-
spannung 7 lings der Stromlinie (a):

w=""t—=1tla [o
[ 4

% Ks sei noch hervorgehoben, dass unter Verzicht auf die Uelcr-
einstimmung der drei Proportionalititsfaktoren o in den Formeln (2), (3),
(4) und die lineare Abhingigkeit der Gréssen 4, #, w von diesen Para-
matern sich allgemeinere Ansiitze fiir die Veriinderlichkeit dieser drei Grossen
in Fuonktion dreier willkiirlicher Parameter aufstellen lassen, die dann zu
ciner belichig weit getriebenen Steigerung der Genauigkeit des hier ver-
wendeten Naherungsverfahrens beniitzt werden kionnen. Eine andere Mog-
lichkeit zur Aufstellung brauchbarer Niherungsformeln liefert das bekannte
Ritzsche Verfahren, Wenn man die Rechenarbeit nicht scheut, kann man
fiie die sogenannte Airysche Spannungsfunktion / einen moglichat einfachen
Ansatz mit cinigen verfligharen Freiwerten aufstellen, der nur den Grensz-
bedingungen an beiden Rindern zu geniigen hat, hierauf die Forminde-
rungsarbeit berechnen und dann die disponiblen Konstanten aus der Be-
dingung bestimmen, dass die Deformationsarbeit ein Minimum sein muss
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