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SCHWEIZERISCHE BAUZEITUNG I

INHALT: Zur Festigkeitsberechnung von Hochdruck-Kesseltrommeln. — Ueber
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den Aufbau und Charakter der Kosten von Eisenbahnbetrieben. — Die neue Synagoge in der Schweiz. Eidgenossische Techvische Hochschule. Eine Staumauer von 220 m
an der Freigutstrasse in Ziirich (mit Tafeln 1 und 2). — Zur Reorganisation der Eidgen. Hiohe. — Konkurrenzen: Reconstruction de la Mosquée d’Amrou au Caire. — Literatur.
Materialpriifungsanstalt an der E. T. H. in Ziirich. — Les Lacs, leur mode de forma- — Vereiusnachrichten: Gesellschaft Ehemaliger Studierender der E. T.H. S.T.S.
tion, leurs eaux, leur destin. — Nekrologie: Friedrich Wehrli. — Miscellanea: Wasser-

Band 886. Nachdruck von Text oder Abbildungen ist nur mit Zustimmung der Redaktion und nur mit genauer Quellenangabe gestattet. Nr. 1

Zur Festigkeitsberechnung von Hochdruck-Kesseltrommeln.
Von Prof. Dr. E. MEISSNER, Zollikon bei Ziirich.

In jingster Zeit werden durch die Firma Krupp u. a.
nahtlos geschmiedete Hochdruck-Kesseltrommeln aus Fluss-
eisen und Nickelstahl ausgefiihrt, die betrichtlichen Innen-
drucken (bis 120 kg/cm) und Temperaturen bis tber 400° C.
ausgesetzt sind. Sie bestehen aus einem zylindrischen Teil,
der an beiden Enden durch Halbkugelschalen abgeschlossen
ist. Fir ihre Berechnung fehlt es einstweilen an einer
sichern Grundlage !). Der nachstehende Aufsatz sucht dazu
einen Beitrag zu liefern. Er behandelt die elastische Auf-
gabe zunichst unter Annahme konstanter Wandstérke, kon-
stanter Temperatur und undurchlochter Halbkugeln. Dabei
zeigt es sich, dass zwar grundsitzlich die von mir entwik-
kelte?) Theorie der elastischen Kugelschale herangezogen
werden muss, dass sich aber eine durch sie kontrollierbare
Niherungslésung verhiltnismissig einfach angeben lasst,
die auch fiir noch recht dicke Schalen genau genug ist.
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1. Die Annahmen der Schalentheorie iiber die Spannungs-
verteilung.

Eine Schale von der Form einer Rotationsfliche mit
rotationssymmetrischer Belastung sei gegeben. Ihre kon-
stante Wandstédrke sei // = 2A. In Abbildung 1 sei P ein
Punkt im Abstand O P = z von der Schalenmittelfliche
(# positiv nach innen gemessen), o,, bezw. 0., seien die
Normalspannungen auf ein Element, das normal zum Meri-
dian bezw. Breitenkreis liegt, ¢;; und &,; seien die zuge-
horigen Dehnungen. Fiir die Normalspannung wird lineare
Verteilung iiber die Schalendicke vorausgesetzt

021 = 6oy + 11 2 00 =002 +4Aaz . . (1)
Es bestehen im Normalschnitt zum Meridian auch Schub-
spannungen 7 in der z-Richtung.

Wir fassen zweckmissig die Spannungen, die auf ein
Stiick der Lange 1 langs eines Breitenkreises bezw. Meridians
wirken, zu resultierenden Kriften und Momenten zusammen.
Es ergeben sich die resultierenden Normalkrafte (Abb. 2)

+ 4
Tl——“‘rﬂzl'[’dz:“lo'zh Ty = o0 -2 h
-k

und die Biegungsmomente pro Lingeneinheit
-4 .l,
G,:Jazl-z' 1.des =X
—_k
sowie eine resultierende Schubkraft &, im Normalschnitt
zum Meridian; fiir den Normalschnitt zum Breitenkreis ist
sie aus Symmetriegriinden null. Umgekehrt ist die mittlere
Normalspannung

2 /.3 s 2 /I.'l
3 Gr =1 - 3

73 7,
SO (O N L (2)
die Biegungspannung der Aussersten Faser
3 6, 3G,
/3 Ry y Oha = —a 3= gt A (3)
und somit die extremale Normalspannung
7} 3G ¢ 7y 4 3G,
fi-di sy bew. TP L - ()

'7)7 Ich verdanke den Hinweis auf das Problem dem Oberingenicur
des Schweizer. Vereins von Dampfkesselbesitzern, Herrn Z. Hihn,
?) Physikalische Zeitschrift, 14, Jahrgang, 1913, Scite 343 bis 349.

2. Die Formeln fir die Zylinderschale.

Wir werden es im folgenden vor allem mit einer
Zylinderschale zu tun haben. Sie habe den Halbmesser a.
Es sei x die Koordinate gemessen lings einer Erzeugenden.
Die Ableitungen nach x werden durch Akzente bezeichnet.

Seien #(x), w (x) dieVerschiebungen eines Punktes O (x)
der Mittelflache (Abbildung 1) in der Richtung der Erzeu-
genden und normal zur Fliche in der - z-Richtung bei
der Deformation. Alsdann gibt das Hooke'sche Gesetz in
Verbindung mit der Annahme, dass Flachennormalen ge-
rade und normal bleiben'), die folgenden Beziehungen
zwischen den Spannungen und den Verschiebungen:

2FEh ’ w \ . 2Eh w ¢
T,:l—_—v?(u—r a),T2=ﬁ(—T+uu). (5)
Gi= — Duw" Gy = —vDuw"’
Hierbei ist £ der Zugmodul,
To o T, die reziproke Poisson'sche
R RER Zahl, und D, die sogenannte
F——f— —— ) Schalensteifigkeit, ist ge-
w LLI1LLIL41] 5 geben durch
BT e 2 ERs

Beschrianken wir uns auf den Fall, dass die Belastung
aus einem konstanten Innendruck p besteht, so ergeben
die Gleichgewichts-Bedingungen fiir ein Schalenelement

Ty=konst=Tyo; N, = G,'=—Du"; 2 + N/—p=o0 (7)
Man findet daraus
1 v (v T 3(t—79
w —l—4l4ttv:7( ! —/))

mit A4 = -

2 747:/‘2 (8)
oder indem man & = Jx einfihrt und Ableitungen nach &
mit Punkten bezeichnet:

= 2 a? VAT 1id )
we - qw = 5 ?

a

Diese Gleichung hat die spezielle Losung

i at vTio )
W= 2Er ( a P
und ihre allgemeine Losung lautet
w = w, } a, e cos &} agef sin & -

&)

(9)

ey A (10)
—~+age “cosé+4aecsing
oder anders geschrieben
w = w, -+ b, ch (&) cos & + by sh (&) sin & + (10))

- bg ch (&) sin & + b, sh (&) cos &
Die Losung w. gehdrt zu dem in Abbildung 3 skiz-
zierten Belastungsfall: Innendruck p und Axialzug 7y, an

den sonst freien Ridndern. Das Glied — 2”-1"2-" gibt die Aus-

weitung des Zylinderhalbmessers durch den Druck und
berechnet sich auch leicht aus der sogenannten Kesselfor-

Das Glied v stellt die radiale Kontraktion dar,

die sich wegen des Axialzuges 7, einstellt. Der Zylinder
bleibt bei dieser Deformation Kreiszylinder. Nur der Radius
geht von a nach a — w,.

Im allgemeinen werden an den Zylinderrindern an-
dere Bedingungen als diese herrschen. Zu w. treten dann
die in (10) gegebenen verdnderlichen Glieder. Die Zylinder-
Erzeugende geht iiber in eine Kurve, die nach (ro) die
Form einer geddmpften Schwingungskurve hat. Die Berg-

valy
mel. el 1]

1) Die Theorie der elastischen Schalen ist entwickelt von A. 2 /7,
Love: Elasticity (1906).
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bezw. Talbreite einer Schwingung ist dabei, dem Wert ; 2
= n entsprechend, gegeben durch \ei\\ 1-"—2%,0—”
AN 2
S \?\\\ I: W;Gy

4 A
et T h / 774
*—L_T—“VT”l = (ED)
In den mir vorliegenden Fillen ausgefiihrter Trommeln
e : Tk : :
variiert — von !/, bis ’/49,] —Z—also von 1/, bis 1/;. Nimmt

man etwa » = 0,3, so folgt, dass L/a zwischen o,5 und
0,85 liegt. Die Wellenldnge L ist also fiir normale Schalen
nur ein Bruchteil des Zylinderhalbmessers, und zwar ein
umso kleinerer, je diinner die Schale ist. Nach (10) klingt
w vom Schalenrand nach Innen rasch ab. Eine Wellen-
lange Z vom Rand entfernt ist z. B. das Glied ¢—¢ cos &
vom Wert 1 schon auf den Wert e~ — — 0,043 gesunken.
Analoges gilt fir «.

Die am Rand angreifenden Krifte haben also auf die
Zylinderteile, die um mehr als den Halbmesser von ihm
entfernt liegen, praktisch keinen Einfluss mehr. Ein schmales
Gebiet lings des Randes nimmt die Randkrifte auf; es ist
umso schmdler, je diinner die Schale ist.

Bei den erwihnten ausgefiihrten Trommeln ist die
Zylinderlange stets ein Vielfaches des Halbmessers. Man
kann sich daher die Rechnungen abkiirzen, indem man
bei der Untersuchung der von den Randkriften herriih-
renden zusitzlichen Spannungen, den Zylinder nach der
einen Seite unendlich lang annimmt, da er ja ohnehin
weiter innen {berhaupt nicht beansprucht wird. Verlegt
man den Schalenrand nach & = x = o, so hat man dann
in (10) @, = a; = o zu setzen.

Ein besonderes Beispiel, das nachher gebraucht wird,
soll niher ausgefiihrt werden.

3. Die am Rand durch Radialkrifte beanspruchte
Zylinderschale.
Der Zylinderrand sei frei und werde durch nach
aussen gerichtete, gleichférmig tber den Umfang verteilte
Schubkrifte N,o kg/cm beansprucht (Abbildung 4). Wir

O

Rt
R-ma'p

%

Abb.4

Abb.6

konnen hier von Innendruck und Axialzug absehen, da

wir diesen Fall durch Ueberlagern der Teillssungen nach-

traglich leicht behandeln konnen. Nach (10) ist
w=aze *cos &4 a e ¢sin &

w =lw = Ale ¢ [(— ay + a;) cos & — (az -+ ay) sin &

w' =Bw =2 %[— a, cos & + ag sin &] (12)
w"' = 3w =21%¢"¢[(as + a,)cos& -} (—as+ ay)siné]
Fiar £=o0 ist
(G,)o P D(w”)o =0 (M)o = Ny = - D(wm)o
Das liefert Ny ,
dp=0 a3 = — — 3 (12")
mithin
N, ; ; Ny, Eiran . .
W= — ;b’;ﬁe“ cos &; w' = |- e (cos & } sin E),l(la)

A;:“ e=5sin&; N, = Ny e ¥(cos & —sin §)
Fiir die Biegungspannungen an der Innenseite der Schale
ergibt sich wegen (3)

Op == :2’,' = zsv}lz e~ 5sin & bezw. oy = voy,
Sie erreichen, da, wo N, = o ist, also fiir & = Z = 5
ein Extremum, ndmlich
i A : bezw. ——Lﬂ\’_’" —¢ 4'* . (14)
2\ 242 2\ 2hn

In Abbildung 5 findet man diese Resultate graphisch dai-
gestellt.

Die Durchbiegung am Zylinderende wird

N,
(@) = — 1o (15)

und die Neigung 7, der Meridiantangente ist dort gegeben
durch

No
2DA?

tg 7, = (w')o =

(16)
4. Die Trommel. 4

Wir betrachten jetzt das Gebilde, das entsteht, wenn
wir die Zylinderschale durch eine Halbkugelschale ab-
schliessen. Wie erwiahnt, darf auch hier der Zylinder nach
der einen Seite unendlich lang genommen werden. (Uebrigens
ist diese Annahme nicht nétig, nur rechnungskiirzend).

Wie far die Zylinderschale die einfache Lésung w.
besteht, so gibt es auch fir die Kugelschale mit Innendruck
eine elementare Grundlosung w;, die allseitig symmetrische.
Man hat dabei gleichférmig tber die Schalendicke verteilte
Zugspannungen o, die sich analog zur Kesselformel aus
den Gleichgewichts-Bedingungen fiir eine Schalenhilite er-
mitteln lassen (Abbildung 6). Der resultierende Innendruck
auf eine Halbkugel ist gleich p a2z, die Resultierende der
Spannungen am Rand gleich o, -2/ - 27a. Durch Gleich-

setzen folgt g, = el

= und die Zugspannungsresultierende

wird nach (2)

Ferner ist die spez. Dehnung in Richtung eines
%
7
Richtung wirkenden Zug und der vom Querzug herriih-
renden Kontraktion. Aber wenn w; die wieder nach innen
positiv gerechnete Normalverschiebung eines Punktes der

Mittelfliche bedeutet, so ist diese Dehnung auch gleich

. . 7 . .
Grosskreises gleich — v%entsprechend dem in seiner

2m(a —wy) — 2ma e Wy
27a S a
Hieraus folgt
ac, (1 — ) pat 1 —v»
Wy — L Lve 18
=4 y2 Eh 4 ( )

Das negative Zeichen sagt aus, dass einem Innendruck
eine Verschiebung nach aussen entspricht.

Nunmehr sollen Kugel- und Zylinderldsung zur Ldsung
fur die Trommel zusammengesetzt werden.

An der Uebergangstelle miissen {ibereinstimmen
a) die Spannungsresultierenden 73, &V, G,
f) die Radien der deformierten Schalen
y) die Neigungen der deformierten Meridiantangenten.
Wir setzen «) entsprechend in der Zylinderldsung w, fir

7y den der Kugellssung entsprechenden Wert ’:1 Als-
dann wird
Y pat 1 v ,
T B (' 1= z) (x9)

Jetzt zeigt der Vergleich mit (18), dass die Ausweitung
des Zylinders bei dieser Ldsung grosser ist, als die der
Kugel im Verhiltnis

1 v 3 [y

2 (I D z) R
Wiren beide gleich, so lige die Losung fir die Trommel
bereits vor, da die andern Bedingungen a), y) erfillt wiren.

Weil dies nicht der Fall ist, so werden die zwei Schalen
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an ihrem gemeinsamen Rand nicht nur Zug-, sondern auch
Schubkrafte #V,, und Biegungsmomente G;, aufeinander
ibertragen, und &V, und G,, missen solche Werte haben,
dass unter ihrer Wirkung der Kugelrand noch weiter nach
aussen, der deformierte Zylinderrand nachtriglich wieder
etwas nach innen gebogen wird, bis die Schalenrander
zusammenkommen und mit stetiger Tangente ineinander
ibergehen.

Die Bestimmung dieser zusitzlichen Randkréifte macht
die Schwierigkeit des Problems aus. Denn sie ist offenbar
nur dann genau auszufiihren, wenn die von N und Gy
herrithrende Deformation auch fiir die Halbkugelschale
berechnet werden kann.

5. Die Niherungslosung fiir die Trommel.

Man kann diese Schwierigkeit umgehen, wenn es
sich um nicht allzudicke Schalen handelt. Wir wissen, dass
sich dann far den Zylinder die Wirkung von N, und Gy,
auf einen schmalen Randsaum beschrinkt. Es wird daher
gar nicht darauf ankommen, welche Form und Steifigkeit
die Schale ausserhalb dieses Randsaums besitzt. Man kann
sich vorstellen, dass, statt zylindrisch zu verlaufen, sie
sich ausserhalb des Randsaums halbkugelférmig zusammen-
schliesst, und man gelangt so zu der Auffassung, dass auch
fir die Halbkugelschale die Wirkung der Randkrifte auf
ein schmales Randgebiet beschrinkt sein wird. Dieses
seinerseits kann wieder ersetzt gedacht werden durch eine
Zylinderschale gleichen Halbmessers, deren Theorie man
beherrscht, und die Kugelschale kann so eliminiert werden.

Indessen ist klar, dass diese Schliisse ziemlich kihn
sind. Fiir ganz dinne Schalen werden sie sicher nicht
weit von der Wahrheit abweichen. Aber schon die ange-
stellten Ueberschlagsrechnungen zeigen, dass die praktisch
vorkommenden Schalendicken derart sind, dass diese Nahe-
rung nicht ohne Kontrolle verwendet werden darf. Sie
wird weiter unten (unter 6) besprochen und die genauen
Resultate werden angegeben. Sie zeigen, dass die Niherung
viel besser ist, als zu erwarten war und fiir gewdhnliche
Falle gentgen diirfte.  Unter den besprochenen Voraus-
setzungen ist jetzt folgende Aufgabe zu ldsen:

Zwei zylindrische Scha-
Go len I und II sind gegeben.
Die den Kugelrandsaum
reprasentierende Schale I
hat den Halbmesser » = a
— wy, die Schale II, die ur-
spriingliche Zylinderschale,
hat denRadius » = a— w,.
Die Schubkraft Q= — N,,1)
und das Biegungsmoment
G,, (Abbildung 7) sind so
zu bestimmen, dass die Zy-
linderrinder mit stetiger
Tangente aneinander an-
schliessen. Der Sinn der
Schubkraft und des Momentes ist noch unbekannt; jeden-
falls aber ist er nach dem Gesetz der Wechselwirkung far
die beiden Zylinder entgegengesetzt.

Wir ftgen die Bemerkung hier ein, dass in allen
Fallen, wo nicht gerade ihre Differenz in Frage kommt,
die beiden Zylinderhalbmesser als gleich und gleich a an-
genommen werden diirfen, da ja w; und w, neben a ver-
schwindend klein sind.

Der Unterschied der Radien betrigt

al
Wy — Wy = P .

kb A
0 G

Abb.7

(20)

Nun wird aber Zylinder I durch die Schubkrifte Q
am Rand ebensoviel nach aussen deformiert, wie II nach
innen, und die Schiefstellung der Meridiantangeme ist die
gleiche, da ja bei beiden der Unterschied nur in der Rich-
tung von () besteht. Dagegen wiirde ein Biegungsmoment
G,, die Tangenten in verschiedenem Sinne drehen. Da
der totale Verdrehungswinkel far I und II gleich sein soll,

‘) Wir sichen vor, die Schubkraft ihrem wahren Sinn nach einzuftihren,

so folgt hieraus G,y = o. Die Schalenrinder iibertragen
kein Biegungsmoment aufeinander.

Nunmehr bleibt nur Q so zu bestimmen, dass jeder
Schalenrand um

pa?
Uy (e — w)) = 775
durchgebogen wird. Man hat nach (15) mit QO = — N,
pa? S Tu pa® D13 ? pl
55 sk B O sy = e A8

Jetzt erhdlt man nach den Gleichungen (13
(21) fur die Deformation des Zylinders

pa? = ? £
2 ER (I T)"*" ~6pm ¢ cosé

2
=== ngh (I_%) [I _’4——127 e—‘fcos$] £ 422)
und nach (2), (3), (4) fﬁr die grossten Normalspannungen

(19),

W= —

__ Pa 3G, =
om =g * 2;,2' =T v fsing]|
o 411 [ i—o,908e fsmE]
pa (23)
i =2 S T [ ——e—fsm;}
A Ns(r—w)

zh?
”:“%[1 T~ 0,136 ¢ ¢sin 5]

Das obere Zeichen gilt fiir die innere, das untere fiir die
Aussenseite der Zylinderschale.

Die grossten Spannungen treten da auf,
Schubkraft V; null wird, ndmlich in & =—-d. h. x=%
und zwar an der Aussenseite.

O =—19,323 p,,—a

Die nach der Kesselformel berechneten Ringspannungen

wo die

Mit » = 0,3 betragen sie

a
Opa = 0,522 pT

o, spTa werden also nur um etwa 4 °/q itberschritten, dagegen

treten normal dasu Biegungspannungen op auf, die die
meridionalen Zugspannungen oy, um etwa 300/, tiberschreiten.
Der Umstand, dass trotzdem die Ringspannungen betracht-
lich grosser sind, vermindert die Bedeutung dieses letzten
Resultates. Die Durchbiegung am Zylinderrand betragt
nach (15), (21) o
SEh
Der Vergleich mit (19) zeigt, dass sie etwa das o,3-fache
der Radialverschiebung in der Mitte betrdigt.

Eigentlich wiren jetzt noch die Spannungen in der
Kugelschale zu berechnen. Aber die durch den Innendruck

Wy =

erzeugte gleichmissige Spannung {% ist nur halb so gross,

wie die entsprechende Ringspannung im Zylinder, und
die zusitzlichen Spannungen sind in beiden Fallen #hnlich.
Fiir die, die Festigkeit bestimmenden Spannungen wird
also nur der Zylinder in Frage kommen. Die Kugelschale
ist eben betrachtlich steifer.

6. Zur genauen Theorie.

Um die Naherungstheorie zu kontrollieren und um
genauere Formeln fir dicke Schalen zu erhalten, wurde
die Theorie der Kugelschale?) zugezogen.

Die Berechnung scheint zundchst praktisch kaum
durchfithrbar, da dort schlecht konvergierende hypergeo-
metrische Reihen vorkommen. Indessen zeigt sich der
gliickliche Umstand, dass zur Bestimmung der am Rand
iibertragenen Schubkraft O; und des (jetzt nicht mehr ver-
schwindenden) Biegungsmomentes G;, nur die Werte der
hypergeometrischen Funktion fiir das Argument 1 notig
sind. Diese aber kann man nach Gawss durch Gamma-
funktionen ausdriicken, und letztere lassen sich durch die
sogenannte Stirling’sche Formel mihelos berechnen, da
ihr Argument gross ist. So kommt man auf einem nicht
ganz kurzen Weg zu einem einfachen, praktisch gut an-
wendbaren Resultat.

Wir skizzieren im folgenden den Rechnungsgang, um
dem Kundigen die Moglichkeit der Ueberpriffung zu geben.

%) Siehe Fussnote 2, Seite 1.
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7. Der Gang der Rechnung.

Der von zwei Halbkugelschalen abgeschlossene Zy-
linder wird von endlicher Linge / vorausgesetzt; es zeigt
sich spiter freilich, dass diese Linge praktisch keine Be-
deutung hat, sobald sie wesentlich grdsser ist, als der
Halbmesser. Der Symmetrie des Problems entsprechend
wird der Anfangspunkt x = o in die Mitte des Zylinders
verlegt. Man hat jetzt fiir die Normalverschiebung

w = w, + b, ch (&) cos (&) + by sh (&) sin (&) (24)
da die Losung eine gerade Funktion von & sein muss.

Fir die Kugelschale wird w als Funktion des Winkels

a (Abbildung 7) aufgefasst. Es sei
3(r —vY)at 3 (1 —»?) a2
k2 = T — 2 AU T
il 3 W

W=Vs5+4ik Ty = : B = A
Man bilde die komplexe hypergeometrische Funktion
sin a F (ay, pi, 2, sin? a) =
=sina{ i I.ISInga_‘_ a By (e + 1) (B + 1

2! 3!
1 %y By (% + 1) (:31 't' ;)'(“1 + 2) (B + 2) sinb o - .
Vi und ¥V, sind reelle Funktionen von a.
bung w wird jetzt

w=w/,—{—_c, (%—}—wtgal/,)—l—c,('ﬁ/’
wobei schon beriicksichtigt ist, dass die Schalen undurch-
locht sind.
Die vier Konstanten b4,, b, ¢;, ¢; sind aus den For-
derungen a), f), y) des Anschnitts 4 zu bestimmen, die
folgendermassen lauten:

sint a -
V, —f—ng

Dle Verschie-

TP g GI—G,—o N,+N, =o w—w=o0
1 dw
T'H+w—o

Es beziehen sich die iiberstrichenen Grdssen auf die
Randwerte der Kugelschale (a = 7/2), die uniiberstrichenen
auf die Randwerte der Zylinderschale. Sie liefern folgende
Gleichungen:

2
¢ O1—+ ca Oy — by Cc—b,Ss:——%
a WO+ £QOs)+c2 (v O — £ O) 4+
—+ by - 2v2a2Ss — b, -
Cl(““Px—i‘kPn)—'Cz(kPl -+ Py) +
+b,va(Sc— Cs)+byva(Sc—+ Cs) =

aPy 4+ Pa—+ b — (SC—{—Cs)ah?
(Sc— Cs)aht=o0

272a2Cc=o0

v’)

iy (,2 5
3(1— 1')
wobei abkiirzend gesetzt ist:

C=ch(”T’) S=sh(v

14 vl . vl

—) cC= COST $ = 8In —2‘
P1=V1(‘:_)P2—Vﬂ( )Ql—(‘f{il_>f‘Q2:=((iI:’)i
Nach Gauss ist ) ’

Fa, fy2y1) =Ly +1 P, =
R T A L
Te—a)l(2—p8)  T@—a)TE—p)’
Q,—Fin:limzcosaF'::%

o=-
2

und die Berechnung dieser Ausdriicke geschieht so: Man

setze

g ==

W=Vs+4ik =p+iq
/’+l :/_ Zo=L L 1g
+ Fer

22 =
und beachte im folgenden die fir die Gammafunktion gel-

tenden Relationen:
k14

I'z 4+ 1)=21"(2) I'(e) I'(1 —-z):_;'r(:;,a)~
Es wird
e el cos (mey) I'(zq)
F I[ \/ T %y 1" (2y)

/J und ¢ sind fiir diinne Schalen grosse Zahlen, weil dann

k gross ist. Deshalb kann die Stirling’sche Formel als
asymptotische Entwicklung verwendet werden:

IgI'(s) =2 (2 — Yp) 182 — 5+ lg)2n+
1 E I
122 360 28 7
Praktisch wird dabei schon das letzte der angeschriebenen
Glieder nicht mehr von Bedeutung sein.

Es empfiehlt sich, alle vorkommenden Groéssen nach ~
Potenzen der kleinen Gré&sse
1

| e—s——
2k
zu entwickeln. Ich verzichte dglrauf, die umstindlichen Aus-
dricke fir P;, P, herzusetzen. Aus ihnen ermittelt man
die Q direkt. Denn es ist
v 2V

1260 25

; FON — A
(P +1Py) (O +1 0y) T'z—a) I'(2— ) I'(d) L (By)
Aber
I'z—a) I'()) = (1 — ) I'(1 — ) I'(ay) =%)—.ﬂ—
woraus
) aW 1
QI+ZQ2—_ (l+zk)7 co2 ( 2 )P'i"[,z

Auch die Auflssung der Gleichungen (25) lasst sich
allgemein durchfiihren. Setzt man die so erhaltenen Reihen-
entwicklungen fiir 4, und b, in (24) ein, verlegt man hie-
rauf wie frither den Koordinaten-Anfangspunkt & = o nach
dem Rand des Zylinders und ersetzt man, was vollig zu-
lassig ist, die hyperbolischen Funktionen durch den einen
Exponentialteil (was auf die Annahme eines unendlich
langen Zylinders fiihrt), so erhdlt man Formeln, die sich
mit den friher erhaltenen, niherungsweise geltenden, ohne
weiteres vergleichen lassen. Da die Theorie der Kugel-
schale hier nicht entwickelt worden ist, fihren wir nur
die Ergebnisse fiir die Zylinderschale an.

8. Die Resullate der genauen Theorie.
Man berechne

e 4 VAT Tt i
+= — 7 Ve

Ferner die schnell konverglerenden Reihen:

und

¢—I—L—%—(°/m—~v>)4+ g A
V=1 —Yymd Yt +- —>7°
8 <
=—Ch+nn+ (=) —0 ..

dg=1—"1 ’}2_(‘/e6+%’l‘ : )

Dann ergibt sich die an Stelle der angenidherten Beziehung
(22) tretende Formel fiir die Normalverschiebung

pat (I o L) S
2 Eh

2

W = —
w ._ S gt e
> [1 ey (0e cos &£ — 9, sin &) e g
Vernachldssigt man die fir dinne Schalen kleine
Grosse 7, so erhdlt man genau die Formel (22) der Nahe-
rungstheorie. Da die erste Potenz von 7 in allen Reihen
fehlt und fir Schalen normaler Dicke 7 kleiner als o,r
ist, so folgt, dass der Fehler der Niherungsformel hichstens
von der Grossenordnung eines Prosenles 1st.
Nach (5) wird das Biegungsmoment
G, =—Duw"
1)/7:1'}1([ B! ) u
Eh 2 4—2v)P
Es wird am Rand nicht mehr genau gleich null, sondern
nimmt dort den immerhin sehr kleinen Wert
(/s ’{ »)
GIO = 240 ") lﬁ
an. Man ersieht auch hieraus, dass die Niherungsannahmen
den Tatsachen sehr gut gerecht werden.

- (9 sin & 9, cos &) e ¢

9. Schlussbemerkungen.
Fiar die praktische Festigkeitsberechnung der Trom-
mel sind einige in unserer Theorie nicht beachtete Um:
stinde zu beriicksichtigen. Zunichst ist mindestens eine
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der Halbkugelschalen durchlocht. Die Kugellésung ist
dann allgemeiner, als die oben verwendete. Es treten zwei
neue Integrationskonstanten auf, und weitere Bedingungen
am Lochrand. Die Berechnung ist auch jetzt noch mog-
lich, wenn sie auch umstindlich wird. Ich verweise auf
die Dissertation Bolle'), wo derartige Fille behandelt sind.

Ferner sind bei Hochdrucktrommeln die Temperatur-
spannungen zu beriicksichtigen. Fir die Zylinderschale
sind die zugehorigen Rechnungen durchgefiihrt?). Man
kann die Theorie fir beliebige rotationssymmetrische Schalen
entwickeln, wenn man beliebige, aber rotationssymmetrische
Verteilung der Temperaturen an der Innenseite und Aus-
senseite der Schale und linearen Temperaturabfall iiber
die (kleine) Schalendicke voraussetzt.

Sehrviel schwieriger zu behandeln sind Abweichungen
der abschliessenden Schalen von der Kugelform, und Ver-
inderungen der Wandstiarke. Man wird hier zu einer halb
experimentellen Bestimmung Zuflucht nehmen, indem man
etwa die Dehnungen an der Aussenseite der Schale misst.
Die Festigkeitsaufgabe ist hierauf durch Quadraturen 1osbar.

Ueber den Aufbau und Charakter der Kosten

von Eisenbahnbetrieben.
Von Dipl. Ing. ALFRED WALTHER, Zirich.

Unter dem ,Charakter der Kosten“ versteht man
deren Verhalten bei wechselndem Beschiftigungsgrad. In
den ,Grundziigen industrieller Kostenlehre“?®) haben wir
versucht, das Problem der Abhdingigkeit der Kosten wvom
Beschiftigungsgrad naher zu umschreiben und die grund-
legenden Begriffe zu ordnen. Absichtlich sind wir dabei
jeder Spezialuntersuchung aus dem Wege gegangen, denn
es lag uns daran, das verwickelte und noch recht wenig
erforschte Gebiet der industriellen Kostenlehre einmal ganz
allgemein darzustellen, um dadurch weitern Untersuchungen
den Weg zu ebnen. Erfreulicherweise ist unser Versuch —
wenigstens im Ausland — auf viel Verstindnis gestossen.
Man hat erkannt, dass die bisherige Behandlung des Kosten-
problems, die tber die richtige Verteilung der Produktions-
kosten auf die einzelnen Produkte eines Betriebes nicht
hinauskommt, fir wichtige Aufgaben, vor allem fir die
Preispolitik unzulanglich ist. ,Aus der Erkenntnis dieser
Unzulinglichkeit“, schreibt Generaldirektor Herbert Peiser?),
,entsteht eine neue Betrachtungsweise, die die Kosten der
Erzeugung in ihrer Abh#ngigkeit von dem jeweiligen Be-
schiftigungsgrad zu erfassen sucht, ausgehend von der
Ueberzeugung, dass nur durch Ergriindung dieser Zusam-
menhinge eine fiir das einzelne Unternehmen und fir die
Allgemeinheit vorteilhafte Preis- und Geschiftspolitik mog-
lich ist. Jede nihere Untersuchung zeigt, dass sich mit
dieser Betrachtungsweise neue, ungemein inleressante Aus-
blicke eriffnen, die vielleicht geeignet sind, allmdihlich das
ganze industrielle Kostenproblem in ihren Bann su swingen®.
Wir stehen erst am Anfang dieser Entwicklung und es
bedarf nun vor allem intensiver Spezialuntersuchungen auf
den verschiedensten Gebieten der Industrie, um dem wei-
tern Ausbau der noch in den Anfingen steckenden allge-
meinen Theorie die notige Nahrung zu geben.

Peiser hat in seiner vorerwihnten Arbeit+) Aufbau
und Charakter der Kosten einer Dampfkraftanlage analy-
siert; in seiner letzten Verdffentlichung 9) greift er das Pro-
blem der Abhingigkeit der Kosten vom Beschiftigungsgrad
auf Grund des Ford'schen Buches von der volkswirtschaft-
lichen Seite an.

1y L. Bolle, Festigkeitsberechnung von Kugelscheiben., Dissertation
Ztirich 1916, Auch ,S. B. Z.“, Bd. 66, S. 105 u. 111 (28, Aug./4.Sept. 1915):

%) Vergl. etwa: /1. Lorens, Techn, Physik", Bd. IV, Miinchen 19713
§ 60, Seite 583.

3) S, B.ZY Bd. 81, April/Mai 1923. (Auch als Sonderabdruck er-
hiltlich.) Red.

4) H. Peiser, Der Einfluss des Beschiftigungsgrades auf die industrielle
Kostenentwicklung. Julius Springer, Berlin 1924.

) [. Feser, Fragen zur Produktionssteigerung im Lichte Ford'scher
Ziffern, Techmk und Wirtschaft“, 18, Jahrgang, Heft 2, Februar 1925.

Uns reizt es nun auch, die allgemeine Theorie an
einem Spezialfall — und zwar dem Gebiet der Eisenbahn-
Selbstkosten — zu erproben und, indem wir auf einige in-
teressante Eigenschaften dieser Kosten aufmerksam machen,
die Verwendbarkeit der Theorie zu zeigen.

1. Der Einfluss der Elektrifikation auf den Charakter der
Zugforderungskosten der S. B. B.

Der Bericht der Generaldirektion der S. B. B. an den
Verwaltungsrat vom 30. Juni 1924 tber ,Die Wirtschaft-
lichkeit des elektrischen Betriebes im Vergleich zum Dampf-
betrieb“ enthilt ein ausserordentlich interessantes und auf-
schlussreiches Zahlenmaterial tiber die Abhingigkeit der
Eisenbahnselbstkosten vom Beschéftigungsgrad. Es ist in
dieser Zeitschrift bereits verdffentlicht und, allerdings von
ganz anderem Gesichtspunkt aus, besprochen worden?).
Wir konnen uns also auf jenen Artikel beziehen und uns
eine nochmalige Wiedergabe und Erlduterung der zahlen-
missigen Grundlagen unserer Untersuchung ersparen.

Die in dem vorerwihnten Bericht enthaltenen Zahlen-
angaben, die eigentlich nur zur Ermittlung des ,Paritats-
preises der Kohle“ dienen, gestatten uns, mit wenigen er-
ginzenden Annahmen, das in mehrfacher Beziehung lehr-
reiche Bild der Zugférderungskosten graphisch darzustellen
und so einen Ueberblick tiber Aufbau und Wachsen dieser
Kosten bei Dampf- und elektrischem Betrieb zu gewinnen.

Betrachten wir zuerst die , festen”, vom Beschiftigungs-
grad unabhingigen Kosten. Hier spielt, bei elektrischem
Betrieb, die Verzinsung und Erhaltung (Tilgung und Er-
neuerung) des Kapitals mit gz = 42,72 Mill. pro Jahr eine
sehr gewichtige Rolle, wahrend der entsprechende Aufwand
bei Dampfbetrieb, einschliesslich der geringen Mehrkosten
des Bahnunterhalts, nur die Hohe von gp = 4,875 Mill.
erreicht. Bedienung und Unterhalt sdmtlicher elektrischer
Anlagen, kosten az = 4,376 Mill. Fr. Auch diese Kosten
sind wohl zum grossten Teil unabhingig vom Grad der
Beanspruchung des Verkehrsunternehmens. Ein Gegen-
posten findet sich hier beim Dampfbetrieb nicht.

Die Ausgaben fiir Fihrung, Bedienung und Unterhalt
der Triebfahrzeuge ¢z und c¢p, wie auch die iibrigen noch
zu erwihnenden Kosten sind abhingig vom Grad der Be-
schéftigung, der im Bericht der Generaldirektion in Brutto-
Tonnenkilometern und Zugskilometern ausgedriickt ist.
Ueber den Verlauf der Kostenlinie bei wachsender Be-
schiftigung gibt der Bericht leider keine direkte Auskunft,
da er sich auf einen ganz bestimmten Beschaftigungsgrad
von 9,2 Milliarden Bruttotonnenkilometer (Verkehr 1913)
konzentriert. Wir sind daher auf eigene Schitzung ange-
wiesen und irren wohl nicht in der Voraussetzung, dass
auch diese Kosten nicht von o aus ansteigen, sondern
sich aus einem festen und einem proportional steigenden
Teil zusammensetzen, denn auch bei kleinster Beschiafti-
gung entstehen erhebliche Kosten, schon deshalb, weil ja
ein grosser Teil der Ziige, unbekiimmert ob besetzt oder
nicht, immer gefiihrt werden muss. Nehmen wir einmal
ganz roh an, dass ungefahr 709/, der fraglichen Kosten
immer vorhanden seien und nur 309, von der Tonnen-
Kilometerzahl direkt abhinge, so erhalten wir bei elektri-
schem Betrieb zwei Werte, die unsere Kostenlinie bestim-
men: 15,5 Mill. bei Beschaftigungsgrad o und 22,594 Mill.
bei Beschiftigungsgrad 9,2 (9,2 Milliarden Brutto-tkm), und
bei Dampfbetrieb entsprechend 21 Mill. und 28,983 Mill.

Beim elektrischen Betrieb sind dann noch die Kosten
fir Fremdstrom unter Abzug der Einnahmen aus dem Ver-
kauf bahneigener Energie 6, = total 1,27 Mill. zu erwihnen.
Wir nehmen hier einen von o proportional steigenden
Verlauf an, obschon dies nicht ganz stimmen wird. Der
Einfluss dieser Kosten ist aber so gering, dass wir diese
kleine Willk{ir in Kauf nehmen konnen.

Die Ausgaben fiir Speisewasser und Kohlentransport
beim Dampfbetrieb, dp, betragen 5,35 Mill. Sie sind direkt
abhiangig von der verbrauchten Kohlenmenge. Die Kohlen-
menge selbst ist, nach dem Bericht der Generaldirektion,

1) Durch Prof. Dr. W, Kummer in Band 84, 25, Oktober 1924.
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