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Man kann alle diese Uebelstinde vermeiden, wenn
man sich einer friher hier entwickelten Methode bedient,
um Funktionen darzustellen und Differentialgleichungen
zu integrieren, die auf Verwendung von Liniendiagrammen

Die nachfolgenden Zeilen enthalten: Eine graphische als Funktionsbildern beruht.!) Um sie anzuwenden, fiihren
Theorie der erzwungenen Schwingungen und der Resonanz, wir zunichst einen neuen Zeitmasstab so ein, dass die
eine neue graphische Methode zur Fourier-Analyse einer Periode der Eigenschwingung den Wert 27 erhilt, d. b.
beliebigen Funktion, eine graphische Theorie der Stoss- o
vorginge bei schwingenden Systemen und endlich einen u=——-¢t. . . . . . . (5

Abschnitt tiber schwingende Systeme mit pulsierender Eg geht K(#) in eine Funktion K(u) tber, die die Periode
Elastizitit. Mit Ausnahme des letzten behandeln sie einen 7

Zur Schwingungslehre.
Von Prof. Dr. E. Meissner, Ziirich.

- 7
Stoff, den ich diesen Sommer als Anwendungsbeispiel fir U=z2n 5 sl (6)
meine graphische Integrationsmethode an der E.T.H. vor- pegitzt und (3) verwandelt sich zu
getragen habe und der, wie ich glaube, allgemein bekannt d2p 7,2
zu werden verdient. L PP Kuw=Rm . . . . (7)
1. Erswungene Schwingungen und Resonans. mit R(u +U) = R(u)

Es sei ein System gegeben, das unter dem Einfluss Ist nun p(u) eine beliebige Funktion, so verstehen wir
einer elastischen Kraft harmonische Schwingungen (Eigen- Unter ibrem Liniendiagramm C. die Kurve, die in der
schwingungen) ausfithren kann. Ihre Periode werde mit x:y-Ebene von den Geraden

7. bezeichnet. Fiir die Ablenkung p aus der Gleich- gu==x-cos(u)~+y .sin(u) —p(u) =o

gewichtslage ergibt sich dann die Differentialgleichung eingehillt wird. Das Lot OQ. vom Anfangspunkt auf g
d2p | aat 7 (1) hat die Linge p(#) und bildet
e 7 — SR

mit der x-Axe den Winkel # (Ab-
bildung 1). Es ldsst sich zeigen?),

d, 4
dass QUPII = l ISt,
du

erste Ableitung von p darstellt,
und dass die Kurve C, im Pukte
P, den durch

d%p

o) =p) + G5 . @

mit der Losung:
p:Pcos(%’i-l—‘r) e i(2)

Wirkt ausserdem auf das System eine storende Kraft K(?)
ein, die zeitlich periodisch verlauft mit 7 als Periode, so
geht (1) in die Gleichung fir erzwungene Schwingungen
uber:

also die

dp 4 a? ) >

AT 772 p=K1H . . . . . (3 r‘;‘,‘/// gegebenen Kriimmungsradius be-
Die Bewegung besteht hier aus einem periodischen Anteil, ~Au } S‘tth,) lei L
der im Takte 7 der stérenden Kraft schwingt, der eigent- 0 i Big lse hG.elchung (i) . fu;. g
lichen erzwungenen Schwingung, und einer dariber ge- 5 B T L S
lagerten b;ieb%gen Eigensch%vingung. S5 Darstellung demnach nichts anderes aus, als dass das Linien-

Bei der gewdhniichen Behandlung dieses Vorgangs, Diagramm des Integrals (2) iiberall den Kriimmungsradius
wie sie z B. in der Elektrotechnik ablich ist, wird die [vull hat.

Stdrung nach Fowrier-Art in eine Reihe harmonischer Das Liniendiagramm der Eigenschwingung ist ein
Wellen aufgeldst: Punkt P. Sind a und & seine Koordinaten, so hat man in
oe Uebereinstimmung mit (2)

K(t) = % Ay + S 4, cos (g : 2/1 [ &,) e () pu)=a-cos(u)b-sin(@m) . . . (2)
=t ' Es bedeutet OP die Amplitude, der Winkel von OFP mit

Dann findet man, den einzelnen Wellen entsprechend, die der x-Axe die Phase ¢ der harmonischen Schwingung.
Losung: Fir das Liniendiagramm der erzwungenen Schwingung
4. T2 i , g erhalten wir nach (7) :
=2 N A cos (g2l i) &) e@W=R@ . . . . . . (7)
— 73 (‘ = ) i d. h. es ist fiir jede Richtung u der Normalen der Kriim-

g=1

mungsradius vorgeschrieben. Die Gleichung (7) integrieren
heisst einfach, eine Kurve gemass dieser Forderung zeichnen.

Zur praktischen Durchfithrung dieser Aufgabe wird
die Funktion R(#) durch eine stiickweise konstante Funktion
gemiss Abbildung 2 ersetzt Nimmt man die Intervalle
dieser ,Treppenkurve“ klein genug, so kann das mit be-
liebiger Ann#herung geschehen. Sind a;, @ ... a. die

Sie versagt nur im Fall, wo die Eigenschwingung in Re-
sonans mit einer Oberwelle tritt, was Rationalitit der
Perioden voraussetzt (7: 7, =— ganze Zahl). Alsdann ent-
hilt die Losung ein mit wachsender Zeit unbegrenzt an-
wachsendes Glied.

Die hiermit geschilderte Methode hat einige Uebel-
stinde. Einmal erscheint die Fourier-Entwicklung als ei'n AL e
der Sache fremdes Element, und der Grund, warum die I o Lo
Ganzzahligkeit des Verhiltnisses 7: 7, zum Ausnahmefall Bl e . )
der Resonanz fihrt, tritt nicht natirlich in Erscheinung. und Ry, R, . .. R. die zugehdrigen Funktionswerte, so ist
Ferner ist es, selbst wenn man sich auf die ersten Glieder Jetzt eine Folge von Kreisbogen Py P ... P, so zu
der Reihe beschrinken darf, fast unmoglich, ein abersicht- zeichnen, dass P;_, Pi den Radius R; und den Zentri-
liches Bild tber den Verlauf des Vorgangs zu erhalten. winkel a; hat, und dass alle diese Bogen stetig und mit
Besonders uniibersichtlich wird alles, wenn ausserdem ') ¢S.B. Z.», Bd, 62, S. 199 u. 221 (Oktober 1913).
beliebige Anfangsbedingungen vorgeschrieben sind, sodass 2) Man kann von dieser Darstellung sofort zur Darstellung von
noch eine in anderem Takt schwingende Eigenschwingung 2 () in Polarkoordinaten iibergehen, indem man statt C, die von den
die erzwungene Schwingung tberlagert. Punkten Q, gebildete <Fusspunktkurves konstruiert.
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stetiger Tangente aneinander anschliessen. Wenn die An-
fangsbedingungen / R, ol
C po=a  F=b . . . . (8) :‘
vorgeschrieben sind, so sind «, & die Koordinaten des ‘ R,

ersten Punktes P, und die Tangente ist dort normal zur
Axe u =o0. Die Tangente im Endpunkte 7, bildet mit
ibr den Winkel U der Periode von R. Den weitern Verlauf
der Integralfunktion p(x) erhilt man, indem man dem
letzten Bogen P, , P, wieder den ersten P, P, anreiht
und wie anfianglich weiterfahrt. Die Kurve, die so er-
halten wird, stellt sich also dar als eine Folge von unter
sich kongruenten Bogenstiicken P, P,. Sie kann sich in
Ausnahmefillen schliessen, wird sich jedoch im allgemeinen
unbegrenzt oft um einen mittlern Punkt herumwinden.
Die Bedeutung dieses Punktes wird klar, wenn jetzt die
Frage nach der eigentlichen erzwungenen Schwingung,
also nach dem periodischen Integral aufgeworfen wird.
Da einer Abinderung der Anfangsbedingungen (dem Hin-
zufiigen einer beliebigen Eigenschwingung zum Integral)
einfach eine Verlegung des Anfangspunktes des Koordi-
natensystems entspricht, so ist dieser nun so zu wihlen,
dass die Bedingungen fiir Periodizitit der Losung:

p(U) = p(o) P (U) = p(o) (9)
erfillt werden. Dieser Punkt O* ergibt sich eindeutig, so-
lange U kein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist, als Schnitt-
punkt der Winkelhalbierenden der zwei Tangenten in P,
und P, mit der Winkelhalbierenden der beiden Normalen
in denselben Punkten, wobei wegen des zu beachtenden
Vorzeichens von p bezw. p’ immer nur eine von den zwei
vorhandenen Winkelhalbierenden in Frage kommt. Ist
ein ungerades Vielfaches von 7, so ist der gesuchte Punkt
O* der Mittelpunkt des von den erwihnten Tangenten und
Normalen gebildeten Rechtecks. Nur wenn U ein ganz-
zahliges Vielfaches der Eigenschwingungsperiode 2m ist,
versagt die Konstruktion ; OF liegt unendlich fern. Mit Aus-
nahme dieses Falies liegt O* im Endlichen und man erhilt
jetzt das Schaubild des Integrals, indem man den kon-
struierten Kurvenbogen £, P, einfach um den Punkt O* um
die Winkel U, 20U, 3U usw. dreht. Die Kurve liegt dann
in ihrem ganzen Verlaufe im Innern eines leicht angebbaren
Kreises um O¥, bleibt also immer im Endlichen. Freilich
wird dieser Kreis sehr gross, wenn nahezu der Ausnahme-
fall U: 27 = ganze Zahl vorliegt, da dann O* sehr weit
wegfallt. Das periodische Integral zeigt dann, sehr starke
Schwankungen, und das Gleiche gilt fiir alle andern Inte-
grale, die andern Anfangspunkten O entsprechen. Es muss
als ein Hauptvorteil dieser Darstellung bezeichnet werden,
dass der Einfluss der Anfangsbedingungen auf den Verlauf
des Integrals ohne weiteres anschaulich ersichtlich ist.

Klar und einfach tritt nun auch der Ausnahmefall
der Resonanz in Erscheinung. Es ist U=2x.g, wo g
irgend eine Zahl bedeutet. O* fillt ins Unendliche und die
Kurvenbogen 7, P,, die aneinandergereibt sind, entstehen
durch Parallelverschiebung aus dem ersten von ihnen (Ab-
bildung 3). Sie entfernen sich schliesslich mehr und mehr
ins Unendliche, und dementsprechend verlauft auch der
Schwingungsvorgang mit Ausschlagen, die unbegrenzt nach
einem leicht zu iiberblickenden Gesetze anwachsen. Man
erhilt so die bekannten Bedingungen fiir Resonanz, ohne
die Stérung in Grund- und Oberwellen aufzulésen. Man
sieht auch ein, dass das Anwachsen der Schwingungen
bedingt wird von der Entfernung der Endpunkte P und
P des ersten g-Kurvenbogens. Fallen sie ausnahmsweise
zusammen, so schliesst sich die Kurve nach g-Schlaufen,
bleibt also, trotzdem die Resonanzbedingung fir die g-te
Oberwelle erfillt ist, ganz im Endlichen. Dies entspricht
offenbar dem Fall, wo bei Fourier-Analyse der stérenden
Kraft die Amplitude der g-ten Welle gleich Null wird.

Wir erkennen unschwer aus dieser Betrachtung den
engen Zusammenhang unserer Konstruktion mit der ana-
lytischen Methode und folgern daraus, dass es moglich
sein muss, aus der Konstruktion auch die Fourier-Koeffi-
zienten der periodischen Funktion R(#) graphisch zu er-
mitteln. Dies soll im folgenden Abschnitt geschehen.
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2. Graphische Bestimmung der Fourier-Koeffizienten
einer periodischen Funktion.
Es sei F() eine periodische Funktion mit der Periode
7. Durch die Masstab-Aenderung nach Gleichung (5) geht
sie in eine Funktion R(x) iber, die die Periode U/ — 2%
besitzt. Diese Funktion sei nun in eine Fourier-Reihe zu
entwickeln :

a, . .
R(u) = 2" ~tay cosu—+ by sinu— ascos2u— by sin 2u .. (10)

wobei es sich um die Bestimmung der hier auftretenden
Zahlen ap, by aus dem graphisch gegebenen Verlauf der
Funktion R(x) handelt.

Wir zeichnen genau wie im vorigen Abschnitt eine
Kurve (;, die der Forderung (7) naherungsweise geniigt
als Folge von Kreisbogen. Neu ist dabei nur der Umstand,
dass hier U= 227 ist, sodass die Endtangenten des Bogens
P’y P, parallel. werden. Sind x, y die Koordinaten eines
laufenden Punktes 7 der Kurve C;, und ist s die Bogen-
lange P, P, so ist

ds=R-du; dx=—R-.sin(u) -du; dy = R-cos(u)-du (r1)
Sei L die Bogenliange von P, P,, seien Ax0) Ay die

—>
Komponenten des Vektors Py 7,. Dann gibt die Integration
von (r1) iiber # von o bis 2

B— .\; R (u)-du Ax0) = fR(u) sin o - du ]
: . (1)
Ay = [ R(u) cos u du I
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Abb. &4

und da nach Fourier allgemein
ar = % R(u)cos (ku)- du by = %jR(u) sin (ku) - du (12)

so hat man

i o _jytl)

—dx®
ap = — U= by =
T T T

_ (13)
womit @, @, 0, graphisch bestimmt sind.

Ersetzt man in (r2) die Integrationsvariable # durch
w:k, so folgt

27k

j-R <%‘) cosu-du  bp— ?';‘R (%) sin (1) - du (12")

27k
1

ar = —
£ kT

[

Man zeichnet jetzt die der Forderung

Q(Zl):R(:) M Lihits o S ()

geniigende Kurve Cp, die aus C; dadurch entsteht, dass
man alle Zentriwinkel der Kreisbogen k mal grosser nimml,
und bei der also die Tangente £ volle Umldufe macht.
Diese Kurve heisse die A-fe Auswicklung, die zur Funktion
R(u) gehort. Als ihre Schlusslinie werde der Vektor be-
zeichnet, der von ihrem Anfangspunkt nach ihrem End-
punkte geht. Wegen (11) und (11') erhalt man fir seine
Komponenten:

27k 27k

4) (4) . -
dy :+‘R(:>sin(u)-ct’u

A(x — ~—J.R ( : ) cos (u) - du

und der Vergleich mit (12') gibt
(%) (%)

4 /J.\' br = — :

A== ——"
RT

Mithin gilt der Satz:
Die k-ten Fourier- Koeffizienten ay, br der Funktion
R(un) sind das i%-fache der Komponenten der Schiuss-

linie in der k-ten Auswicklung der Funktion R(u).

Durch diesen Satz wird die Fourier-Analyse einer
Funktion auf die Konstruktion ihrer Auswicklungen zurick-
gefihrt.

Setzt man die Fourier-Entwicklung (to) in der Form an

R(u) = ”;0 ~+ D' Ap - cos (ku - ex)
indem man Amplitude und Phase der einzelnen Wellen
einfihrt, so ist die Amplitude Ay das ;—T-fac/ze der Linge

L e

ka i K ([5)

der Schlusslinie in der k-ten Auswicklung und die Phase
er ist der Winkel der Schlusslinie mil der y-Axe.

In Abbildung 4 ist die Analyse graphisch durch-
gefithrt far die an der Spitze stehende Treppenkurve von
drei Stufen. Die Auswicklungen bestehen dementsprechend
aus drei Kreisbogen. Die ersten vier Auswicklungen sind

gezeichnet. Die folgenden fihren hier periodisch wieder
zu denselben Schlusslinien. Man entnimmt aus ihnen
I T I I
e s = O s — e a; = o
L5z 4 3-® 4
I 5 T T T 5
=1 — = [ — - —— e — b = —_— b =—10)
by i & 2w 2 2 +3'-7 4 !
und allgemein
T T
—_— . (2 — O
Aun 11 Gntnz 4 47+ 2
1 1 b - T 3
e ey e LT gty 4
T T
oo X el P e TR L
ErE T G2, 2 T3 -3 4 i

Die Genauigkeit und Raschheit des geschilderten
Verfahrens hangt ab von der Stufenzahl in der Treppen-
kurve, durch die die zu analysierende stetige Kurve an-
genihert wird. Man kann diese Stufen recht kurz nehmen,
bevor sich der storende Einfluss zeichnerischer Ungenauig-
keiten bemerkbar macht. Da es sich meist nur um die
Ermittlung der ersten drei oder vier Fourier-Koeffizienten
handelt, dirfte das Verfahren durchaus brauchbar sein,
wenn Abweichungen von der Grossenordnung eines Pro-
zentes zuldssig sind.

3. Stossvorginge bei einem schwingenden System.

Das schwingende System (1) erfahre eine Reihe un-
regelmissiger Stosse, die seine Geschwindigkeit jeweilen
augenblicklich #ndern. In der durch (5) gegebenen Zeit-
messung seien u, iy, 13 . . . die Zeitpunkte, in denen die
Stosse erfolgen, A, Ay, 45 ... die sprungweisen Aende-

rungen, die die Geschwindigkeit Ti durch sie erfahrt.

Welche Bewegung fithrt das System aus? :

Die Zeichnung des Liniendiagramms gibt tbersicht-
lichen Aufschluss dariiber. Bis zum ersten Stoss besteht die
durch die Anfangsbedingungen bestimmte Eigenschwingung,
deren Diagramm etwa der Punkt C, sein moége. Durch
den ersten Stoss wird p(u#) nicht gedndert, behalt also
seinen Wert p(#,) bei. Dagegen springt die Ableitung (p"x)
plotzlich um den Betrag 4,. Nach dem Stoss vollzieht
sich somit eine Eigenschwingung, deren Diagrammpunkt
C, auf der Stiitzlinie g(#) um den Betrag 4, verschoben
ist, und zwar im Sinn des wachsenden Winkels #, wenn
A, positiv ist, im umgekehrten Sinn, wenn negativ
ausfallt. Die Verschiebungsstrecke C; C;, die mit der Axe

# = o den Winkel %—J,—ul einschliesst, bezeichnet also die

Wirkung des Stosses vollstindig. C, bleibt Diagrammpunkt
bis zum nichsten Stoss zur Zeit u = u,. Alsdann springt
das Liniendiagramm zum Punkte Cs, wobei Cy C; = , ist,
und der Vektor C,C; mit dem Vektor C; C; den Winkel
1y — uy bildet.

Das Liniendiagramm des ganzen Bewegungsvorgangs
ist also eine Folge von Punkten C, C; C3Cy . .. Sie bilden
ein Polygon, dessen Seiten die Lingen Ay, ds, 45, 4y . ..
haben. Die Normalen auf den Seiten bilden mit der Axe
1 — o die Winkel u,, us, us, s . . . Das Polygon ist somit
auf die einfachste Weise aus den gegebenen Stosskraften
konstruierbar.

In Abbildung 5 erfolgt
ein erster Stoss zur Zeit
u = m/4, ein zweiter, dop-
pelt so kraftiger, zur Zeit
u = 7/2 in entgegengesetz-
tem Sinn, ein dritter von
der Intensitit dieses letz-
tern, aber wieder im ur-
spriinglichen Sinn zur Zeit

S A ABES
i Das Resultat die-

TT
u=—.
3

CJ

ser Stosse ist das Umwerfen der Eigenschwingung C; in C;.
Soll ein Stoss die Amplitude nicht beeinflussen, so muss
CC, = CC, sein, also auch OC, = QC,. Dies bedeutet
entgegengesetzt gleiche Geschwindigkeiten vor und nach
dem Stosse. Die Phase andert sich nur dann nicht, wenn
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C, und C, auf einem Strahl durch O liegen,
d. h. wenn der Stossin der Gleichgewichts-

lage stattfindet.

Wenn eine Gruppe von # Stéssen sich
nach der Zeit U = u, periodisch wieder-
holt, so ist die Wirkung der ersten Stoss-
gruppe eine Verschiebung des Diagramm-
punktes von C, nach C,.,= Co.
zweite Gruppe verlegt C; nach Cr, die
dritte C/7 mach Crr u. s. f. Hierbei
die Strecken C,Cs, C:Cry CiiCrir . . .
gleich lang und die dussern Winkel zweier
aufeinander folgenden Seiten sind gleich
U. Wenn U kein ganzzahliges Vielfaches
der Periode U, = 2z der Eigenschwingung
ist, so ist das Vieleck C,C;C//Cr/r einem
endlichen Kreis einbeschrieben und der
Bewegungsvorgang bleibt in endlichen
Grenzen. Genau periodisch wird er, wenn
das Verhaltnis U:U, das zweier ganzer
Zahlen ¢, und ¢, ist. Wegen ¢, U = ¢, 27

wird sich nach der Einwirkung
von ¢, Stossgruppen alles perio-
disch wiederholen. Das Polygon
der C-Punkte schliesst sich auf ¢
Umlgufen.

Ist aber U= g .27, wo g eine
ganze Zahl bedeutet, so liegen
die Punkte C statt auf einem Kreis
aequidistant auf einer Geraden,
und die Bewegung des Systems
wichst mit der Zeit ins Unendliche.
Man kann dies als Slossresonanz
bezeichnen. Die Periode der Stoss-
gruppe ist dann ein ganzzahliges
Vielfaches der Eigenperiode des
schwingenden Systems.

Wenn bei einer beliebigen
Stossfolge die Zahl der Stésse in
geeigneter Weise ins Unendliche
gesteigert wird, ihre Intensititen
aber nach Null vermindert werden,
so geht das darstellende Polygon
der Punkte C in eine gewohnliche
Kurve iiber, deren Kontingenz-
winkel nun die unendlich kleinen
Zeitintervalle zwischen den Stos-
sen, deren Linienelemente die

unendlich kleinen Geschwindigkeitsspriinge messen. Die
Kurve kann aber auch als Diagramm einer erzwungenen
Schwingung gedeutet werden, die von einer #ussern stéren-

den Kraft herrithren.

Man kann sonach mit beliebiger Anndherung die Wir-
kung dusserer Krifte ersetzen durch eine Folge sehr rascher
und sehr feiner Stosse. Fir eine Naturbeschreibung, die auf
die diskontinuierlichen Vorginge aufbaut (wie vielfach die
moderne Physik), ist das von Bedeutung.

Die Wohnkolonien der Baugenossenschaft

des eidgen. Personals in Ziirich.
(Mit Tafeln 9 und 10.)

Die heute wiedergegebenen Abbildungen zeigen eine
Kolonie, die 1921 bis 1923 im Anschluss an die im letzten
Heft verodffentlichte ebenfalls von den Architekten Leuen-

berger & Giumini erbaut wurde.

Der Bauplatz (vergl. Lageplan Abb. 8), in Wipkingen
an einem Plateaurand oberhalb des stadtischen Wasser-
werks gelegen, wird beherrscht vom Schulhaus Letten,
das vor acht Jahren die Gebriider Bram erbaut haben!)
und das mit seiner rotgetdnten ruhigen Masse das Farben-

thema fir die Umgebung stellt.

') Dargestellt in Band 68, Seile 273 (9. Dezember 1916). Red. Abb. 8. Lageplan der Wohnkolonic im Letten. — Masstab 1 : 2000.
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Abb. 9 und 10. Frontansicht und Grundriss 1:400 des Doppelhauses VII|VIII an der Strassenkreuzung.
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