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Nr. 11.

Tragheitskriafte und Eigenschwingungszahlen
von Maschinenwellen.

Elementar dargestellt von Prof. Dr. W. Kummer, Ingenieur, Ziirich,

Die Eigenschwingungszahlen von Maschinenwellen,
die von der Wellenverbiegung oder von der Wellenver-
drehung, oder von beiden Beanspruchungen kombiniert
hervorgerufen werden, sind nach der einschligigen Lite-
ratur in der Regel aus den Differentialgleichungen der
klassischen Dynamik hergeleitet. Indessen ist es fiir das
grundlegende Schema der schwingenden Einzelmasse sowohl
im Falle der Wellenverbiegung, als auch im Falle der
Wellenverdrehung moglich, die Fo mel fiir die Eigen-
schwingungszahl auf elementarem Wege, gleichsam auf
statischer Grundlage, rechnerisch zu ermitteln, wozu in
beiden Fallen die Zentrifugalkraft der rotierenden Masse
ganz oder zum Teil die Gegenkraft der in Betracht fallen-
den elastischen Kraft bildet. Fir die Biegungserscheinung
ist diese Berechnungsmethode allgemein bekannt und in
die Handbiicher des Ingenieurs!) tibergegangen; firr die
Verdrehungserscheinung finden wir einen beztiglichen,
hier niher zu erdrternden Ansatz in dem kiirzlich erschie-
nenen Werke von Dr. Ing. Hans Wydler?). Mit Riicksicht
auf die analogen Erorterungen zur Herleitung der jewei-
ligen Beziehungen, sollen beide Fille im Folgenden zur
Darstellung kommen. Als weitere, dritte Gattung von
Eigenschwingungszahlen an Maschinenwellen kann man
noch die aus der Lingeninderung (Dehnung) von Kurbel-
stangen hervorgehende betrachten, wobei jedoch die be-
wegten Massen nicht nur Eigenschwingungen, sondern zu-
gleich meistens auch erzwungene Schwingungen unmittelbar
bewirken, die harmonischen Drehmomenten von Trigheits-
kriften entsprechen; statt einer Einzelwelle ist nun aller-
dings ein eigentliches ,Getriebe”, nimlich entweder das
Gleitkurbelgetriebe (Schubkurbelgetriebe) oder das Paral-
lelkurbelgetriebe, zu betrachten. Auch fir diese Schwin-
gungen die wir als ,Dehnungsschwingungen“ bezeichnen
wollen, lassen sich die Eigenschwingungszahlen auf ele-
mentarem Wege, also ohne Zuhiilfenahme von Differential-
gleichungen, ermitteln, wie im Folgenden gezeigt wird.

1. Biegungsschwingungen. Auf die masselose Welle
sei die scheibenformige Masse 7 mit der sehr kleinen
Exzentrizitit ¢ aufgebaut. Bei der Rotation erfihrt die,
gemiss der Durchbiegung f aus der Geraden verformte
Welle eine als ,zusatzliche® Kraft auftretende Zentrifugal-
kraft Z vom Betrage:

Z=m(f+e). w?

die nach Massgabe der Biegungskonstanten ¢; mit der zu
f proportionalenKraft B der federnden Biegung vom Betrag
Bi— f[,f

im Gleichgewichte stehen muss, derart dass

m (f+e) w?=cf.
Die hieraus bestimmte Durchbiegung:

me w2

f: _::; m w?
wird ein Maximum, wenn der Nenner verschwindet, was
far die kritische Winkelgeschwindigkeit @, , bezw. fir

die kritische Drehzahl »; der Eigenschwingung der Wellen-

verbiegung:
]/ < T &
Wy = V= —— =
4 m 4 2 27T n

1) Vergl. Band II der «Hitte», sowie Band I des Taschenbuches
fir den Maschinenbau von . Dubbel.
2) Vergl. unter <Literatur» auf Seite 128 dieser Nummer.

der Fall ist. Bekanntlich vermeidet man fiir numerische
Rechnungen die Bestimmung der als Kraft pro Langen-
einheit anzugebenden Grésse ¢; und schreibt:

7] Gt

e mf _/‘T
weil die Kraft ¢, f dividiert durch 2 der Beschleunigung g
der Erdschwere gleichzustellen ist. Man erhalt dann:

e E
I

ael s

Man kann auch anstelle von ¢; die ihr reziproke Grésse

75 einfiihren, die, ebenso wie ¢;, den Elastizitatsmodul £

und das Flichentrigheitsmoment des Wellenquerschnitts

enthalten muss, und kann schreiben:

1 T / I
Wy — ) e y
Yo ”m 27 )’1, ”m

welche Darstellungsform wir in einer {rihern Verdffent-
lichung!) benutzten.

2. Drehschwingungen. Unsere zylindrisch- angenom-
mene Welle, deren Zylinder-Erzeugende 4 B =/ links in
Abbildung 1 dem Beschauer zunichst liegt, sei am End-

Abbildung 1.

querschnitt bei 4 mit einer als unendlich gross anzu-
nehmenden Masse versehen, wihrend der Endquerschnitt
bei B die endliche Masse m aufweisen soll. Der Verdre-
hung entspricht der Schiebungsbogen:

: =815
fir den die Festigkeitslehre die Beziehung:
f=M =

liefert, in der mit M; das tordierende Moment, mit » (= OB
in Abbildung 1) der Wellenradius und mit ¢, die Torsions-
konstante bezeichnet sind. In ¢ sind das polare Trigheits-
moment J;, der Schubelastizititsmodul G und die Lange /
gemass : Gy ;

l

enthalten, derart, dass ¢, als Moment pro Bogeneinheit
Deformation gemessen ist. Wir nennen die deformierende
Schubkraft P und schreiben:

M,
P = L= c,é
7 7

C; —

Nach H. Wydler?) entspricht dem Schiecbungsbogen f eine
Tragheitskraft 7, die als Komponente der Zentrifugalkraft
in der Anfangsrichtung von f/ den Wert:
T = m a w?
hat, wobei fiir die Bewegungsumkehr:
a =

und &) %, = m f@?

gesetzt wird, und wobei die Auflésung nach w den Ausdruck
der kritischen Winkelgeschwindigkeit der Torsion ergibt:

AR ]/jf 2 ]// G
LV mer (7"—’ m !l

1) Auf Seite 147 von Band LXXII (am 12. Oktober 1918).
2) Seite 8 seines oben erwihnten Werkes.
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Weiter wird zur Abkiirzung gesetzt:
‘GT{L —

und als Wellenkonstante, bezw. ,Systemkonstante“ beniitzt.

Obwohl die Darstellung von H. Wydler zu richtigen
Resultaten fithrt und als Grundlage seines Berechnungs-
verfahrens der kritischen Drehzahlen von Mehrmassen-
systemen von praktisch hohem Wert ist, muss sie doch in
formaler Hinsicht als wenig befriedigend bezeichnet werden,
da sie die niemals tbereinstimmende Richtung der, bei
Verdrehung um einen Quadranten sogar in Quadratur
stehenden Grossen P und 7, die im ,Umkehrpunkt® gleich-
“gesetzt werden, vernachldssigt. Wie aus der rechten Seite
von Abbildung 1 ersichtlich ist, wirkt tatsdchlich beim
Verdrehungswinkel «, der dem Schiebungsbogen B B’ ent-
spricht, die Schubkraft P bei B’ tangential; anderseits
wirkt von B’ aus die Zentrifugalkraft

Z =mr n?
radial und ihre von Wydler mit 7 bezeichnete Kompo-
nente ist tatsdchlich gleich:
+ 7= mr w? sin a

und kann nur von:

P cos a = (c,%). COS @) =— I

im Gleichgewicht gehalten werden. Wir haben somit die

Beziehung:
. 7
my @2 sln a = ¢ —, COS «.
7

Mit Riicksicht auf: Ji= 1
und fir kleine Verdrehungen mit:
sina =~ a; cosa=nJI
folgt:
7 o
my m?a—c —

B)

und daraus die kritische Winkelgeschwindigkeit der Torsion :

@
wl = 2
mr

Wir setzen noch statt (m 72) das Massentrigheitsmoment @
und geben neben w, weiter noch die kritische Drehzahl »,
der Eigenschwingung an und erhalten:

e 1 o

Ll e e
Indem wir noch anstelle von ¢, die ihr reziproke Grosse I’
einfiihren, erhalten wir die von uns in einer frithern Ver-

offentlichung bevorzugte!) Darstellungsform :

S s
Ol T E= o | e

Unserer Ableitung kann man, wie ibrigens den
meisten Sitzen ber Torsionsfestigkeit, vorwerfen, dass
sie zunichst nur f{dr kleine Winkel o zutreffen; jedoch
muss sie in formaler Hinsicht als korrekt bezeichnet werden.

3. Dehnungsschwingungen. Statt der einfachen Ma-
schinenwelle betrachten wir nun das Kurbelgetriebe, das
entweder zwischen zwei parallelen Wellen als , Parallel-
kurbelgetriebe, oder zwischen einer drehenden und einer
geradlinigen Bewegung als -, Gleitkurbelgetriebe* wiikt,
wobei als einzige Elastizitit diejenige der Stangen-Dehnung
in Betracht falle, wofiir mit:

I

Vv = —

die im Lingenmass gemessene Deformation pro Einheit
der Zug- oder Druckkraft in den Stangen eingefihit sei.
Beim Einmasse-System nach Abbildung 2 hat die Gleich-

22 2
setzung der kinetischen Energie (112 ) und der potentiellen

Energie (von der Form: Kraft mal Weg) mit Riicksicht auf:
U—%

und mit Ricksicht auf den Mittelwert % der elastischen

Kraft, deren Deformationsweg x ist, die Form:

m (x w)? %
= =

1) Auf Seite 147 von Band LXXII (am 12. Oktober 1918).

woraus das der Eigenschwingungszahl entsprechende o mit

Bl
3 5 _7)7_ i ymn
bezw. die Eigenschwingungszahl » mit:

w =

I (2 I t

Po— —_— =
}/ﬂl

27 7 ﬁ
folgt. Beim Zweimassen-System nach Abbildung 3 bestehen
zwei simultane Energiegleichungen:

mi(n w)?  c(x x)
2 5 2 Sy
my (G @2 c(x X))

e 2
2 2
weil die elastische Kraft, die
der Konstanten :

pro Lingeneinheit gleich ist

cC—= —

. . 7 .
die Gesamtdehnung, die durch die Wegsumme x; -} 2,
gemessen wird, hervorruft. Die Summierung der Energie-
gleichungen liefert:
2o N e 2D
;@ (ml = 1119 xl) = =C ([ ! x;)
wihrend aus dem Quotienten der Energiegleichungen:
i 5D
Pl ?1
folgt. Setzt man diesen Wert in die vorherige Gleichung
ein, so folgt aus: :
@ (my 4=m,)) =2¢ <r | ;:J)
2
das der Eigenschwingungszahl entsprechende o mit:

]’/’ ( [t ) V my —— miy
o= Jc|— + =)=
ny 7y ;’ ny Mg
bezw. die Eigenschwingungszahl » mit:
1 1 I e
S C(* W e s
die wir in frithern Veroffentlichungen benutzten?).

Es mag bemerkt werden, dass fir die Kurbelgetriebe,
die einem der Schemata nach Abbildung 2 oder 3 ent-
sprechen, auch die, aus den harmonischen Drehmomenten
der Tragheitskréfte hervorgehendcn, erzwungenen Schwin-
gungen elementar erhillich sind, deren Ordnung, bezw.
deren Verhiltnis ,Frequenz zu Drehzahl" allgemein Zahlen-
werten aus der ganzzahligen
Reihe: 1, 2; 3, 4... ent-
sprichts).

Man erkennt aus dem Auf-
treten solcher erzwungener

v Schwingungen, dass die Trag-

heitskrafte demnach far die
,Getriebe “, die , Dehnungs-
Abb. 3.

my = mg

m2

schwingungen “ hervorrufen,
wesentlich verwickeltere Er-
scheinungen zeitigen, als far
gewdhnliche, nur auf Biegung
oder Drehung beanspruchte Maschinenwellen, fir die die
Tragheitskrafte nur zu Eigenschwingungszahlen {fiihren 3).
Glicklicherweise kennt und verwendet die Technik aber
auch Getriebe, die sich hinsichtlich der Schwingungen nicht
anders, als die gewohnlichen Maschinenwellen verhalten.

Abb. 2.

Diplom-Arbeiten
an der Architektenschule der E.T. H.

(Schluss von Seite 112)

In Ergidnzung der in letzter Nummer vorgefihrten
Entwiirfe der Klasse Gull lassen wir hier einige Beispiele
von diesjahrigen Diplom-Arbeiten der Klasse Moser folgen.
Wie bereits bemerkt, lag dieser Aufgabe ein Katasterplan
mit Hohenkurven des Gebietes zwischen Burghdlzli und

1) Seite 68 von Band LXVI (7. August 1915), sowie Seite 147 von
Band LXXII (12. Oktober 1918).

2) Dass die Beriicksichtigung weiterer Elastizildten, als der in den
Stangen allein angenommenen, und dass die Beriicksichtigung von Lager-
spiel komplizierend wirkt, wobei auch die Eigenschwingungszahl beeir flusst
wird, mige mit Riicksicht auf Vollstindigkeit bemeikt werden.

3) Wenigstens im Rahmen rein elemeniarer Betrachtung.
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