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Zur Frage der Stabilitat rotierender Wellen.
Von Prof. Dr, Zheodor Poschl, Deutsche Techn. Hochschule. Prag.

Gelegentlich der Bearbeitung eines zusammenfas-
senden Berichtes iber die bisher auf diesem Gebiete vor-
liegenden Ergebnisse bin ich fiir den Fall einer einzelnen,
auf einer schlanken Welle exzentrisch aufgekeilten Schwung-
scheibe durch Verwendung der sog. Lagrange’schen Gleich-
ungen (zweiter Art) zu einer methodischen Vereinfachung
und zu Bemerkungen tber den Stabilititscharakter der
bekannten Losungen gelangt, die ich im folgenden mitteilen
mochte. Aus der umfangreichen Literatur iber diesen
Gegenstand, die insbesondere mit den Namen A. und O.
Foppl, L. Prandtl, 4. Stodola u. a. verkniipft ist, schliesse
ich mich hier inbesondere an die Mitteilungen des letzt-
genannten Forschers an, die in den Binden 68, 70, 71
(1916 bis 1918) dieser Zeitschrift und in Dinglers Journal
333 (1918) erschienen sind, sowie an die Darstellung in
seinem Werke: ,Dampfturbinen® vierte Auflage S. 627 u.f.
Es soll sich zunzchst um das ebene Problem handeln, ohne
Berticksichtigung der Kreiselwirkung infolge Schrigstellung
der Kreiselaxe.

Meistens nennt man sfabi/ eine solche Form statio-
ndrer Bewegung, bei der einer Veranderung der anfing-
lichen Lagen und Geschwindigkeiten in weiterem Verlaufe
nur solche Lagen und Geschwindigkeiten entsprechen, die
die Betrige der urspriinglichen Stdérungen nicht {ber-
schreiten, und zwar derart, dass sich die ungestérte Be-
wegung der gestorten fiir unendlich abnehmende Stérungen
ergibt. Zur Entscheidung der Frage, ob Stabilitat in diesem
Sinne vorhanden ist oder nicht, dient die Methode der
kleinen Schwingungen, durch die die Beschaffenheit der
Nachbarlésungen zu stationiren Bewegungen untersucht
wird. Der Fall der vertikalen Welle, in dem das Eigen-
gewicht der Scheibe keine Rolle spielt, gehért unmittelbar
hierher. Dabei empfiehlt es sich, den Umstand zu verwerten,
dass die Winkelkoordinate, die die Drehung des Systems
darstellt, zyklisch ist und mit Hilfe des ihr entsprechenden
Integrals, das den ,Drall® des Systems gibt, durch ,Igno-
ration mittels der Routh’schen Funktion eliminiert werden
kann, wodurch die Ordnung des Problems von vorne-
herein um zwei Einheiten erniedrigt wird. Der Drall wird
dabei, dhnlich wie es bei der Stabilitdtsuntersuchung des
Kreisels geschieht, fiir die gestorte Bewegung so gross
angenommen wie fur die ungestorte.!) Fir die ,kritische
Geschwindigkeit 1. Art“ wird der Abstand des Schwer-
punktes von der Lagermittellinie unendlich.

Fir die horizontal gelagerte Welle hat nun Stodola
fir den halben Wert der kritischen Geschwindigkeit ein
yzweites kritisches Gebiet“ gefunden, bei der sich eine
Unruhe des Ganges bemerkbar macht. Vom analytischen
Standpunkt lisst sich dariiber sagen, dass hier eine parti-

!) Stodola hat fiir die gestorte Bewegung einen anderen Drall zu-
gelassen, als fiir dic ungestorte, und gefunden, dass dann Glieder auftreten,
die der Zeit proportional sind, mithin auf Instabilitst deuten. Indessen
verlduft die Bahnkurve des Schwerpunktes als Ganzes genommen in der
gestorten Bewegung auch weiterhin in der Nihe einer cungestorten», die
dem urspriinglichen Drall entspricht, und néhert sich bei abnehmenden Sté-
rungen (unter gewissen Bedingungen) der urspriinglichen beliebig an, so-
dass jedenfalls praktisch auch in diesem Falle von Stabilitit gesprochen
werden kann. Es wire wiinschenswert, jedesmal hinzuzufiigen, in welchem
Sinne der Begriff der Stabilitit verstanden wird; hierzu vergl. insb. Prandt],
Dinglers Journal, 333 (1918), S. 179, Bei all diesen Untersuchungen macht
es sich als Mangel der Theorie bemerkbar, dass man fiir den «Stabilitits-
grad> noch iiber keine befriedigende Definition verfiigt, ein Umstand, der
z. B, auch neuestens in der Atomphysik bei der Auswahl der «stabilstens»
Elektronen-Anordnungen hemmend auftritt,

kulare ,periodische Losung“ der Bewegungsgleichungen
fir die schwere Scheibe vorliegt, iiber deren Stabilitit
durch die elementaren Methoden nicht entschieden werden
kann. In diesem Fall besitzt nimlich das System keine
ignorable Koordinate, und der Ansatz fiir die kleinen
Schwingungen fihrt auf lineare Differenzialgleichungen
2. Ordnung, deren Koeffizienten periodische Funktionen der
Zeit sind. Ob Stabilitat oder Instabilitit vorhanden ist, lasst
sich aus den Gleichungen nicht ohne weiteres ablesen, die
aus dem Ansatz fr die kleinen Schwingungen fliessen;
zur Entscheidung dieser Frage miissen vielmehr die fiir
diese Falle in der Himmelsmechanik (insbesondere durch
Poincaré u. a.) entwickelten Hilfsmittel herangezogen werden.

Zunichst seien jedoch einige Bemerkungen iiber den
Ansatz der Lagrange’schen Gleichungen und der Einfiihrung
der Routh'schen Gleichungen vorangeschickt.

Wenn die Lage des Systems durch # ortsbestimmende
Parameter ¢, ..., (Koordinaten) festgelegt und die kine-
tische Energie 7 und potentielle Energie / in diesen Para-
metern ausgedriickt wird, so bildet man die , Zagrange’sche
Funktion L = T —V und erhalt daraus die Bewegungs-
gleichungen lediglich durch Ausfiihrung von Differentia-
tionen

d 74 Z J
ar g?'i pis gq; ,(z:I,Z,...ﬂ) (I)

Man nennt nun eine Koordinate zyklisch, wenn in L
nur ihre Ableitung auftritt, sie selbst jedoch nicht vor-
kommt. Wean also von den 7 Koordinaten qi,.-q, die
ersten £ nicht zyklisch, und #—*# zyklisch sind, so ist in (1)

g; (t=n—Fk+t+1, ... 10
zu setzen und wir erhalten unmittelbar die #» — % ersten
Integrale g;. =b ({=n—Fk+t1,...n) (2)
wobei die 4; durch die Anfangsbedingungen zu bestim-
mende Integrationskonstante sind. Zur unmittelbaren Ver-
wertung dieser Integrale fir das Integrationsgeschift ist es
niitzlich, statt L die ,Routh'sche Funktion® einzufihren :

R:T—V—'.Z_‘kvbi‘]i (3)

und R mit Hilfe der Gleichungen (2) durch ¢, ..

= 0

« Jun—r

Q4 -+ quty bu_s, ... b, auszudriicken, dann ergeben sich
die Bewegungsgleichungen in derselben Form wie zuvor
d OR R :
% 09, e (t=1,2,...n— k), 4)

sie bilden jedoch nur noch ein System 2 (7—*%). Ordnung.
Diesen Vorgang wollen wir nun fiir das erste der in Rede
stehenden Probleme anwenden.

1. Welle ohne Eigengewicht der Schwungscheibe.
In Uebereinstimmung
mit Abbildung 1 und unter
Verwendung der meisten
von Stodola verwendeten
Bezeichnungen sei die
Lage des Schwerpunktes
S der Schwungscheibe
durch ebene Polarkoordi-
naten o, ¢ und die des
Wellenmittelpunktes I/
durch die unver-
dnderliche Exzentri- 3
zitait ¢ = S und o
den Winkel ¢ be- — 7
zeichnet. W wird
als Angriffspunkt der elastischen Kraft «» der durch-
gebogenen, als homogen angenommenen Welle betrachtet
(r= OW, a = konstant), die die Scheibe zur Lagermittel-
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