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Seitensteifigkeit offener massiver Bogenbriicken.
Von Prof. A. Ostenfeld, Kopenhagen.

Wihrend man gewohnlich bei Untersuchung der Seiten-
steifigkeit offener Fachwerkbriicken vom Drehungswider-
stand des Obergurtes absieht, wird dies fiir massive Bogen,
und besonders fiur solche aus Eisenbeton, eine allzu grobe
Anniherung sein. Indessen wird die Aufgabe durch exakte
Beriicksichtigung des Drehungswiderstandes ausserordentlich
erschwert. Fiir gewohnliche Fachwerkbriicken lasst sich das
Knickproblem bekanntlich auf die Untersuchung der Deter-
minante eines Systems von 5-gliedrigen Gleichungen zuriick-
fithren!); wenn jetzt in jedem Obergurtstab noch ein un-
bekanntes Drehungsmoment auftritt und die Zahl der Ueber-
zihligen daher mit diesen Momenten vergrossert wird, konate
man sich zwar die Rechnung auf die Weise durchgefiihrt
denken, dass man die Drehungsmomente als einzige Ueber-
zihlige auf ein statisch unbestimmtes Hauptsystem mit nur
biegungsfestem Obergurt einwirken liesse; ein ‘solches Ver-
fahren wiirde aber offenbar zu allzu komplizierten Rech-
nungen und Endgleichungen fithren. — Der einzige Weg,
der hiernach ibrig bleibt, scheint dann der folgende zu
sein: indem wir uns hier auf eingespannte Bégen beschrénken,
betrachtet man den fir eine willkirliche Belastung 6-fach
statisch unbestimmten Bogen, denkt sich, er habe eine kleine
Ausbiegung aus seiner Ebene angenommen und setzt eine
gegebene Kurvenform dieser Biegungslinie voraus, so dass
alle Ausbiegungen y bekannt sind, wenn nur die Ausbie-
gung f; z. B. im Scheitel gegeben ist. Sodann berechnet
man die von den Ausbiegungen y hervorgerufenen Aende-
rungen der Beanspruchungen der verschiedenen Bogen-
punkte und schliesslich auch die hierdurch bewirkte Aus-
biegung f; im Scheitel, die somit als eine Funktion von £
selbst hervorgeht, und man kommt auf diese Weise zu einer
Gleichung f, = F (f;), woraus sich die Knickbedingung wie
gewohnlich herleiten ldsst.

Abb, 1.

Das Verfahren ist also das n#amliche, das friher von
Engesser und Vianello fiir gerade Siulen angewandt wurde,
und fordert daher eigentlich noch eine Verifikation der
angenommenen Form der Ausbiegungslinie, durch Vergleich
mit der berechneten. Fiir gerade Siulen ist doch bekannt-
lich eine solche Nachpriifung nicht besonders notwendig,
indem die Form der Biegelinie nur sehr wenig durch kleine
Aenderungen des Ausgangspunktes beeinflusst wird und
im vorliegenden Falle, fiir einen eingespannten Bogen mit
symmetrischer Deformation, worauf wir uns hier beschrinken,
scheint diese Nachpriifung noch weniger notwendig zu sein,
da die Form der Biegelinie hier so ziemlich gegeben ist.

) Sle;xe «Beton und Eisen> 1916, S. 123, 147.

Um zu fertigen Formeln zu gelangen, wird es not-
wendig werden, sowohl eine einfache Bogenform wie eine
einfache Querschnittsanderung vorauszusetzen, um die Durch-
fihrung der Rechnungen moéglich zu machen. Doch kann
natiirlich die skizzierte Berechnung immer durchgefthrt
werden, falls man sich mit Summationen statt Integrationen
begniigen und in jedem Einzelfalle die Arbeit nach der
Zahlenrechnung hinlegen will.

Als Einleitung soll zuerst kurz gezeigt werden die im
folgenden benutzte

1. Behandlung des eingespannten Bogens
mit raumlicher Belastung.

Indem die Querschnitthauptaxe 1 senkrecht zur Bogen-
ebene, die Axe 2 in der Bogenebene selbst liegt, werden
die sechs Schnittkrafte eines willktirlichen Querschnitts
folgendermassen bezeichnet:
in der \ M' ...Biegungsmoment um die Axe 1, -} fiir Druck oben

Bogen- Y & ... Normalkraft, -}|- fiir Zug

ebene | 77 . Querkraft in der Axe 2, -}- nach der konvexen Seite
7" . ..Querkraft in der Axe 1, - nach vorn
M . ..Biegungsmoment um die Axen 2, -} fiir Druck auswendig
M, ...Drehungsmoment, - wenn der Bogen sich als linksgdngige

) Schraube verwindet
Die Vorzeichen fiir 7 und 7" setzen voraus, dass diese
Krafte auf das Bogenstiick links vom Schnitte angreifen.

Wie gesagt, beschrinken wir uns auf einen symmetri-
schen Bogen und stellen das Hauptsystem dar durch Ueber-
schneidung des Bogens im Scheitel (Abb. 1); die sechs Ueber-
zahligen X sollen dann die Schnittkrafte im Scheitel ersetzen.
Die drei ersten dieser Ueberzihligen, das Moment X, und
die beiden Vertikal- und Horizontalkrifte X; und X, sind
die niamlichen wie fiir den ebenen Bogen und sollen im
Punkte O (Abb. 1) angreifend gedacht werden; die drei tibrigen,
namlich die Querkraft X, senkrecht zur Bogenebene, das
Biegungsmoment X, um die Axe 2 de sScheitelquerschnitts
und das Drehungsmoment Xy, lassen wir im Punkte O,
(in der Symmetrieaxe) angreifen. Die positiven Richtungen
der Grossen X sind durch Pfeile in Abb. 1 angegeben; ein
positives X, gibt ein positives M in den verschiedenen
Bogenpunkten. Der Koordinatenanfang wird in O gelegt,
x wird nach rechts, # nach oben positiv gezahlt; O; wird
im Abstande ¢ nach unien von O angenommen. Die Bogen-
tangente schliesst mit der x-Axe den Winkel ¢ ein und
¢ wird fiur die linke Bogenhalfte als positiv, fiir die rechte
als negativ angesehen.

Mit einer willkiirlichen Belastung ergibt sich fiir den
Querschnitt (x, z) (vergl. Abb. 1):

M =M —X,— Xsx— Xz,

M = M)" + Xup + X, cos ¢ — X sin ¢,

M —= My — X.q + X, sin ¢ + Xy cos ¢,

N = N, -+ X, sin ¢ — X, cos ¢, 3]

T =Ty + Xjcos g+ X.sin ¢,

T =T — X,
und hieraus bildet man die folgende Zusammenstellung der
von den Belastungen X = — 1 hervorgerufenen Beanspru-
chungen:

Belastung M ) M" M N
Xp== =T 40 m0: —+ 1 “ o o o
XKy== =0T ui .. e % o o — sin ¢
KXo = — L ia.e ds —+ ‘ o o —} cos ¢
Xga- I o — p -+ q o
X, = (L LR o — cos ¢ |— sin @ 0
Ap =—=T oo o |+ sin ¢|— cos ¢ o
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Hieraus ist sofort ersichtlich, dass sich die Ueberzihligen
in zwei Gruppen, X, X; X, und Xy X., X, teilen, die
von einander unabhingig bestimmt werden und weiter, dass
sich auch die erstgenannten, X,, X,, X, aus je einer Gleichung
berechnen, sobald der Punkt O als Schwerpunkt der elastischen

Kriafte ?— gewihlt wird. Fir die drei letztgenannten Ueber-

zihligen erreicht man den gleichen Vorteil, falls nur:

PO NP N { geing ds — o;
£ G,
£l G,

s1n (p cos (P—— ds g 0’
Gl,

sin ¢ cos ¢ '
—— ds
£, = \

-

von welchen Bedingungen die letzte aus Symmetriegriinden

sofort erfdllt ist. Mit ¢ 4 z = z; (Abb. 1) ist:
p=xcos¢p—+z sin ¢, } {s)
q= — xsln @ —+ % COS @

womit die beiden ersten der genannten Bedingungen tiber-

gehen in:

\4 x cos? 42, sin ¢ gos P gl \ — x sin? ¢ + 3 sin P cos ek
Gl 4

El,
o : a sin ¢ cos ¢ |- % si{\';:/, T — x8'nqcos g}z cos?g e
El, ¢, '

Hier ist wieder die erste aus Symmetriegriinden erfiillt und
mittels der letzten bestimmt sich die Lage des Punktes O,
(Abb. 1). Mit z; = c 42 und

Ll

c, " (3)
wird erhalten:
. ds . o B dS
cg(un?rp—{—}ecos? ) —— = — \ (sin2 ¢ 4 & cos? ) ——
1y Iy
i . ds
—Astmrpcos rp(I———/z)T, R T )

woraus sich der Abstand ¢ berechnen lisst. Ein positives
¢ bedeutet, dass O; unter O zu liegen kommt. Fir k= 1,
ein Fall, der naturlich durchaus nicht allgemein zutrifft, der
uns aber weiter unten speziell interessieren wird, geht aus
(4) hervor, dass O, im Schwerpunkte der elastischen Kréfte

? fallt. Far rechteckigen Querschnitt ist
2

12 H3A3
m b e

Jo =

3
hé, und J,=
12

wo m zwischen 38,5 und 42,7 (letzteres fiir b = /) liegt.
Wird weiter fiir Beton G: £ = 0,45 . . . 0,375 angenommen,
so ergibt sich:

’ m o bl m = b2
k= E T o) s s + 53]

= I 3
oder fir b:h = = v X, 2; 5
k = 0,81 1,00 1,32 3,23 15,8,

bis £ — 0,98 1,20 1,59 3,89 19,0.

Nach Festlegung der Punkte O und O, bestimmen
gich die sechs Ueberzihligen aus je einer Gleichung und die
drei letzten dieser Gleichungen lauten:

as

d § :
.\',,S P+ ) = = \(* My' p -+ k My g) —,
VA ) 1y

ds

X, S (cos? ¢ |-/ 8in? () n - \ (My' cos ¢ | k My sin ) ;k
2

] s | ‘ ds
Xy \ (sin% ¢ |- £ cos? ¢) ilj— z S (My'" sin p — % My cos ¢) 7
2 2

in welchen Gleichungen die Werte p und ¢ durch die
Gleichungen (2) gegeben sind.

I1. Ausknickung des eingespannten Bogens im einfachsten Falle.

Die aussere Belastung sei lotrecht. Fiir den ebenen
Bogen hat man dann nur mit den Momenten M, zu tun,
wihrend M,” = o und M? = o. Nimmt der Bogen dagegen
die Ausbiegungen y, senkrecht zu seiner Ebene, an, wird die
Belastung die urspriinglichen Momente 4/’ ein wenig dndern
und die Momente #/,” und M,? werden von Null verschieden.
Die Grosse der genannten Aenderungen hangt von der
Wirkungsweise der Belastung ab; bleibt z. B. die Belastung
immer lotrecht und greift sie in Punkten der Bogenaxe
an (was iibrigens in der Wirklichkeit kaum moglich sein
wird), so bekommt man einen Wert der Aenderungen; wird
die Belastung durch schlaffe Hangestébe tbergefthrt, die
sich ein wenig schrag stellen, wenn sich der Bogen aus-
biegt, so ergibt sich ein anderer Wert; noch mehr ab-
weichend werden die Verhiltnisse, wenn steife Hingestabe
zusammen mit den Quertrigern steife Halbrahmen bilden.
Wiy nehmen indessen vorliufig an, die erwihnten Aenderungen
der M,-Werte seien so geringfiigig, dass man sie ganz ver-
nachlissigen kann, und strenge gilt daher die erstfolgende
Untersuchung nur fiir einen unbelasteten Bogen, der z. B.
allein von einer Temperaturinderung beansprucht wird.
Wir kommen auf die Beriicksichtigung der Schrigstellung
der Hingestibe und eventueller Halbrahmen zurtck.

Wenn der Bogen die Ausbiegungen y annimmt, stellen
sich infolge hiervon auch einige kleine Winkelanderungen o
um die Axe 2 und kleine Verdrehungen ¢ ein, indem
die Bogenaxe in eine Raumkurve iibergeht; auch diese
Deformationen werden natiirlich die erwihnten Aenderungen
der Schnittkrifte beeinflussen. Indessen hingen die Aus-
biegungen y in ahnlicher Weise von ¢ und # ab, wie die
Durchbiegung eines geraden Balkens von den Tangenten-
winkeln, und ebenso wie man gewohnlich in der Differential-
gleichung der elastischen Linie eines geraden Balkens die
dy : dy im Verhiltnis zu 1 vernachlissigt, wird es daher
berechtigt sein, im folgenden die Grossen « und # als
verschwindend zu betrachten.

Die erste Aufgabe ist nun, die Ueberziahligen X mit
Beriicksichtigung der Ausbiegungen y senkrecht zur Bogen-
ebene (siehe Abbildung 2, unten, y positiv nach vorne) zu
berechnen. Bei Aufstellung des Ausdruckes fir die Momente
im Schnitte (x, 2, ) erinnert man sich jetzt, das « und ¥
vernachlissigt werden sollen; die Tangente der Ausbiegungs-
linie (Axe des Drehungsmomentes) soll also als parallel
zur urspringlichen Bogenebene, und die Querschnittsaxen
1 und 2 sollen als wagerecht bzw. parallel zur Bogenebene
angesehen werden. X, ruft dann nur um die Axe 1 ein
Moment hervor, aber weder um die Axe 2, noch um die
Bogentangente; die senkrechte Kraft X; gibt die Momente:
— X;x um die Axe 1, -+ X; sin ¢ - y (im Punkte y in
Abbildung 2 ist ¢ negativ) um die Axe 2 und — Xj cos
@ -y um die Bogentangente usw.; X X, und X rufen die
namlichen Momente hervor wie in (1) angegeben, da eine
Parallelverschiecbung aller dreier Momentenaxen um die
Strecke y senkrecht zur Bogenebene keinen Einfluss auf die
Wirkung dieser Krifte tiben kann. Im ganzen ergibt sich:

M =M —X,— Xpx— Xz, l
M' = Xyysinp — X,y cos @+ Xap -+ X, cosp — Xysin g, l(é)

M, — — Xsycos p— Xy sinp— Xgq+ X, sin g Xycos g,
und die von den Belastungen A" = — 1 herrﬁhrendén Mo-
mente werden somit:

§ — — —

Belastung M | M M?

L

X, AT e I 1 o o
Xy=—T ..cn0.s e —ysing | +ycosqe (7)
D Ry, S —+ = ~}-y cos -y sin g
Xy —UF Fou s e o —p +q
Xi= =T 00 inies 0 — cos @ —sin ¢
Xp=—T s 0uis o “f-sin ¢ | —cosg
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Weiter ist fir alle X gleich Null: M, = M, M)" = o, S X = oy X0 3 I
My = o, wo M, den namlichen Wert hat wie fir den Lt e e 1 ,Jl_iﬁ_fﬁ]l_c’ (14)
ebenen Bogen. 32/ Lf 4

Hieraus geht sofort hervor, dass die Belastungsgheder
der drei letzten Elastizititsgleichungen Null sind, jene der
drei ersten Gleichungen die nimlichen wie fiir den ebenen
Bogen. Wenn der Punkt O als Schwerpunkt der Krafte

j gewihlt ist, wird die ganze erste Elastisititsgleichung

unverandert wie fir den ebenen Bogen, was geschrieben
werden kann:

X, = X0, (8a)
indem X,°, X,° diejenigen Werte der X-Grossen be-
zeichnen, die fiir den ebenen Bogen gelten.

Von den iibrigen fiinf Elastizititsgleichungen brauchen
hier nur die dritte und fiinfte, zu Bestimmung von X, und X,
aufgestellt zu werden, wenn wir uns auf einen symmetrischen
Bogen und iberdies auf eine symmetrische Deformation
beschrinken; in dem Falle miissen namlich die drei in der
Symmetrleebene liegenden Krafte Xj, X, und X, gleich Null
sein. Die genannten beiden Gleichungen werden unschwer
mittels der obigen Zusammenstellung (7) gebildet, sie lauten:

(" 22ds y2cos?g ; y2sin? g ]
X, — - d! d
e [\ El | g 7 A ey i +

. )
. ycos?o ysinZg My'z
X | — — ds |'= ds,
+ X [ g 77 ds S G, J’} \ I s.
" cos? @ ds sinf pds | ‘y cos? 'y sin? ¢ l
1 = ds — —~ds |=o; (8¢
X[\ A +S o | T A e, | (8c)

Bevor wir indessen zur niheren Auswertung dieser Glei-
chungen schreiten, miissen zuerst die Voraussetzungen tiber
Bogenform usw. festgeste]lt werden.

Als Form der Ausbiegungskurve nehmen wir an:

y:—;—/l(l—ll—cos?) s » & 4 ® (9)

und weiter setzen wir voraus: einen parabolischen Bogen

(545 oo

eine Querschnittinde-
rung, gegeben durch:
I; cos @ =1
].11 cos ¢ = I, } (T
wo /¢ und /,° unver-
anderlich sind und
schliesslich noch:
El,

k:b4::1' (12)

was nach obigen Aus-
einandersetzungen
tiber die Werte dieses Verhiltnisses einem Werte von b: /%
entspricht zwischen 1/, und %/;. Fir die Eisenbeton-Einzel-
bogen, die hier allein in Betracht gezogen werden sollen,
wird das Verhiltnis 6 :/% wohl gewdhnlich innerhalb dieser
Grenzen liegen und man erhilt daher sicherlich einen recht
zutreffenden Begriff der Sache mit der Voraussetzung (12),
die iiberdies die Rechnungen ausserordentlich vereinfacht.
Mit den Voraussetzungen (9) bis (12) findet man die

Punkte O und O, (Abbildung 1) zusammenfallend, im Ab-
stande 1/; f unter dem Scheitel; dieser Koordinatenanfang
ist schon in (1o) beriicksichtigt worden. Nach Ausfiihrung
der Integrationen konnen jetzt die Gleichungen (8b) bis (8c)
geschrieben werden:

Abb. 2.

135 APA° fi! —u 0
c(r 4238 4k )xc_—,, .= CX® . (13b)
wo C = 45 {71 gleich jenem Koeffizienten zu X, ist, den

man beim ebenen Bogen erhalten wiirde; da weiter die

rechte Seite die ndmliche ist wie beim ebenen Bogen, somit
rechte Seite

X0 = e kann man sie hier als CX. schreiben
4 fil
und Flg % " ELy X =0,

und X; = %le
Wenn diese Werte von X, und X, und ausserdem
= X;= X;= o, in (6) eingefiihrt werden, ergibt sich:

M =4y (éfl = y) cos p X0,

M=+ y (%fl ——y) sin p X0,

und hiermit soll schliesslich die Ausbiegung y = f; im
Scheitel berechnet werden (das Moment M/’ trigt zu dieser
Ausbiegung nicht bei). — Durch eine einiache Anwendung
der Arbeitsgleichung, mit der Belastung 1 im Scheitel,
senkrecht zur Bogenebene und auf das Hauptsystem wir-
kend, findet man:

hH= bl SM (xcosm—(——f—z)smtp)dt—{—

27

G[,, \Md(‘c51nq9—1—< f— %) cos @) dx ,

und nach Einfithrung der Werte von M’ und M; (und
mit El, = GI,):

orY N|_

2
EL‘fi = yX° g ft —Jy)dx= 7’Xc°ﬁf1-

Hieraus erhilt man endlich die Knickbedingung :

4a2ELe
pXo =252 L L (1s)

wo y praktisch genommen (siehe Gleichung 14) fiir kleine
Ausbiegungen gleich 1 ist.

oder

x,0n
E[.z" =y
4

2

Dass man also zu der fiir eine beiderseits einge-
spannte gerade Siule bekannten ZEulerschen Knickkraft
gelangt, ist vielleicht nicht besonders tberraschend, es ist
doch aber ganz interessant, diese Tatsache einmal kon-
statiert zu bekommen, und auch nicht fiir die Praxis {iber-
fliissig, wie aus dem Falle des Langwieser Viaduktes her-
vorgeht. Hiertber berichtet Schirch (,Der Bau des Tal-
iberganges bei Langwies an der elektrischen Bahn Chur-
Arosa“, Berlin 1916 Julius Springer, S. 30):

,Zu einer Diskussion gab die Frage der Knick-
gefahr des grossen Bogens Veranlassung. Es ist
klar, dass, da es sich hier um einen Fall zusammen-
gesetzter Festigkeit (Biegung und Druck) handelt, nur
die von der Normalkraft erzeugte Druckspannung,
nicht aber die grosste Gesamtspannung am Rande,
kleiner als die Knickspannung bleiben muss. Unsicher
ist dagegen die Entscheidung beziiglich der Knick-
lainge. Setzt man eine zuverlidssige Einspannung an
den Widerlagern voraus, so wire die freie Knick-
linge gleich der halben Stablinge, in diesem Falle
gleich der halben abgewickelten Bogenlinge von rund
140 m, also rund 70 m. Der Gutachter wollte jedoch
die véllige Einspannung nicht gelten lassen und nur
etwa 2/; oder 3/, der freien Stablinge oder rund
roo m als Knicklange annehmen.“

Wie man sieht, wird hier mit der Bogenlinge, statt
der in (13) eingehenden Spannweite /, gerechnet; dass
man dagegen nicht mit voller Einspannung rechnen zu
diirfen glaubte, ist natiirlich eine andere Sache. Uebrigens
handelte es sich hier nicht um die Ausknickung der Einzel-
bogen, sondern des von den beiden, miteinander verbun-
denen Einzelbdgen bestehenden ganzen Bogentrigers, und
es ist daher gewiss nicht berechtigt, den Wert # = 1 hier
zu benutzen. Wollte man die Frage hier niher unter-
suchen, miisste man die ganze Rechnung mit Summationen,
statt Integrationen, durchfithren. (Schluss  folgt.)
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