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3. Marz 1917.

SCHWEIZERISCHE BAUZEITUNG
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Neuere Beobachtungen iiber die Kritische
Winkelgeschwindigkeit von Wellen.
Von Prof. Dr. A. Stodola, Ziirich.

7. Einzelscheibe mit endlichen Relativauslenkungen.

Die Forsetzung der in dieser Zeitschrift!) beschriebenen
Versuche fiihrte alsbald zur Erkenntnis, dass die relativen
Auslenkungen der Welle gegeniiber der ,stationaren“ Be-
wegung keineswegs unendlich klein sind, sondern mit der
Weite der stationiren Auslenkung vergleichbare Grosse
haben. Dieser Umstand bedeutet eine grosse Erschwerung
fiir die Theorie der Erscheinungen, die zu wesentlichen
Vereinfachungen gezwungen wird. In einem Falle sind
endliche Ausschlige zuldssig, wenn wir namlich die An-
nahme machen, das Trigheitsmoment der Scheibe sei so
gross, dass die Winkelgeschwindigkeit w, ihrer Drehung
um den eigenen Schwerpunkt unveranderlich bleibt. Wir
betrachten nun die relative Bewegung der Scheibe inbezug
auf einen mit der Geschwindigkeit m, um die geometrische
Axe der Welle rotierenden Raum.

Um uns kurz fassen zu konnen, verweisen wir auf die
Ableitung, die V. Blaess inder ,Zeitschr.d. VereinsDeutscher
Ingenieure* 1914, S. 185 gab, dessen Gleichungen Nr. VI
jedoch durch die Aufnahme der Schwerkraftkomponenten
—Gsinwt, — Gceos wt (d. h. die Schwerkraft senkrecht
nach abwirts im ruhenden Raum wirkend gedacht) zu
vervollstindigen sind. Mit der Bezeichnung 4 = w?— w;?;
G =mg, und wenn & 7 die relativen Auslenkungen be-
deuten, erhilt man 2)

e =A&4 20y —gsin wf)
e =Anp—2mnl —gcoswitf ° (12)
1l " SRl J
Der Ansatz é=u -+ Xsinwt; n=v—-+ Ycos wt fihrt auf
we = Adu 2 wv)

ve=dv—z2wuf’ - §738)
und auf die Bedingungsgleichungen
2 ) X—2p2Y —po—
(2w w?) X —202Y —g=0] fesd

— 202 Y+ (20— wt)Y —g=of"
deren Determinante D = — w2 (4 w? — »*?) ist. Hiernach
wiren scheinbar unendlich grosse Losungen X Y vorhan-
den, wenn D =o, d. h. o = w;[2ist. In Wirklichkeit ist
L@ —wd) |

4 0? — w1

0= My &_7)*
und man kann mit dem Faktor 4 w®-— w;? in Zihler und
Nenner kiirzen, sodass die Grenzwerte X = Y = — g/w:?

iibrig bleiben. Rechnet man von vornhinein mit w = wz/2
die Beizahlen in Gleichung (1) [Bd. LXVIII, S. 210] aus, so
werden beide Gleichungen identisch, und man findet, dass
nur die Summe X 4 Y bestimmt ist. Das Verschwinden
der Determinante D ist also hier kein vollwertiges Kriterium
fiir eine kritische Geschwindigkeit, bildet aber doch ein
wichtiges Anzeichen dafiir, da D der Grenzwert der Deter-
minante des vollstindigen Problemes ist, die im friheren
als Gleichung (5) angefiihrt war, und im Grenzfalle ¢ =o
in der Tat die kritische Geschwindigkeit w, gegen den
Wert wy/2 konvergieren lasst.

Im iibrigenist noch eine zweite allgemeine Schwingungs-
art gemass Gleichung (12a) moglich., Die Form derselben
wird durch den Ansatz

t0 = Aptht S A= B gtht
erhalten, der auf )y = wx+w ; h = wpr — w; b = — A;
1) Band LXVIII, S. 197 u. 209, insbesondere S. 210 (3. Nov. 1916).

%) Die die Ableitungen nach der Zeit bezeichnenden Punkte sind
aus typographischen Griinden seiz/ich oben gesetat.

ly = — )y, fiihrt, also fir #, v die Werte
u = A, cos (wz + w)t -+ Az sin (wz 4 w) £+

+ A; cos (wp — w) ¢+ Ay sin (wz — ) ¢
v==DB, cos(wx+w)t+ . . .
liefert. Dabei sind #, v nicht unendlich klein, sondern
konnen von gleicher Grossenordnung sein, wie die Ver-
biegung durch die Fliehkraft infolge der vorhandenen Ex-
zentrizitat.

Die gewonnenen Formeln sind gut geeignet, den
Mechanismus der durchdie Schwerkraftbewirkten Schwingung
zu veranschaulichen. Setzen wir wz =271, © =27 #,
wo n, n die entsprechenden sekundlichen Umlaufzahlen be-
deuten, so erkennt man an (14), dass die Eigenschwingung
der Scheibe relativ zum mitrotierenden Raum die Fre-
quenzen ;7 und 7 — n besitzt. Die Schwerkraft
trachtet relativ zu diesem Raum eine Schwingung mit der
Frequenz » zu erzeugen. Stimmt diese mit der Eigen-
frequenz iberein, so haben wir Resonanz, also Steigerung
der Schwingungsweite, und dies findet statt, wenn »# =7, —#»

7))

oder n_—;‘f. Al e )
ist. Damit ist also der tiefste Wert der kritischen Um-
laufzahl mit Riicksicht auf das Eigengewicht wieder gefun-
den. Freilich erscheint wegen des unendlich grossen
Tragheitmomentes gemdss Gleichung (13) die Schwingungs-
weite endlich und wir haben keine Unstabilitit. Diese
tritt jedoch sofort auf, sobald das Tragheitsmoment endlich
wird, sodass auch die Winkelgeschwindigkeit der Scheibe
ins Schwanken gerit, wie die frithere allgemeine Unter-
suchung [Gleichungen (1) bis (11) auf Seite 210 letzten
Bandes] erwiesen hat.

Es mag beigefiigt werden, dass man die Form (14)
aus den bekannten klassischen Integralen von Foppl (fiir
unendlich grosses Massenmoment) ohne weiteres entwickeln
kann, indem man von den absoluten Koordinaten durch
die bekannte einfache Transformation auf die relativen
Koordinaten iibergeht. Die relative Schwingung ibrerseits
ist also nichts anderes, als die absolute Schwingung des
Schwerpunktes unter der Wirkung einer der Auslenkung
proportionalen Kraft.

(14)

2. Welle mit vielen, iiber die ganze Linge verteilten Scheiben.

Wir versuchen es, die Wirkung der Schwerkraft
unter #hnlichen vereinfachenden Annahmen anschaulich
zu machen, wie oben. Es bedeute

M die Gesamtmasse aller Scheiben einschliesslich der

Welle,

L die Gesamtlinge der Welle, die in zwei Lagern frei
gestiitzt angenommen wird,

«x die Koordinate in Richtung der Wellenaxe,

», & die Koordinaten senkrecht dazu (y wagerecht),

my; = M:L die auf die Langeneinheit entfallende Masse.

0, = 0. das Massentragheitsmoment einer Scheibe be-
zogen auf einen Durchmesser,

5, der Abstand zweier Scheiben,

©®, = 0,:/, das auf die Langeneinheit entfallende Trag-
heitsmoment,

J, E Querschnitts-Tragheitsmoment der Welle und Ela-
stizitdtsmodul,

S Schubkraft in einem Querschnitt,

M Biegungsmoment in einem Querschnitt,

Wir setzen voraus, dass die Scheiben-Exzentrizitit
streng = o sei, und schneiden ein Element von der
Linge dx aus der Welle heraus, fiir welches m, dx die
Masse, 0, dx das Triagheitsmoment bedeuten, Wir erhalten
fir die Bewegung in der YOX Ebene, relativ zu einem
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