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Neuere Beobachtungen iiber die kritischen

Umlaufzahlen von Wellen.
Von Prof. Dr. 4. Stedola, Ziirich.

(Schluss von Seite 199.)

Die Stabilitit des Gleichgewichtes iiber der kritischen
Geschwindigkeit.

Mit der Stabilitit der gestdrten Bewegung einer
rotierenden Scheibe bei reibungsfreiem Medium hat es
eine eigene Bewandtnis. Die #usserst subtile mathema-
tische Untersuchung von Behrens 1) schliesst gerade die
der stationaren Gleichgewichtslage benachbarten Gebiete
aus. Die Methode der kleinen Schwingungen fiihrt aber
auf das eigentiimliche Ergebnis, dass die stationire Bewe-
gung, bei der die Punkte O S /¥ (vergl. die Abbbildung 5
auf Seite 198 in letzter Nummer) in eine Gerade fallen,
ein - unstabiles, dynamisches Gleichgewicht darstellt. In
der von mir gegebenen Entwicklung?) verschwindet ndmlich,
worauf mich Herr Prof. A. Foppl aufmerksam machte, die
Konstante 4”im partikuldren Integral e = &' |- 6”# nicht 3),
und so besteht eine Labilitit nicht bloss iiber, sondern
ebenso unter der kritischen Geschwindigkeit. Dieses der An-
schauung vollkommen widersprechende Ergebnis veranlasst
uns, auf den Fall niher einzugehen. Die Erdrterungen
des Herrn Dr. Ing. O. Foppl haben viel zur Veranschau-
lichung der Vorginge beigetragen; in mathematischer Hin-
sicht gewinnt man volles Verstdndnis auf folgendem Wege:

Statt den Flichensatz auf die Bewegung des Schwer-
punktes allein anzuwenden, betrachten wir vielmehr die
Gesamtbewegung. Das Impulsmoment (der Drall) der
Schwerpunktsbewegung um den Anfangspunkt ist in den
bentitzten Berechnungen (,Die Dampfturbinen“, Seite 627)
= m g% ¢, jenes der Drehbewegung um den Schwerpunkt
= @y, die Ableitung hievon nach der Zeit?) ist gleich
dem #usseren Kraftmoment, das hier verschwindet, da die
Kraft stets durch den Anfangspunkt geht. Daher ist

m o2’ -+ Oy = konst. .

und bildet das erste Integral der Differentialgleichungen
des Problemes. Setzen wir wieder p = g +2; ¢ = wf-}-¢
und y = ot -+ 9, wo 9 =1+ ¢ so konnen wir obige
Gleichung nach z e+ entwickeln, und finden:
m 0o®wy —~ O wo - m (2 00 wo 2 - 002 e*) + O = konst. (1)
Das Impulsmoment der gestérten Bewegung kann nun dem
Drall der stationiren Bewegung gleich, oder davon ver-
schieden sein. In letzterem Falle erhilt man mit 6 = mg?

2 09 Wy 2 - o2& | g2 = ko . (1a)
Im ersteren Falle ist £y = o. Mit dieser Gleichung ver-
binden wir die erste und dritte des Systemes (g9) in
yDampfturbinen, Seite 628, unter Einfiilhrung der Bezeich-
nung 4 = wy% — w;?, welche die Abkiirzungen dw? = 4 ;

(I — 0) o2 = wp?; (1 — 0)2wp?: 0 = wyt: A erlaubt
e A o =T op Ry ST )
OV +aegle—F) =0 . . . . (3)

1) Ein mechanisches Problem aus der Theorie der Laval-Turbine,
Zeitschrift fir Mathematik und Physik. Bd. 59. 1911. Seite 337.

?) «Die Dampfturbinen>. IV. Auflage, Seite 628.

%) Der Grund fiir die Verwechslung liegt in dem eigentiimlichen
Umstande, dass von den a. a. O. zitierten partikuliren Integralen nicht die
Gruppen z2=a'; ¢=¥4'; v=¢' und z2=2a"t; ¢ =1¥4"t; v = ("¢ zusam-
mengehoren, sondern speziell z=a'; &==4"f; 7 =¢' deren Einsetzung
nur ¢ = o fordert. Man erkennt dies am leichtesten, wenn man g* als
besondere Variable einfiihrt, was fiir A eine Gleichung bloss 5. Grades und
nur eine einfache Wurzel 1, = o ergibt. Durch Integration der Gleichung
&=58" 4 b,e;"’—}— ... folgt dann &==4' -} 5"/_}_1,1‘).1:/) 8

o *
stabilitit. '

) Diese Ableitungen werden hier mit einem Punkt bezeichnet, der
leider aus typographischen Griinden seizlich oben angebracht werden musste.

also In-

Um die Konstante £, wegzubringen, miissen wir
8 =28 +2; ec=¢o+¢&; V=cegtt+ (4)

setzen, wo 2z, ¢'o Konstante sind, iiber die wir so verfiigen,
dass beim Einsetzen in (1) und (2)

2 Qo o Zo — (002 —+ ¢°) €0 = ky

— A zy— 2 09 wp &= 0O
sei. Darum ergibt sich abgekirzt:

20 — Qq ko; &9 — bo /30

und es bleiben die auf Null reduzierten rechten Seiten der
Gleichungen 1 bis 3 iibrig, jedoch mit z; &, als den
Variablen. Die Integration erfolgt durch die gleichen An-
sitze wie in ,Dampfturbinen, Seite 628, und fihrt auf
eine charakteristische Gleichung bloss 5. Grades in 1. Da-
bei ist nur eine Wurzel J; = o, und so stellen sich die
vollstindigen Integrale nach (4) in folgender Form dar:

2z = ky ao —{—/elal»L/egagels’—}—k3aae’-3’+...l
o A A N S AL (5)
V= ko oot | Fy oy ks caert ... l

Hiemit sind /%y % ks . .. als die willkiirlichen Konstanten
gedacht, wihrend @, b, ¢;; @3 by ¢3; . .. die Unterdetermi-
nanten der charakteristischen Determinante bedeuten. Man
erkennt, dass Znstabilitit unter allen Umstinden vorhanden
ist, falls der anfingliche Drall des Systemes vom Drall der
stationdren Bewegung abweicht, und dies ist selbstverstdndlich,
denn wir haben es mit einer Zentralbewegung zu tun, da die
Wellenkraft stets nach dem Drehpunkt gerichtet ist. Auch
unter der kvitischen Geschwindigkeit wird der Kérper nicht
um die Gleichgewichtslage der urspriinglichen stationiren
Bewegung pendeln, sondern eine neue Gleichgewichtslage
suchen, die dem verinderten Werte des Dralls entspricht.
Diese Lage kann mittels Gleichung (1) gefunden werden,
wenn man die Anfangswerte z, &' 9% einsetzt und fir die
rechte Seite m 002wy’ + O w," schreibt, sodass mit g, =
w2 e (wo'? — w;?) die Gleichung nach o' und g, aufgelost
werden kann. Beniitzt man nun die neuen Variablen o —
00 25 o= wt-+¢; w= w't+ 9, so transformieren
sich (2) und (3) unverdndert; in (3) aber verschwindet 4,
und damit die Instabilitdt der ersten Glieder in Gleichung (5).
So behilt die Mathematik ihr Recht, und die Anschauung
sieht ihre Forderung erfiillt, dass es fiir den gestorten
Korper eine gewisse Gleichgewichtslage geben muss, um
die herum er pendeln kann. Uecber der kritischen Geschwin-
digkeit ist jedoch das Zustandekommen dieser Pendelung
an die Bedingungen gekniipft, die in ,Dampfturbinen®,
Seite 628 entwickelt worden sind. Auch die hier in etwas
verdnderter Form aufgestellten Gleichungen fiihren fiir die
Nachbarschaft der kritischen Umlaufzahl zu der gleichen
Forderung wie , Dampfturbinen®, Seite 628, Gleichung (14)

Q {4
#>4 -5

oder ausgeschrieben
4 et

[ =%l
Das Trigheitsmoment muss also, damit Stabilitit in dem
nun definierten Sinne eintritt, umso grésser sein, je mehr
wir uns der kritischen Geschwindigkeit nihern. Hinzuge-
fgt werden kann, dass wunter der kritischen Geschwindig-
keit (0 negativ) die Stabilitit von selbst erfiillt ist, bei noch
so kleinem Tridgheitsmoment, insbesondere selbst fir eine
punktformige Masse.

Gehen wir zur Bewegung im widerstehenden Mittel
tber, so werden die Verhiltnisse wegen der neu hinzu-
tretenden, der Auslenkung proportionalen Dampfungskraft,
wesentlich verwickelter. Jedenfalls ist zu erwarten, dass
die Schwingungen rasch abnehmen. Dies wurde durch
einen, wenn auch primitiven Versuch bestitigt. Nachdem

q:>
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die Turbine durch eine Bremse auf eine bestimmte Dreh-
zahl eingestellt war, leitete man durch rasches Liiften der
Bremse einen neuen Beharrungszustand ein. Wiahrend des
Ueberganges nahm man in bestimmten Zeitabschnitten
Streifmarken mit Rotstift am Umfang und notierte nach-
her die entsprechenden Stellungen. Sie passten gut in
das Bild von gedampften Schwingungen hinein; i keinem
Falle konnten Anzeichen einer Instabilitit wahrgenommen
werden.

Eine neue, von der Schwerkraft herriihrende, kritische
Umlaufzahl. )

Es bedeute in Abbildung 10 neben schon erklirten
Zeichen, G das Gewieht der Scheibe, das senkrecht nach
abwiarts wirkt. Die elastische Wellenkraft P werde in
einem solchen Masstabe aufgetragen, dass sie der Strecke
WO gleich sei. Wir zerlegen P in eine mit G gleiche
und entgegengesetzte Komponente — G und die Kraft P/,
dann ist — G durch O'O und P’ durch WO’ dargestellt
und es geht P’ bei jeder
Lage der Scheibe durch den
Punkt O’ hindurch. Diesen
wahlen wir zum Koordinaten-
anfang. Die wirkenden Krifte
sind jetzt 2’ und — G in
W,und -+ G in S. Die Lage
der Scheibe ist definiert
durch die Grossen o, @, .
Wir setzen o =gp -+ 2; 9=
wot = &; Y = wet + 9, wo
z, & ¥ kleine Grossen sind.
Indem wir die Bewegungs-
gleichungen analog wie in ,Dampfturbinen“, Seite 627
aufstellen und hohere Potenzen der kleinen Gréssen z, ¢,
¢ vernachlidssigen, erhalten wir der Reihe nach fir die
Schwerpunktsbewegung in einem radialen Schlitz, fiir das
Impulsmoment des Schwerpunktes inbezug auf O, fir die
Drehung der Scheibe um S, wenn wir durch Punkte die
Ableitungen nach der Zeit darstellen, die Gleichungen

Abb.10

g — Az — 20w & = 0
2 00 Wy & —+ Q% & — witgoe (P—¢) =op . (1)
g2+ wrtegy () —¢) = —gecoswt

wobel wie oben w; die normale, kritische Winkelgeschwin-
digkeit bedeutet und die Abkiirzungen
wple

0=———(2)

A = we?2 — wi?;
0 &y i

6 = mq?;

1) Lassen wir die Welle sich unter dem Einfluss des Scheibenge-
wichtes in der Ruhelage durchbiegen, und versetzen wir die Scheibe in
sehr langsame Rotation, so wird die Drehung offenbar um diese elastische
Gleichgewichtslage erfolgen. Steigern wir die Drehzahl, so wird sich der
Einfluss der Fliehkraft geltend machen und schliesslich zur gewdhunlichen
kritischen Geschwindigkeit filhren. Daneben kommt das Gewicht der Scheibe
dadurch zur Wirkung, dass infolge der Drehung der Exzentrizitit die
Schwerkraft einmal links, einmal rechts an der geometrischen Drehachse
vorbeigeht. Die Winkelgeschwindigkeit der Scheibe muss also grundsitz-
lich Schwankungen aufweisen, die jedoch im allgemeinen unbemerkbar
klein zu sein pflegen, sodass man sich mit dieser Erscheinung bis heute
nicht zu beschiftigen brauchte. Vor Jahren schon teilten mir die
Siemens-Schuckert-Werke mit, dass sie bei etwa dem halben Betrage der
normalen kritischen Drehzahl eine Unruhe des Laufes bemerkt hitten. Die
Beobachtung an einem gut ausgewuchteten Schwungkdrper lisst nichts
hiervon wahrnehmen. In neuerer Zeit glaubte . Kerr, nach einer Mit-
teilung im ,,Engineering® (18. Februar und 3., 10. und 17. Mirz 1916)
die Schwankung an einer Lavalturbinen-Welle festgestellt zu haben, und
gelangte auf theoretischem Wege zur Folgerung, dass die Schwerkraft
bei wagrechter Welle beim o,7-fachen Betrage der normalen kritischen
Drehzahl, einen kritischen Zustand hervorbringen miisse. Ich habe in
der gleichen Zeitschrift (21. April 1916) nachgewiesen, dass, wenn iiber-
haupt, die neue kritische Geschwindigkeit bei schr grossem Triigheitsmoment
der Scheibe (wie bei Turbinen stets der Fall) beim o,5-fachen Werte der
normalen kritischen Drehzahl auftreten miisste, dass aber in dem, die Aus-
lenkung darstellenden Bruche, mit dem Nenner gleichzeitig' auch der Zihler
verschwindet. Carter gab darauf am gleichen Orte (28. April 1916) die
Formeln fiir ein grosses, aber endliches Tridgheitsmoment. Die von ihm
angewendete Methode der kleinen Schwingungen heniitzt noch die Ent.
wickelung der Verdnderlichen von der Gleichgewichtslage der urspriinglichen
stationdren Bewegung aus, was, wie nachgewiesen, auch unterhalb der kri-
tischen Drehzahl zu Instabilitit fiihrt., Nachdem wir soeben die Erklirung
fiir diesen eigentiimlichen Umstand gegeben haben, kann mit voller Sicher-
heit iiber den Sachverhalt geurteilt werden, und zwar auch fiir endliche,
beliebig kleine Schwungmassen.

eingefiihrt worden sind. In der Drehungsgleichung der
Scheibe ist auf der rechten Seite das Drehmoment G e cos v
durch Gecos wt ersetzt worden, was als Naherung fast
immer zuldssig sein wird. Die Integrale des Systemes (1)
setzen sich zusammen aus den Integralen der auf Null redu-
zierten rechten Seiten der Differential-Gleichungen, und aus
den partikulidren Integralen, die dem Gliede ge cos wy# ent-
sprechen. Fir letztere ist, wie man leicht einsieht, der Ansatz

z = Asin wet; & = Bcoswet; & = Ccosawot...(3)
zuldssig und fithrt auf das System

— (o2 - A) A+ 200 w2 B = o |
2 09 wo% A |- (— 002 Wo? - w2 0o €) B — w2 g9 e C =0 | (4)
— witego B+ (— q* wo® + wxtgoe) C = —gel

Die hieraus zu rechnenden Werte 4, B, C werden unend-
lich, d. h. wir haben es mit einer kritischen Drehzahl zu
tun, sobald die Determinante der Beizahlen 4, B, C ver-
schwindet. Ihre Nullsetzung bedeutet, dass

2
(4 w02 — @4?) (o2 — wi?) -+ (2 Wo? + wi?) W2 —;; =o (5)

sein miisse. Die Gleichung ist biquadratisch, liefert also
zwei Werte fir wy2. Am einfachsten iibersieht man den

fall
G ¢ — co.roderttre. — Jo N EE RS S (6))
Dann sind die beiden kritischen Werte:

I
W = ——W; W = Wp . . .- (7)

Im allgemeinen Falle findet man mit der Abkiirzung
(4
LR e b R BB

Eopls
q
o w2 5 —2£52 s —2Et)\2 N
)-S5 T ]
Fur kleine Werte von & folgt hieraus

£2
S

I
ar = ot (- + 5|
W22 = p? (I — % 52) l

Wie gross die Schwankungen beim Eintritt der kritischen
Umlaufzahlen schliesslich werden, dariiber kann die Methode
der kleinen Schwingungen nichts aussagen. Wie ersichtlich,
nihern sich @; w; mit wachsendem & einem gemeinsamen
Wert, der eintritt, wenn die Quadratwurzel in (g9) ver-
schwindet. Dies fiihrt auf den Wert
& = 0,507 52 = 2,96

Letzterer ist praktisch vollkommen ausgeschlossen und auch
& kann nur an Modellapparaten’ verwirklicht werden. Der
zu & gehdrende Wert der kritischen Geschwindigkeit ist

A == @y A= 0,75 e o S S R R ()
Praktisch wird man sich bei Turbinen immer in der
Gegend W, = 0,5 Wz
befinden. Im Gange befindliche Versuche mit verfeinerten
Einrichtungen, tiber die wir in Bilde berichten zu kénnen
hoffen, bestdtigen mit aller wiinschbaren Deutlichkeit die
Existenz der neuen kritischen Geschwindigkeit.

. (10)

Abb. 1.

Uebersichtskarte von Bézingen und Umgebung. — Masstab 1 : 100 000,
Mit Bewilligung der Schweiz. Landestopographie vom 25. Oktober 1916,
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