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Nr. 19.

Neuere Beobachtungen iiber die kritischen

Umlaufzahlen von Wellen.
Von Prof. Dr. 4. Stedola, Ziirich.

(Schluss von Seite 199.)

Die Stabilitit des Gleichgewichtes iiber der kritischen
Geschwindigkeit.

Mit der Stabilitit der gestdrten Bewegung einer
rotierenden Scheibe bei reibungsfreiem Medium hat es
eine eigene Bewandtnis. Die #usserst subtile mathema-
tische Untersuchung von Behrens 1) schliesst gerade die
der stationaren Gleichgewichtslage benachbarten Gebiete
aus. Die Methode der kleinen Schwingungen fiihrt aber
auf das eigentiimliche Ergebnis, dass die stationire Bewe-
gung, bei der die Punkte O S /¥ (vergl. die Abbbildung 5
auf Seite 198 in letzter Nummer) in eine Gerade fallen,
ein - unstabiles, dynamisches Gleichgewicht darstellt. In
der von mir gegebenen Entwicklung?) verschwindet ndmlich,
worauf mich Herr Prof. A. Foppl aufmerksam machte, die
Konstante 4”im partikuldren Integral e = &' |- 6”# nicht 3),
und so besteht eine Labilitit nicht bloss iiber, sondern
ebenso unter der kritischen Geschwindigkeit. Dieses der An-
schauung vollkommen widersprechende Ergebnis veranlasst
uns, auf den Fall niher einzugehen. Die Erdrterungen
des Herrn Dr. Ing. O. Foppl haben viel zur Veranschau-
lichung der Vorginge beigetragen; in mathematischer Hin-
sicht gewinnt man volles Verstdndnis auf folgendem Wege:

Statt den Flichensatz auf die Bewegung des Schwer-
punktes allein anzuwenden, betrachten wir vielmehr die
Gesamtbewegung. Das Impulsmoment (der Drall) der
Schwerpunktsbewegung um den Anfangspunkt ist in den
bentitzten Berechnungen (,Die Dampfturbinen“, Seite 627)
= m g% ¢, jenes der Drehbewegung um den Schwerpunkt
= @y, die Ableitung hievon nach der Zeit?) ist gleich
dem #usseren Kraftmoment, das hier verschwindet, da die
Kraft stets durch den Anfangspunkt geht. Daher ist

m o2’ -+ Oy = konst. .

und bildet das erste Integral der Differentialgleichungen
des Problemes. Setzen wir wieder p = g +2; ¢ = wf-}-¢
und y = ot -+ 9, wo 9 =1+ ¢ so konnen wir obige
Gleichung nach z e+ entwickeln, und finden:
m 0o®wy —~ O wo - m (2 00 wo 2 - 002 e*) + O = konst. (1)
Das Impulsmoment der gestérten Bewegung kann nun dem
Drall der stationiren Bewegung gleich, oder davon ver-
schieden sein. In letzterem Falle erhilt man mit 6 = mg?

2 09 Wy 2 - o2& | g2 = ko . (1a)
Im ersteren Falle ist £y = o. Mit dieser Gleichung ver-
binden wir die erste und dritte des Systemes (g9) in
yDampfturbinen, Seite 628, unter Einfiilhrung der Bezeich-
nung 4 = wy% — w;?, welche die Abkiirzungen dw? = 4 ;

(I — 0) o2 = wp?; (1 — 0)2wp?: 0 = wyt: A erlaubt
e A o =T op Ry ST )
OV +aegle—F) =0 . . . . (3)

1) Ein mechanisches Problem aus der Theorie der Laval-Turbine,
Zeitschrift fir Mathematik und Physik. Bd. 59. 1911. Seite 337.

?) «Die Dampfturbinen>. IV. Auflage, Seite 628.

%) Der Grund fiir die Verwechslung liegt in dem eigentiimlichen
Umstande, dass von den a. a. O. zitierten partikuliren Integralen nicht die
Gruppen z2=a'; ¢=¥4'; v=¢' und z2=2a"t; ¢ =1¥4"t; v = ("¢ zusam-
mengehoren, sondern speziell z=a'; &==4"f; 7 =¢' deren Einsetzung
nur ¢ = o fordert. Man erkennt dies am leichtesten, wenn man g* als
besondere Variable einfiihrt, was fiir A eine Gleichung bloss 5. Grades und
nur eine einfache Wurzel 1, = o ergibt. Durch Integration der Gleichung
&=58" 4 b,e;"’—}— ... folgt dann &==4' -} 5"/_}_1,1‘).1:/) 8

o *
stabilitit. '

) Diese Ableitungen werden hier mit einem Punkt bezeichnet, der
leider aus typographischen Griinden seizlich oben angebracht werden musste.

also In-

Um die Konstante £, wegzubringen, miissen wir
8 =28 +2; ec=¢o+¢&; V=cegtt+ (4)

setzen, wo 2z, ¢'o Konstante sind, iiber die wir so verfiigen,
dass beim Einsetzen in (1) und (2)

2 Qo o Zo — (002 —+ ¢°) €0 = ky

— A zy— 2 09 wp &= 0O
sei. Darum ergibt sich abgekirzt:

20 — Qq ko; &9 — bo /30

und es bleiben die auf Null reduzierten rechten Seiten der
Gleichungen 1 bis 3 iibrig, jedoch mit z; &, als den
Variablen. Die Integration erfolgt durch die gleichen An-
sitze wie in ,Dampfturbinen, Seite 628, und fihrt auf
eine charakteristische Gleichung bloss 5. Grades in 1. Da-
bei ist nur eine Wurzel J; = o, und so stellen sich die
vollstindigen Integrale nach (4) in folgender Form dar:

2z = ky ao —{—/elal»L/egagels’—}—k3aae’-3’+...l
o A A N S AL (5)
V= ko oot | Fy oy ks caert ... l

Hiemit sind /%y % ks . .. als die willkiirlichen Konstanten
gedacht, wihrend @, b, ¢;; @3 by ¢3; . .. die Unterdetermi-
nanten der charakteristischen Determinante bedeuten. Man
erkennt, dass Znstabilitit unter allen Umstinden vorhanden
ist, falls der anfingliche Drall des Systemes vom Drall der
stationdren Bewegung abweicht, und dies ist selbstverstdndlich,
denn wir haben es mit einer Zentralbewegung zu tun, da die
Wellenkraft stets nach dem Drehpunkt gerichtet ist. Auch
unter der kvitischen Geschwindigkeit wird der Kérper nicht
um die Gleichgewichtslage der urspriinglichen stationiren
Bewegung pendeln, sondern eine neue Gleichgewichtslage
suchen, die dem verinderten Werte des Dralls entspricht.
Diese Lage kann mittels Gleichung (1) gefunden werden,
wenn man die Anfangswerte z, &' 9% einsetzt und fir die
rechte Seite m 002wy’ + O w," schreibt, sodass mit g, =
w2 e (wo'? — w;?) die Gleichung nach o' und g, aufgelost
werden kann. Beniitzt man nun die neuen Variablen o —
00 25 o= wt-+¢; w= w't+ 9, so transformieren
sich (2) und (3) unverdndert; in (3) aber verschwindet 4,
und damit die Instabilitdt der ersten Glieder in Gleichung (5).
So behilt die Mathematik ihr Recht, und die Anschauung
sieht ihre Forderung erfiillt, dass es fiir den gestorten
Korper eine gewisse Gleichgewichtslage geben muss, um
die herum er pendeln kann. Uecber der kritischen Geschwin-
digkeit ist jedoch das Zustandekommen dieser Pendelung
an die Bedingungen gekniipft, die in ,Dampfturbinen®,
Seite 628 entwickelt worden sind. Auch die hier in etwas
verdnderter Form aufgestellten Gleichungen fiihren fiir die
Nachbarschaft der kritischen Umlaufzahl zu der gleichen
Forderung wie , Dampfturbinen®, Seite 628, Gleichung (14)

Q {4
#>4 -5

oder ausgeschrieben
4 et

[ =%l
Das Trigheitsmoment muss also, damit Stabilitit in dem
nun definierten Sinne eintritt, umso grésser sein, je mehr
wir uns der kritischen Geschwindigkeit nihern. Hinzuge-
fgt werden kann, dass wunter der kritischen Geschwindig-
keit (0 negativ) die Stabilitit von selbst erfiillt ist, bei noch
so kleinem Tridgheitsmoment, insbesondere selbst fir eine
punktformige Masse.

Gehen wir zur Bewegung im widerstehenden Mittel
tber, so werden die Verhiltnisse wegen der neu hinzu-
tretenden, der Auslenkung proportionalen Dampfungskraft,
wesentlich verwickelter. Jedenfalls ist zu erwarten, dass
die Schwingungen rasch abnehmen. Dies wurde durch
einen, wenn auch primitiven Versuch bestitigt. Nachdem
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