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33,45Fr./m3 oder
einschl. Architek-
ten-Honorar und
Baufiithrung

35,95 Fr./m3. Der
2151 m? mes-
sende  Bauplatz
kostete (1913)
600000 FT., bezw.
279Fr./m2Grund-
fliche oder 357
Fr./m? tiberbauter
Fliche, was an-
gesichts der vor-
ziiglichen, zentra-
len Lage missig
erscheint. Als Ex-
perten hatten das
Bauprojekt einer-
seits die Archi-
tekten Rittmeyer
& Furrer, ander-
seits die Archi-
tekten H. Fietz,
O. Pfleghard und
H. Wehrli zu
beurteilen; alle sprachen sich sehr giinstig dartber aus.

Die Ausfihrung hat die in die Architekten Bischoff &
Weideli gesetzten Erwartungen voll erfiillt, sowohl in wirt-
schaftlich-technischer als auch, wie schon unsere Bilder
zeigen, in architektonisch-kiinstlerischer Hinsicht.

Abb. 13. Wandtriger-Armierung.

Die oskulierenden Kegelschnitte

bei der Kettenlinie.
Von A. Kiefer, Ziirich.

Abb. 1. Der Kriimmungsradius #/B in irgend einem
Punkte B der Kettenlinie ist gleich dem Stiick BB* der
Normalen zwischen B und der Direktrix. Um hieraus einige
Folgerungen zu ziehen, sei auf folgende Eigenschaft der
Kegelschnitte hingewiesen (J. Steiner; Ges. Werke, Bd. II,
S.341): Wenn man bei einem Kegelschnitt den Kriimmungs-
radius iiber den Kurvenpunkt hinaus um sich selber ver-
langert und tber der Verldngerung als Durchmesser einen
Kreis beschreibt, so schneidet er denjenigen Kreis recht-
winklig, von dessen Punkten rechtwinklige Tangentenpaare
an den Kegelschnitt gehen; der Kreis tiber dem verlangerten
Kriimmungsradius hat also bei-der Parabel den Mittelpunkt
auf ihrer Leitlinie und bei der gleichseitigen Hyperbel geht
der Kreis durch ihren Mittelpunkt.

Denkt man sich in dem Punkte B der Kettenlinie den
Krimmungskreis gelegt, so kann man umgekehrt nach den
Kegelschnitten durch B fragen, die den Kreis ebenfalls zum
Krimmungskreisin B haben. Esgibtunendlich viele Parabeln,
welche den Kreis und also auch die Kettenlinie in B drei-
punktig beriihren; ihre Leitlinien gehen, dem angefiihrten
Satze gemiss, alle durch die Mitte /' von BB¥*. Ist die
Leitlinie gewaihlt, so ist die Parabel bestimmt. Unter diesen
Parabeln gibt es eine, welche die Kettenlinie vierpunktig
beriihrt; die Leitlinie dieser besondern Parabel geht durch
die Mitte M’ von BB* und ferner auch durch die Mitte
der unendlich benachbarten Lage von BB*, deren Verlange-
rung durch den Kriimmungsmittelpunkt 47 liauft. Denkt man
sich durch M alle moglichen Transversalen gelegt und fiir
jede das Stiick zwischen der festen Tangente 75 und der
Direktrix 7B*% der Kettenlinie halbiert, so ist der geome-
trische Ort der Mitten #/° die Hyperbel, deren Mittelpunkt
M* die Mitte von M7 ist und deren Asymptoten M*U,
M*B zu BT und 7B* parallel laufen. ~Die Leitlinie der
vierpunktig beriihrenden Parabel ist die Hyperbeltangente
in M'; da M' die Mitte von BB* ist, so ist diese Tangente
die Gerade M'U und dabei ist 7U = 1/, B*T = BM*.

Es gibt auch unendlich viele gleichseitige Hyperbeln,
welche die Kettenlinie in B dreipunktig beriihren; die Mittel-
punkte dieser gleichseitigen Hyperbeln liegen auf dem Kreis,
der BB* zum Durchmesser hat. Ist der Mittelpunkt ge-
wihlt, so ist die zugehorige gleichseitige Hyperbel bestimmt.

Man kann ferner unendlich viele Kegelschnitte finden,
welche die Kettenlinie in B vierpunktig beriihren; es sind
einfach die vierpunktig beriithrenden Kegelschnitte der vorigen
besondern Parabel. Diese Kegelschnitte konnen als kollineare
Figuren zur Parabel gezeichnet werden mit B als Zentrum
und BT als Axe; die Mittelpunkte dieser vierpunktig be-
rithrenden Kegelschnitte liegen auf der Geraden /, welche
durch B nach dem unendlich fernen Parabelmittelpunkt, also
senkrecht zu M'U gezogen werden kann.

Unter diesen vierpunktig berithrenden Kegelschnitten
gibt es eine gleichseitige Hyperbel; ihr Mittelpunkt ist der
Schnittpunkt der Geraden / mit dem Kreis tiber BB* als
Durchmesser. '

Bezeichnet man den Winkel zwischen / und B B* mit q,
so ist auch X VUM’ = uv und aus der Abbildung folgt:

hng abiad =2 tga = itgqx

o . KBE 153 3

Das Biischel vierpunktig beriihrender Kegelschnitte weist
einen Kegelschnitt auf, der die Kettenlinie fiinfpunktig be-
rithrt. Sein Mittelpunkt ist der Schnittpunkt von / mit der
zum benachbarten Punkt der Kettenlinie gehorigen Ge-
raden /. Die Gerade / bildet mit BO den Winkel ¢ — «;
daher ist der Winkel zwischen / und der unendlich be-
nachbarten Geraden 4 ¢ — 4 o, und wenn /N der Schnitt-
punkt der zwei Geraden ist, so folgt aus der Abbildung

NB.(dp—Ada)=BB*-4d¢-cosa

COSs o
NB.— BB ik
aa ’
U=t A
tga 2 . .
aberda gy so zeigt eine elementare Ueberlegung,
g
4 2 cos2o
dass A Zal) ;
d¢ 3 cosig
. . 9 cos
ist und somit N~NB — BB*. Fall i
1 _77; cos~a
3 cos*q

Damit ist der Mittelpunkt des fiinfpunktig beriihrenden
Kegelschnittes bestimmt. Man kann fragen, ob dieser Kegel-
schnitt Parabel oder gleichseitige Hyperbel werden kann.

M N|\
\ Abb.1

M

2
1 —icis_,“ — o. Hieraus, in Verbindung mit SIS Fe)
3 cos’yp it tg o 3
ot tgg=-+)3; atg=ogon
Im zweiten Fall muss V auf den Kreis iiber 2B * als Durch-
messer fallen; also NB = — BB* cos a
— BB*cosq=BB*%. 2% _
I 2 _qOS a
3 costg
—_ I = L -
1 2 VCOS“"
3 cos? g
Hieraus und in Verbindung mit :Z_‘;—. ; folgt

tg(p:i\/?.
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Zusammengefasst: [n jedem Punkte B einer Kettenlinie
gibt es unendlich viele dreipunktig beriihvende Parabeln und
gleichseitige Hyperbeln. Die Leitlinien der erstern gehen alle
durch die Mitte M' von B B* und die Mittelpunkte der letztern
liegen auf dem Kreise iiber B B* als Durchmesser. Im Punkte B
gibt es eine vierpunktig beriihrende Parabel und eine vier-
punktig beriilwende gleichseitige Hyperbel. Die Leillinie der
erstern wird gefunden, indem man B*T wm die Hdlfte ver-
lingert und den so entstandenen Punkt U mit M' verbindet;
der Mittelpunkt der letstern ist der Schnittpunkt des Kreises
iiber BB* als Durchmesser mit der Geraden [, die durch
B geht und auf M'U senkrvecht steht. Auf [ liegen die
Mittelpunkte von unendlich vielen Kegelschnitten, die alle die
Kettenlinie in B vierpunktig beriihren. Unter diesen Kegel-
schnitten gibt es einen, der die Kettenlinie fiinfpunklig

beriihrt. Der Abstand seines Mittelpunktes N von B 1ist
cos &

BN — BB* - L 2 cova - Auf der Kettenlinie gibt es auf
3 cos?gp

jeder Seite wvom Scheitelpunkt einen Punkt, wo eine fiinf-
punktic berithrende Parabel angebracht werden kann; die
Kurventangente in einem solchen Punkt bildet mit der Direk-
trix einen Winkel, dessen trigonometrische Tangente gleich

+ V % ist. Dagegen gibt es auf der Kettenlinie keinen veellen

Punkt mit einer fiinfpunktig berithrenden gleichseitigen Hy-
perbel.
Auf den Scheitelpunkt 4 der Kettenlinie angewendet:

Im Scheitelpunkt hat der Krimmungskreis, der aus
Symmetriegriinden vierpunktig beriihvt, einen Radius, dessen
Lénge gleich AO ist. Die Leitlinie der vierpunktig beriih-
renden Parabel geht durch die Mitte von AO parallel zur
Direktrix. Der Mittelpunkt der vierpunktig beriihvenden
Sleichseitigen Hyperbel ist O. Aus Symmetriegriinden gibt
es im Scheitelpunkt noch einen sechspunktig berihvenden
Kegelschnitl ; sein Mittelpunkt wird, entsprechend der Formel
JSiitr ON, in der o = @ = o zu selzen ist, gefunden, indem
man OA diber A hinaus um das Dreifache verlingert.

Sind die Direktrix und ein Punkt B gewihlt, so gibt
es durch B unendlich viele Kettenlinien. Jede derselben
hat in B dieselbe Grosse der Tangentialspannung, welche
durch das Lot BO von B auf die Direktrix gemessen wird.
Ist die Tangente der Kettenlinie in B ebenfalls gewihlt,
so ist die Kettenlinie bestimmt; sie ist die Evolute der
Trajektorie des Systems von Kreisen, deren Mittelpunkte
auf der Direktrix liegen, deren Radius die konstante
Lange OB hat; die Trajektorie geht von B aus senkrecht
zur Tangente der Kettenlinie, bildet also den Schnitt-
winkel go® — OBB* mit den Kreisen. Die Kettenlinie
ist auch die Evolute aller Parallelkurven zu dieser Trajek-
torie, die man ebenfalls als Trajektorien betrachten kann
und zwar beschrieben durch die Punkte der Tangente mit
dem jeweiligen Abstand von QO als Radius der Kreise;
unter diesen Parallelkurven tritt auch die Traktrix auf,
nimlich fir den Punkt 7~ und jede der Parallelkurven hat
die Spitze auf der Kettenlinie. Dreht man die Tangente
um B, so #andert sich die Kettenlinie; die entstehenden
Kettenlinien sind die Evoluten der zum selben Kreissystem
gehorigen Trajektorien, die den verschiedenen Grossen des
Schnittwinkels entsprechen. Da der Kriimmungsmittelpunkt
fir jede Kettenlinie gefunden wird, indem man die Nor-
male B* B iiber B hinaus um sich selber verlingert, so
liegen alle Kriimmungsmittelpunkte auf der symmetrischen
Geraden der Direktrix zum Punkte B und die Kriimmungs-
kreise bilden ein Kreisbiischel, von dem B der eine Grund-
punkt ist und der andere auf OB in dreifachem Abstand
von der Direktrix liegt. Also:

Durch einen festen Punkt B gibt es unendlich viele
Kettenlinien mit gegebener Divektrix. Ihre zu B gehivigen
Kriimmungsmiltelpunkte liegen auf einer sur Direktrix paral-
lelen Geraden und die Kriimmungskreise bilden ein Biischel.")
Die Kettenlinie ist der geometrische Ort fiir die Spitzen aller
Parallelkurven zu einer Traktrix.

Dieser letztere Satz enthilt nichts besonderes; denn
jede Kurve ist der Ort fir die Spitzen aller Parallelkurven
zu irgend einer Evolvente der Kurve.

Wahlt man von einer Kettenlinie die Direktrix und
eine Tangente, so gibt es unendlich viele Kettenlinien.
Ist der Berithrungspunkt B auf der Tangente angenommen,
so gehort eine bestimmte Kettenlinie zu ihm, die, wie ge-
sehen, als Evolute einer Trajektorie auftritt. Verschiebt
man B auf der festen Tangente, so sind die Trajektorien
fir den Schnittpunkt 7 der Tangente und Direktrix dhn-
lich und #hnlich gelegen und daher sind auch alle Ketten-
linien ahnlich und #hnlich gelegen.

Durch die Direkirix und eine Tangente sind unendlich
viele Kettenlinien bestimmt. Die Kriimmungsmittelpunkte,
die zu den Beriihrungspunkten auf der gegebenen Tangente
gehiren, liegen auf einer Geraden durch den Schuittpunkt T
der Tangente und Direktrix und ebenso liegen die Scheitel-
punkte aller dieser Kettenlinien auf einev Geraden durch T.
Alle Kettenlinien haben noch eine szweite durch T gehende
Tangente gemein. Halt man B und seine Tangente fest,
verschiebt die Direktrix parallel, so liegen die Scheitelpunkte
der dadurch bestimmten Kettenlinien auf einer Geraden
durch B.; die Kettenlinien sind dhnlich und dhnlich gelegen.

Von diesen zwei Sitzen sind die folgenden zwei
spezielle Fille:

Halt man von einer Kettenlinie den Scheitelpunkt fest,
verschiebt die Direktrix parallel, so gehen vom Schuittpunkte
der Direktrix und Axe an die Kettenlinien parallele Tangenten-
paare.

Hilt man von einer Kettenlinie die Direktrix und Axe
Jest, verschiebt den Scheitel auf der Axe, so beriihren alle
Kettenlinien dieselben zwei durch den Schniltpunkt von Direk-
trix und Axe gehenden Geraden.?)

Der Winkel @, den eine dieser Geraden mit der Axe
einschliesst, lasst sich folgendermassen berechnen. Der Be-
rithrungspunkt dieser Geraden mit einer der Kettenlinien

hat von der Axe den Abstand co%‘; anderseits ist dieser

Abstand gemdss den Gleichungen fiir die Kettenlinie

a Lg cotg % Aus der Gleichung

T

cos a

= a Lg cotg %, oder ¢ = cotg ‘:—

Cos &
ergibt sich a'—330 32
Sind von einer Kettenlinie zwei Punkte B, C, die
Tangente in B, ferner die Richtung der Direktrix gewahlt,
so ist die Kettenlinie bestimmt. Man kann zunichst eine
Direktrix von dieser Richtung annehmen, auf schon an-
gegebene Art die zugehorige Kettenlinie finden, die in B
die gegebene Tangente hat, dann fir B als Aehnlichkeits-
punkt die ahnliche Kettenlinie durch C suchen. Oder man
kann an eine beliebige schon gezeichnete Kettenlinie, deren
Direktrix dieselbe Richtung hat, die Tangente parallel zur
Tangente in B legen, die Kettenlinie mit dem gefundenen
Beriihrungspunkt parallel nach B schieben und fur B als
Aehnlichkeitspunkt die ahnliche Kettenlinie durch C suchen,
wobei es sich wesentlich um die entsprechenden Punkte
zum Scheitelpunkt 4 und zu O handelt. Vermittelst des
Dreieckes BFQ und des entsprechenden Dreieckes fir C
bekommt man die Tangente in C, die Linge des Bogens BC
als Differenz der ungleichen Katheten der zwei Dreiecke
und auch die Kriimmungsmittelpunkte fiir B und C.
Ist ein Kegelschnitt und auf ibhm ein Punkt B ge-
geben, so kann nach den Kettenlinien gefragt werden,

1) Dieser Satz ist ein spezieller Fall von einem allgemeineren Satz,
auf den der Verfasser durch seinen hochverehrten ehemaligen Lehrer, den
1909 verstorbenen Prof. Dr. 4. Herzog aufmerksam gemacht wurde:

wBei einem beliebigen einfach unendlichen Kurvensystem gibt es durch
einen Punkt, entsprechend allen Grissen des Schnittwinkels, unendlich wviele
Trajektorien und die su dem Punkt gehirigen Krummungsmittelpunkte aller
dieser Trajektorien liegen auf einer Geraden.“

%) Dieser letzte Satz ist von Herrn Ingenieur Z. Huber analytisch
bewiesen worden.
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die den Kegelschnitt in B mehrpunktig berithren. Durch
Umkehrung des schon angegebenen kann man sagen:

Es gibt unendlich viele Kettenlinien, die einen Kegel-
schnitt in einem gegebenen Punkte dreipunktig beriihren
ihre Direktrixen gehen durch einen festen Punkt B¥, der
gefunden wird, indem man den Krimmungsradius MB des
Kegelschnittes iiber B hinaus wm sich selber wverlingert.
Unter diesen Keltenlinien gibt es eine, die den Kegelschnitt
vierpunktig beriihrt; man findet ihre Direktrix, indem man
durch die Mitte M' von BB* die senkrechte Gerade M'U zu
dem durch B gehenden Durchmesser des Kegelschnittes zieht,
mit der mittelsenkrechten Geraden von MB schneidet und
den Schnittpunkt U mit B¥ verbindet.

Bewegt man B auf dem Kegelschnitt, so umhiillen die
Direktrixen aller vierpunktig beriihvenden Kettenlinien die
Kurve, die entstehl, wenn jeder Kriimmungsradius des Kegel-
schnittes um  sich selber diber den Kurvenpunkt hinaus ver-
lingert wird und die Endpunkte durch cine Kurve verbunden
werden.

(Man kann leicht noch andere Kurven als Kegel-
schnitte, z. B. Cykloiden, angeben, die eine Kettenlinie
mehrpunktig beriihren.)

A B
7
T F”
F :
i 8
T Q i
BH
\\\
Abb.2 sy

Abb. 2. In der obenstehenden Abbildung 2 sei
B’ der Gegenpunkt von B inbezug auf die Direktrix,
OF' sei parallel zu B'7T und BF' sei senkrecht zu QF'
gezogen; dann ist B*B = B*B', B*B' senkrecht B'7,
B'B" = F'B = QF (gleich dem Lot von 4 auf die Direk-
trix). Man kann daher eine Parabel legen mit 5 als Brenn-
punkt, ' als Scheitelpunkt, B'7 als Leitlinie und diese
Parabel beriihrt die Direktrix in B*. Denkt man sich diese
Parabel um unendlich wenig auf der Direktrix der Ketten-
linie gerollt, so bewegt sich B auf der Kettenlinie; das
gilt fir jede folgende und vorhergehende unendlich kleine
Drehung. Man hat also den bekannten Satz: Wenn eine
Parabel auf einer Tangente gerollt wird, so beschreibt der
Brennpunkt eine Kettenlinie, welche die Tangente zur
Direktrix hat. Beim Abrollen der Parabel umhillt ihre
Leitlinie B'7 eine gewisse Kurve. Die Linie B'7 und die
Tangente BT der Kettenlinie sind immer symmetrisch in-
bezug auf die Direktrix der Kettenlinie. Da B* fir eine
unendlich kleine Drehung der Parabel das Momentan-
zentrum ist, so ist B’ der Berithrungspunkt der Geraden
B'T mit ihrer Enveloppe und der Ort von B’ bildet diese
Enveloppe, das ist aber die symmetrische Kettenlinie zur
gegebenen inbezug auf die Direktrix, d. h.: i

Wenn eine Parabel auf einer Tangente abgerolll wird,
so umhiillt die Leitlinie der Parabel eine Ketlenlinie, welche
zu der vom Bremnpunkt der Parabel beschriebenen Ketten-
linie inbezug auf die Direktrix der Kettenlinie symmetrisch
liegl. Die Scheiteltangente dev rollenden Parabel hat von
der Leitlinie konstanten Abstand und umhiillt a’alter eine
Parallelkurve zur Kettenlinie.

Weil B* das Momentanzentrum ist, so ist B” der
Beriihrungspunkt dieser Parallelkurve auf F'Q; fir den
Scheitelpunkt 7' der Parabel ist OF = OB" und daher
beschreibt der Scheitelpunkt der Parabel beim Abrollen
derselben eine Kurve, die entsteht, wenn jede Tangente
B"(Q der obigen Parallelkurve iber die Direktrix hinaus
um das Stiick zwischen Berithrungspunkt und Direktrix
verlangert wird. Die Parabelaxe F'B beschreibt eine En-
veloppe, deren Bertihrungspunkt auf F'B der Fusspunkt
F" des Lotes vom Momentanzentrum B* auf ' B ist; es ist
B¥F" parallel B”Q und B*F" = 2 B"Q. Man erhilt also
die Enveloppe der Parabelaxe, indem man immer B*F"
parallel und gleich 2 B”Q macht. Aus diesem Umstand
folgt, dass wenn B* auf der Direktrix ins Unendliche hin-
ausriickt, der Punkt /" unendlich grosse Abstinde von
Direktrix und Axe der Kettenlinie erhilt. Der Ort von
F" d. i. die Enveloppe der Parabelaxe kann also keine
Traktrix sein. (Man vergleiche: Ernst Pascal, Repertorium
der hoheren Mathematik, II. Teil, S. 550).

Miscellanea.

Neue Walztridger. Neben den deutschen und den auch in
Deutschland gewalzten englischen Trigerprofilen standen dem
schweizerischen Eisenbauer seit dem Jahre 1902 noch die Grey- oder
Differdingertridger zur Verfiigung. Vor kurzem ist nun in Deutsch-
land eine weitere Trigerart, die sogenannten breit- und parallel-
flanschigen Peinertriger, abgekiirzt P-Triger, in den Handel gelangt.
Diese werden von der A.-G. Peiner Walzwerk, in Peine (Nord-
deutschland) gewalzt. Ein Vergleich der jetzt dem Eisenbauer zur
Verfiigung stehenden Formen ergibt folgendes Bild:

W |Differdinger-Profile | einePund oS P"°F',Li,he Po
g
Jy
B
Profile: i
Ne38 |
380 1,8 >itelt8
i ol e R e S pe el D
Masse
inM™m : s
; 4
i
CEy dinn- | = dick-
stegig
T
i ) ~ s -
§.= G kg/m 84 142,2 150,1 136,7 148,6 165,6 177,5
3%
g;& We:6 15,0 18,0 17,4 18,4 17,6 18,9 18,2
8
°H 4 1
s 2 (Wy:6 1,6 43 4,1 5,1 4,8 6,7 6,2
0
*5% N2 8 1% 1% 16 16 32 32
Sa | Weem 19,4 192 192 255 262 1937 1996
a
‘EE{ N2 60 100 100 100 100 100 100
=;£ Weems|  u632 11693 12425 11099 11932 13484 14318
Anzahlder
Profilnumern St 31 31 30 30 19 19

Die Benennung der Peiner-Triger erfolgt auf Grund einer

Einteilung in drei Reihen, ndmlich:
P = Triger von 16 bis 30 ¢m Hohe, Flanschbreite = Trégerhohe,

Pa= o ROUE S MOD S PSS 4 = 30 ¢m gleichbleibend,
Bors » o D2 CIEIRE B o = Trigerhéhe,
F L w8875 1007 1, . = 38 cm gleichbleibend,

Die Proﬁlnummern und deren Hohen stimmen mit denjenigen
der Differdingertriger iiberein. Mit den vorstehend erwihnten
49 Nummern der Peinertriger sollen die erhiltlichen Trigerquer-
schnitte nicht erschopft sein, indem das Walzwerk sich bereit er-
klart, Triger mit beliebigem Trigheits- oder Widerstandsmoment
herzustellen, was durch¥Aenderung der Steg- oder Flanschdicke
bewirkt wiirde (siehe punktierte Linien.)

Das wesentliche Merkmal der neuen Trdger sind die paralle-
len Flanschen. Die inneren Flanschenflichen nehmen zwar auf
eine kurze Strecke in der Nihe des Steges eine Neigung von 10°/,
an. Wenn auch diese Neigung in konstruktiver Hinsicht unerwiinscht
ist, so muss sie doch bei reiner Biegungsbeanspruchung, mit
Riicksicht auf die Kriftelibertragung zwischen Steg und Flanschen,
als zweckmissig bezeichnet werden.

Die Form der neuen Walztrdger ist durch Dr. Ing. Mann fest-
gesetzt worden und durch Gebrauchsmuster geschiitzt, das von




	Die oskulierenden Kegelschnitte bei der Kettenlinie

