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Nr. 18.

Ueber die

Schwingungen von Dampfturbinen-Laufradern.
Von Professor 4. Stodola, Zirich.

Die Schwierigkeiten der sogenannten kritischen Um-
laufzahl sind bekanntlich vom praktischen Turbinenbau
durch immer sorgfaltigere Auswuchtung der rotierenden
Teile in so weitgehendem Masse tiberwunden worden, dass
ein Uebergang iber den kritischen Wert der Geschwindig-
keit stellenweise ohne jede wahrnehmbare Erschitterung
vor sich geht, ja, dass Turbinen schon dauernd auf der
kritischen Drehzahlin Betrieb erhalten werdenkonnten. Mit der
Steigerung der Einheitsgrosse und der fortschreitenden
Erhohung der Umlaufzahlen hat sich indessen hin und
wieder eine andere Stérung rein dynamischer Natur ein-
gestellt, indem die Laufrad-Scheiben quer zur Achse in
Schwingung geraten. Die Auslenkungen kénnen so erheb-
lich werden, dass der Scheibenrand an den festen Scheide-
winden zum Streifen kommt. Dass hierbei die streifenden
Teile im Nu auf Gluttemperatur erhitzt werden und ein
gefahrdrohender Zustand eintritt, ist selbstverstindlich. Nach-
dem neuerdings auf dem europédischen Festland die Dampf-
turbinenbau-Firmen mindestens als erste Turbinenstufe
sozusagen ausnahmslos ein Scheibenlaufrad zu verwenden
pflegen, erhalt die Frage nach dem Grund der Schwing-
ungen und ihren kritischen Werten ein allgemeines prak-
tisches Interesse.

Den Hauptgrund fiir die Entstehung der Schwingungen
bildet die teilweise Beaufschlagung oder Fehler in der
Ausfithrung, wenn z. B. der Dampf an gewissen Stellen
periodisch gegen den Radkranz oder die Bandage stosst.
Die Axialkrifte dieser Strahlsplitter und selbst der gesamte
axiale Schub in einem teilweise beaufschlagten Segment
eines Rades sind indessen so klein, dass sie an sich keine
gefihrliche Auslenkung des Rades bewirken kénnten. Eine
Gefahr besteht nur dann, wenn die Periode der Kraft-
wirkung zusammenfillt mit einer der moglichen Eigen-
schwingungszahlen des Rades, d. h. wenn Resonans vor-
handen ist.

1. Die Periode der Kraftwirkung.

Es sei der ungiinstigte Fall vorausgesetzt, dass die
Beaufschlagung auf einem Bogen vom Zentriwinkel ¢, statt-
findet, wahrend der Winkel 27—¢, frei bleibt. Ist die
axiale Kraft auf die Winkeleinheit bezogen a,, so ist ihr
Mittelwert auf den ganzen Umfang bezogen a,, =a,q,: 2,
und man kann die Kraftwirkung zerlegen in den konstanten

Bestandteil a,, der der

} Scheibe unmerklich

eine
1 X Abb.1 kleine und unverinderliche
¢ Biegung erteilt und gemiss

Abbildung 1 in einen perio-

el s ] dischen Bestandteil -}- @ fur
i A = i den Winkel ¢, und — b fiir

r A b " den Winkel 27 — ¢,, wo-

bei a ¢, = (21— ¢,) b sein

muss (und b = aq, ist). Dricken wir diese aus zwei

Geraden bestehende Funktion nach den Regeln der Infini-
tesimalrechnung durch eine Fourriersche Reihe aus, so
erhalten wir:

: 26T . o Tie s
S (p) e sin ¢ —{—72 sin 2 ¢ - 5 sin 3 ¢ 4 ...

0

sin (g — q) — — - sin 2 (¢ — ¢p) — ; sin 3 (¢ — qy)—. ..

Betrachten wir nun einen Punkt des Scheibenum-
fanges, der zur Zeit / = o auf demjenigen Halbmesser liegt,
der im Sinne der Drehung um den festen Winkel ¢ gegen
den Anfang des Zeitradsegmentes geneigt ist. Dieser
Halbmesser wird zur Zeit ¢ den Winkel ¢ - o ¢ mit der
Anfangslage bilden, wo w die Winkelgeschwindigkeit der
Drehung bedeutet. Demnach ist die axiale Kraft, die auf
jenen Punkt wirkt

26
flo+on=22

o

rsin(r]‘—{— (:)i)——}—%sin 2+ wt)+ ...

—sin (@ 4+ wf — o) — é» sin2 (@ -+ wt—qy) — .. J

Losen wir das allgemeine Glied auf als sin £ (¢ -+ w )
=sinkq-coskwt+ coskpsink wt, so erkennen wir (da
@ hier einen Festwert bedeutet, der den betreffenden Um-
fangspunkt kennzeichnet), dass die von diesem Gliede
stammende Teilkraft aus zwei mit der Zeit periodisch
wechselnden, stehenden Feldern besteht, deren Summe
das in Wahrheit rotierende Kraftfeld ausmacht.

Das ganze Kraftfeld setzt sich aus einer Summe von
Gliedern zusammen, in welchen sin w#, cos w#, sin 2 w¢,
cos 2 wt, sin 3 w#, cos 3 wt... die Faktoren sind. Die
sekundlichen Schwingungszahlen der Kraftwirkung sind also
© 20 3w
2n’ 2n’ 2m
natiirlichen Eigenschwingung zusammenfillt, wird gesteigert
und ruft Resonanz hervor. Die nichste Aufgabe besteht
daher in der Ermittlung der Eigenschwingungszahlen der
Turbinenscheiben.

: Diejenige davon, welche mit einer

11. Die Kirchhoff'schen Ergebnisse.

Ueber die Eigenschwingungen einer kreisrunden Platte
liegt eine klassische Untersuchung vor von Kirchhoff in
Crelles Journal fiir reine und angewandte Mathematik,
40. Band, 1850, Seite 51 u. f., {iber die er abgekiirzt in
seiner ,Mechanik, zweite Auflage, Seite 460 u. f. berichtet.
Kirchhoff findet fiir die Zahl der Vollschwingungen in der
Sekunde die Formel

Sy PR
N.\,(,,..:p/\)?]/ir. Rk e S

worin f die aus nachstehender Zahlentafel zu entnehmende
Beizahl,

R den Halbmesser der Scheibe,

#' die halbe Dicke der Scheibe,

E den Elastizitdatsmodulus,

w die Masse der Volumeneinheit
bedeuten (Einheiten beliebig, z. B. fir kg, cm, sek ist
fur Stahl £ = 2200000; u228-107").

Die Scheiben schwingen so, dass sich entweder eine
Anzahl gleiche Winkel einschliessender Durchmesser oder
einige konzentrische Kreise oder beide zugleich als Knoten-
linien ausbilden. Diesen ,Klangfiguren* entsprechend erhalt
die Beizahl f folgende Werte:

Zahlentafel 1. Die Beizahl f.

Axilrz;m”der Kuootendurchmesser # — | o 1 2 &3
Anzahl der Knotenkreise
o — — 0,5114 i 1,1902
1 0,8840 | 1,998 | 3,432 | 5,153
2 3751 [ 583 | — | —

Hierbei ist das Verhiltnis der Knotenkreis-Halbmesser
zum Halbmesser der Scheibe das folgende:
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Zahlentafel 2. Knotenkreis-Halbmesser.
Anzahl der Anzahl der 3 Halbmesser-
Kroten-Durchmesser Knotenkreise Verhiltnis
z %o ' 5 1 0,679
1  § 0,781
0,497
] % 0,870
2 1 0,82
3 I 0,85

Fir den praktisch wichtigsten Fall, dass zwei Knoten-
durchmesser ohne Knotenkreis auftreten, erhilt man hier-
nach fir verschiedene Scheibendurchmesser und -Stirken
folgende Zusammenstellung (auf die Minute bezogen):

Zahlentafel 3.
Minutliche Sc/zwz'ngzmgszahlen bei zwei Knotenduychmessern.

3 (;énz:\ ::’}:e;}:i:lcke ‘ Ior \ 1757777\7 20 % v30 ‘ 60
700 492 ! 984 ‘ 1640 2460 ‘ 3280 | 4920 9840

Scheiben- 1000 | 241 | 482 805 | 1204 1609 @ 2415 | 4830
Durch- | 1500 | 106 ; 213 355 533 710 | 1065 | 2130
messer | 2000 6122 202 303 404 606 | 1212
in mm | 2500 38 |77 128 | 192 | 256 | 384 | 768
3000 | 27 | 54 89 | 134 | 179 | 268 | 532

Diese Ergebnisse sind fiir den Turbinenbau indessen
leider belanglos?), da sie sich auf Scheiben von wunver-

dnderlicher Dicke beziehen und die Wirkung der Flichkrifte

unberiicksichtigt lassen. Wir miissen daher die allgemeinen
Gleichungen fiir das Verhalten der wirklichen Laufscheiben
im Betriebe neu ableiten.

1I1. Schwingungsgleichungen
mit Beriicksichtigung der Flieh- und Randkrdfte.

Bezeichnungen:
xy rechtwinklige Koordinaten.
rog Polarkoordinaten in der Plattenmittelebene mit
dem Mittelpunkt als Anfangspunkt.
h die Plattendicke.
Ho="/ die halbe Plattendicke (hier unveranderlich voraus-

gesetzt).
uw=y:g die Masse der Raumeinheit
der Elastizitdtsmodulus.

y = 0,3 das Verhiltnis der Querkontraktion zur Lingen-
ausdehnung.

E = E:(1 —»? scheinbarer Elastizitaitsmodul.

R Aussenhalbmesser der Platte.

w die Auslenkung eines Plattenpunktes aus der
Mittellage.

0) Winkelgeschwindigkeit.

01 0y Hauptkrimmungsradien der gebogenen Mittel-
flache; hier istg, = 0, .7

0,0, radiale und tangentiale, gleichmissig verteilte
Spannung fiir die Flacheneinheit.

041 Op Haupt-Biegungsspannungen.

¢ die Zeit in Sekunden.

w " die zweite Ableitung von w nach der Zeit.

ww'w" w"” die 1., 2., 3., 4. Ableitung von w nach 7.

1) Eine Lucke in der Integrationsmethode von Kirchhoff, die bis anhin
nicht bemerkt worden zu sein scheint, da auch Rayleigh die Losungen
von Kirchhoff nur in ctwas anderer Form bringt, besteht insofern, als die
Schwingung einer im Mittelpunkte festgehaltenen Flatte mit seinen Integralen
nicht erhalten werden kann. Es liegt dies daran, dass er a. a. O. S. 72
dic mit X', V", bezeichneten partikuliren Integrale ausschlicsst, weil diese
fir & = o unendlich werden, was allerdings nicht sein darf. Allein Kirchhoff
iibersieht, wie Professor Hurwitz, dem ich von dieser Sachlage Mitteilung
machte, feststellt, dass durch geeignete Verbindung der partikuliren Integrale
die Schwierigkeit umgangen werden kann. Es ist namlich leicht einzusehen,
dass in einem Integral von der Form « —~ 4.\ - BY |- C (\"—Y)") beispiels-
weise {iir z — o das Glied mit dem einfachen log x herausfillt und nur noch
Glieder wie »2 log x . . . usw.) bleiben, die bei x = o nicht mehr unendlich
werden (Die Spannungen wiirden bei Punktstiitzung begreiflicherweise doch
unendlich gross werden). Doch diirfte dieser Weg ziemlich weitschweifig
sein, und da wir fiir das Folgende auch den Einfluss der Flichkraft beriick-
sichtigen miissen, wiirden uns die vollstindigen Integrale der Kirchhoff'schen
Aufgabe doch nichts niitzen.

Der Kiirze halber beschrinken wir uns auf den Fall,
dass die Ausschlage vom Winkel ¢ unabhingig sind. Wir
betrachten ein Scheibenelement, Abbildung 2, welches durch
zwel axiale Ebenen vom Nelgungswmkel dp und zwei
Zylinderflichen vom Halbmesser » und » +- dr begrenzt ist.

Die Neigung der Tangente an den Meridian der verbogenen
Scheibe im Abstand s sei 7, im Abstand » -+ dr: 7 und
im Abstand r—}-%: T
R und R/, in Richtung des Breitenkreises 7, senkrecht
zur Mittelfliche S und S’; die Fliehkraft sei /| die Biegungs-
momente in den zyhndxlschen Begrenzungsflichen M und
M', im Meridianschnitt 4. Diese Krafte werden durch
folgende Ausdriicke dargestellt:
R=rdpho, R =vrdphd,
T = drho, F= (rdpdrhu)rw?.

Im Abschnitte V leiten wir fiir die Momente folgende
Formeln ab:

B o,,‘—jE[
J

Die wirkenden Krifte sind: radial

m*

v 1 i w' 2
| = rdgh3E' <w' P )

i (43
Mgy E’l St |: CdrE (v 4 )
201 O 12 4

M, =M dg

Das Gleichgewicht dieser Krafte und Momente wird
durch folgende Gleichungen ausgesprochen:
In Richtung der Tangente:

R —R—Td¢p+F=o 3a

In Richtung der Normale:

R@—1)+Rrt,—1)+S—S+{Tdep—F)—dnw: =
oder wegen 3a
d(R7)+dS = dmw- 3b
Fir die Momente mit M' — M = dM:
dM — M,+Sdr=o 3c
Daraus folgt
dS=_ 2l th g, 4

und wenn man diesen Wert sowie dm = r d(] dr h e und
die Ausdriicke (2) in Gleich. (3) einsetzt, so ergibt sich

2k % ) s ! w!! w!'’ " w0’
2w 2 e — 2 | =0 (0w + =
T2 ; r 72 ’3 % r
3 LA
— W - SR NS e
/ dt S

Bei einer einfachen Schwingung kann man setzen
W =ucosAt. . 6
wo # nur von 7 abhidngt. Wir fithren noch dle Bezelch-
nungen
< 7 120, K2 o 12 1 A2 A4
T A R e
ein, sodass Gleich. 5 geschrieben werden kann:

~1

e 2! w' w! i " ) y
o Fi2—— — = alw +—|F -
: % st a8 l( e pr -
T2k N Or 8
e —— L e el
UE R dx

worin alle Ableitungen nun nach x statt nach » gemeint
sind. Handelt es sich um eine volle Platte von tberall
gleicher Dicke und einem freien Rand, die mit der Winkel-
geschwindigkeit « rotiert, so ist bekanntlich
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6, = ;) uw(Re—r2) . . . . . 9
welcher Wert in Gleich. (8) und in a einzufiihren ist.
Zum Zwecke der Integration der so gewonnenen
vollstindigen Differentialgleichung sind Reihenansitze zu
verwenden, die wir zunichst fir den
Sonderfall 6, = 6, = konst. = o
aufstellen wollen. Diese Belastungsart bedeutet, dass keine
Fliehkraft vorhanden ist, statt dessen am Rande der Scheibe
eine iberall gleiche Radialspannung angreift. Der Ansatz
U—ay—+a x* e, xt-a x5+ . . .10
gentigt der Forderung, dass fir x = o du : dx = o sein muss.
Die Bestimmung der Koeffizienten durch Einfithrung in
Gleich. 8 liefert:

i Bl “f o Ble®+B)

e WD Rt G e P e g m A l
e o a? B (a®+20p)

- ay 7Vx-+ = + “ h+ﬂ-_[6~T)2 X8 - .7111

Nehmen wir nun an, dle Platte sei am Rand so eingespannt,

dass die Tangente dort horizontal bleibt, so geniigt dies

Integral mit zwei Konstanten bereits, da wir nur zwel

Randbedingungen zu erfiillen haben, nimlich

1) die Auslenkung # = o fir » = R,d. h.x — 1

2) die Neigung der Tangente #' = ofiir » = R,d. h.x — 1
Bezeichnen wirdieWertederbeiden Reihenim Ausdrucke

von# bel x = 1 mit @, und @, und ebenso mit ¥; und ¥,

die Werte der Faktoren von a, as in der zu bildenden

Ableitung von # fiir ¥ = 1, so lauten die Grenzbedingungen

Qo q)1+a2 (p-_) :Ol

il e T

a Vi +a ¥V, =of
aus welchen die Konstanten @, @, zu bestimmen wiren.
Da die rechten Seiten = o sind, kann hieraus nur das

Verhaltnis ay:a, ermittelt werden, welches in beiden Glei-
chungen dasselbe sein muss und auf die Bedingung

oyt A e e A

D,

fuhrt, d. h. das Verschwmden der Determinante 4 fordert.
Diese Determinante enthilt die Grossen «, [, welche ihrer-
seits durch die Dimensionen der Scheibe und insbesondere
o und /2 gemidss Gleich. (7) ausgedriickt sind. Es kann
also aus 4 = o eine unbekannte, in unserem Falle 12 be-
stimmt werden. Dann ist die Schwingungszahl in der
Sekunde

6ol
27

7
Nl 13a
27

Im allgemeinen Fall der rotierenden Scheibe lautet die
Differentialgleichung

, in der Minute A,

min

i 2 rgptit Tt ' e/ on 28
' e g a(1—a2)u’ — a(1—3 a2) P
—Bu—o 14
y 12(3 7)) wo? Rt 12 u A2 R4
worin o =— = et Fre=rr bedeuten.
8 VAR £

Der Ansatz 1o liefert das gleiche Ergebnis wie Ausdruck 11,
welchen wir mit #, bezeichnen wollen, doch ist darin die
Konstante @, = o zu setzen, da hier der Mittelpunkt der
Scheibe festgehalten ist, also fiir » = o auch # = o sein
muss. Da die eine willkiirliche Konstante @, nicht geniigt,
muss ein weiteres Integral gesucht werden, was durch den
Ansatz
A e 2 Brad o T e

gelingt, wo A die in #, auftretende Reihe ist und fiir
B der Ansatz

B = by by x4 b at 4 . 15a
zu beniitzen ist. Nachdem man durch Einsetzen in Glelch T4
die Koeffizienten 4 bestimmt hat, kann man das allgemeine
Integral besser aus den partikul’a’lren Integralen #; (mit
a, = 1) und u, wie folgt zusammensetzen :

n:c,A+¢'g[A]gx+Bil. e e T 6
Die beiden willkiirlichen Konstanten ¢, ¢, geniigen, weil auch
hier nur zwei Randbedingungen zu erfiillen sind, namlich:

1. Der Rand ist frei von Biegungsspannungen, also muss
gemiss Gleich. (1) 05, = o oder

" u'

w'

= o (8 =SS (e e A o

2. Der Rand ist frei von Schubspannungen, d. h. S=o

oder mit Riicksicht auf Gleich. (4)

i M d
+l/r ~ y = 9

dr
; .

d i w' o w!
r|lw + 9 —(y w —J) =0
dr ( : 7‘) ( Bt r )

was nach kleiner Umrechnung auf

oder

: d S w'
s (u +——) =0
und endlich mit Einfithrung von # und x zur Bedingung fihrt:
a (. ' = :
- 7{AT:O, b ey i gl SRS

Das Ergebnis der Rechnung wird sich in der Form
D+ Co Dy =0
GV, +GYWY =o
darstellen und so wird wieder die Gleichung
| = & ¥y — D, ¥, = o
zur Bestimmung von A2 dienen. Die Ermittlung kann
natiirlich nur auf dem Wege des Probierens vor sich gehen.

Wir beniitzen diese Methode, um die nachfolgend
beschriebenen vereinfachten Verfahren zu kontrollieren.
Fir den Fall einer Randkraft allein, wobei der Rand der

Scheibe die Mittelebene stets bertihrt, erhilt man die Werte
i E' b2
= 5 83 W R

bei einer Randspannung von
YO
6 =0,833 - kglcm?

Die Rechnung im allgemeinen Falle fithrt auf so verwickelte
Ausdriicke, und die Zwischenergebnisse miissen auf so viele
Stellen genau sein, damit im Endergebnis keine starken
Abweichungen auftreten, dass man gezwungen ist, nach
Niherungsmethoden zu suchen. Als solche bieten sich dar
die Verfahren von Ritz und Rayleigh.

1V. Néherungsverfahren von Rits.

Das Verfahren von Ritz!) beruht auf dem bekannten
Lehrsatz der Mechanik, dass die potentielle Energie eines
abgeschlossenen, sich im Gleichgewichte befindlichen Systemes
einen extremen Wert besitzt, fiir den Fall stabilen Gleich-
gewichts insbesondere ein Minimum ist.

Erleidet ndmlich das System eine kleine Verschiebung,
so muss die Zunahme der Energie der innern (elastischen)
Krafte 0®, der Arbeit 6L, gleich sein, welche die &ussern
Krafte leisten. Allein 0L, ist die Abnahme der potentiellen

Energie der #ussern Krifte — 0@, und so erhilt man
0D, — — 0D, oder wenn
Di—AP Tl Dl Sl s e T o
die gesamte Energie bedeutet,
oD —io T . 20
womit der erste Teil des Satzes, auf den es uns ankommt

bewiesen ist. Die potentielle Energle ‘@, kann man, wie
besonders von Karmdn klar auseinandergesetzt hat2), ent-
weder mit den wirklichen Werten der Krifte rechnen oder
mit denjenigen unverdnderlichen Werten, welche sie in
der Lage des eingetretenen Gleichgewichtes besitzen. Denn
in der Gleich. 20 kommt nur das Differential 0@, vor,
und dieses ist fir eine einzelne Kraft = — Qdy, ob sie
veranderlich oder konstant ist. Wichst die Kraft mit der
Einsenkung y proportionell, so ist nadmlich

D, = —|0dy=—\|aydy=— -

, @v?1-konst.

= : O v -+ konst.

und unigekehrt

0b, = —ayvdy=— Q.

!) Crelles Journal 19o8. Dieses Verfahren hat durch die Arbeiten
von v. Kdrmin (Zeitschrift des Ver. deutscher Ingenieure, 1911, Seite 1889),
Poschl (Armierter Beton, 1912) und Lorenz (Zeitschrift des Ver. deutscher
Ingenieure, 1913, Seite 543) hervorragende Bedeutung gewonnen. Die
Anwendung auf Scheibenschwingungen veranlasst uns, auf die Ableitung
des Verfahrens niher einzugehen, da sich zeigt, dass man bei der Beniitzung
der verschiedenen Formen der potentiellen Energie der #ussern Krifte

, mit grosser Vorsicht zu Werke gehen muss.

%) Physikalische Zeitschr. 1913, Seite 253 u. f.
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Ist O konstant, so ist @, = — Oy - konst.
beziehungsweise &b, = — X Qy - konst.

und beide Werte @, konnen im allgemeinen in Gleich. 19
beniitzt werden.

Anderseits ist es in der Anwendung auf das Ritz'sche
Verfahren keineswegs gleichgiiltig, welchen Ausdruck von
@, man wihlt, wie aus Nachfolgendem hervorgeht.

Wirkt auf die Platte der konstante spezifische Normal-
druck p (positiv im Sinne der positiven Auslenkung w),
so ist die dussere potentielle Energie

—prdf. s e R e
ausgedehnt tiber die Plattenfliche. Die innere Energie,
d. h. die Formanderungsarbeit ist, wie wir in Abschnitt IV
nachweisen, fiir rechtwinklige Koordinaten

b, = ‘Elt L (w,, +w,)—2(01—) (v, w, —w,, )]dx dy 22

Man kann die Summe von @, und @, darstellen als

D=, + D, = ‘jF XY, Wy Wy Wy, Wy, p)AXAY . . 23
Damit dieses bestimmte Integral einen ausgerechneten Wert
annehme, ist, wie die Variationsrechnung lehrt, die Funktion
w so zu wahlen, dass sie der Differentialgleichung . . 24
8F 9 BF 8 dF 8 89F | § OF | O OF _
dw  Ox Dw, dy Ow, 0a2 Owapy | Oxdy Oway s (‘)y"’ aw,,,/ S
und den besonderen Bedingungen, die fir den Plattenrand
gelten, geniigt. Fihrt man diese Differentiation aus, so
erhalt man

b, =

E' WS [ Htw Otw O*ww

=l e T

die wohlbekannte Differentialgleichung der Plattenbiegung.
Hier ist nun zunichst einer Klippe in der Original-

Abhandlung von Ritz zu gedenken, indem Ritz als Aus-

druck von @, nicht Formel 22 beniitzt, sondern die mit

2 (1—) mu1t1p1121erten Glieder wegliasst. Es ist nach Ritz

(/)-__\\{ i (0., + w,)2—pw } AX Ay 5 26

ABA s GWW“" Musslals 1:800

-

umv [
l\\iy x 12

Mott: Toamgende Sin.

zu einem Minimum zu machen. Fuhrt man die Operation 24
an diesem @ durch, so gelangt man wohl wieder zu der
richtigen Differentialgleichung 25 und so konnte es scheinen,
als ob es uberfliissig wiare, sich mit dem verwickelten
Ausdruck 22 abzugeben. Allein die Sache #4ndert sich,
wenn man mit Ritz an Stelle von w einen Ausdruck
w=a w, +aw+ . . . . . .27
einsetzt, wo @, @, . . .konstante, w, w, ... bekannte, sonst will-
kiirliche Funktionen von xy sind, die aber den Grenzbedingun-
gen geniigen sollen, und wenn man die Bedingungen fiir die a
aufstellt, damit @ ein Minimum gewdhnlicher Art werde.
In diesem Fall ist die Vernachlidssigung des erw#hnten Aus-
druckes nur dann zulidssig, wenn das ihm entsprechende

Teilintegralg\(wm w,, — w,,?) dx dy denZahlenwert null liefert.
Nun ist der Klammerausdruck nichts anderes als das Krim-
mungsmass 1/9, 9, und das Integral
dx dy

[ o1 ¢
die Gesamtkrimmung der Plattenmittelflaiche. Diese ver-
schwindet nach einem Satze der Flichentheorie, wenn
die Normalen den Plattenrand entlang alle untereinander
parallel sind, also insbesondere fir die am Rande eingespannte
Platte, nicht aber fiir die frei schwingende Platte, wie es
unsere Turbinenrider sind.

Wenn man namlich aus der Fliche ein Element ds,
ds, ausschneidet, dessen Seiten den Hauptschnitten parallel
sind und zu allen Randnormalenvom Mittelpunkteiner Einheits-
kugel Parallele zieht, so schneiden diese ein Element do,
doy aus, sodass do; — ds;/o, und do, = ds,/gs, daher der
Inhalt do, - do, = ds, ds; : 0; 0o wird. Die Summe der Flachen-
elemente auf der Einheitskugel ist also die Gesamtkrimmung,
und diese Summe ist offenbar null, wenn die Randnormalen
der Flichen untereinander parallel sind.

Der Uebergang zur schwingenden Bewegung wird
vollzogen, indem man die Tragheitskriafte als Belastung

Einzelstehendes Mehrfamilienhaus, — 1:800.
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einfithrt und die Scheibenform als statischen Gleichgewichts-
zustand dieser Belastung und der #ussern Krifte ansieht.
Fiir die einfache Cosinusschwingung wird

w = v cos At

zu setzen sein und es wird die Tragheitskraft fir die
Flacheneinheit
p=—mw-=2k ul2vcoslt . . . . 28

Wiirden wir nun :
O, = -—Sw[) adf =— Szh'[ul?vzcoszltdf . oote 29

setzen, so wirde die Variationsbedingung 24 zu einem un-
richtigen Resultat fihren. In Gleich. 23 wird namlich 2
als von = unabhingig behandelt; man wiirde also zum
richtigen Ergebnis gelangen, wenn man in 29 nur das eine
v in 22 als variabel betrachten wiirde, was aber unzulissig
ist, oder dann miisste man auch die Ableitung nach p bilden.
Die einfachste Abhilfe ist, hier, wo p nach Gleich. 28 als
dem v proportional zu gelten hat (da fiir die betreffende
,Gleichgewichtslage“ ¢ konstant zu halten ist), den wahren
Wert der potentiellen Energie

o, z_j.:_pwdf: —jh’,ul?zﬂcos?lta’f. #30

einzufiihren, worauf die Variationsbedingung die Gleichung

ER3[6* w 4w dt w i
L T gt = e

liefert, wie sein soll.
Es bedeutet dies in der Bezeichnung von Lorenz
(Zeitschr. des Vereins deutscher
Ingenieure 1913, Seite 543) mit
@, = L, und
O,=—L,=— - 20y,

dass hier J=L,— L,
ein Minimum zu sein habe.
Man vermeidet also alle Miss-
verstindnisse am besten, wenn
man sich an den allgemeinen
Satz hilt, dass die gesamte
potentielle Energie des Systems
ein Minimum sein muss, und
wenn man fir die potentielle -

Energie der éiusserI; Krafte /?/JI
ihren wahren Wert einfiihrt.

Um die Wirkung der Flieh-
krifte zu berticksichtigen, misste
vorerst ein Ausdruck fiir die
Arbeit der Fliehkrifte, also
fir ihre potentielle Energie F
wihrend der Schwingung auf-
gestellt werden, was im nich-
sten Abschnitt erliutert wird.

Ist auf diese Weise der
vollstindige Ausdruck von @
als Funktion der Grodssen
a; a, . . . gebildet, so miissen
wie beim gewohnlichen Mini-
mum die Ableitungen

0D 0D

W = 0, DZ =0 % 32
verschwinden. Setzt man die
Determinante des Koeffizienten
dieses homogenen linearen Glei-
chungssystemes = null, so
liefern deren Wurzeln die
Werte von 2. Der kleinste
entspricht der tiefsten Schwin-
gung. Ein Beispiel der An-
wendung dieses Verfahrens
bringen wir im Abschnitt tiber
den Einfluss der Nabenboh-
rung. (Schluss folgt.)
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Wettbewerb fiir die Ueberbauung des
Berneck- und Dreilinden-Gebietes in
St. Gallen.

Mit dem , Bericht des Preisgerichts “ verbinden wir
auf diesen und den folgenden Seiten die Wiedergabe
einiger wichtigern Pline der beiden an I. und IL Stelle
pramiierten Entwiirfe , Hingende Girten“ und , Nord-
hang II“. Die Verdffentlichung der beiden andern prami-
ierten Projekte , Kronberg“ und ,Nellus“ dagegen unter-
bleibt auf besondern Wunsch ihrer architektonischen Mit-
arbeiter. Die ausschreibende Behorde hat sich mit deren
Weglassung einverstanden erklirt, da die beiden Entwiirfe
von untergeordnetem praktischem Werte sind, wie auch aus
ihrer Beurteilung durch das Preisgericht hervorgeht.

Beziiglich der Wettbewerbs-Aufgabe verweisen wir
auf deren einldssliche Erliuterung mit Uebersichtsplan in
Band 62, Seite 93. Es ist zu beachten, dass die Pline auf
den nachfolgenden Seiten 256/257 umgekehrt orientiert
sind, wie jene auf den Seiten 258/259.
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