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Der kontinuierliche Balken

auf elastisch drehbaren Stiitzen.
Von Dr.-Jng. Mazx Ritter in Zirich.

Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf die
in Abbildung 1 skizzierte Tragkonstruktion, die im Eisen-
bau und namentlich im Eisenbetonbau hiufig zur Anwen-
dung gelangt. Ein vollwandiger Balken ruht auf beliebig
vielen, mit ihm starr verbundenen Stiitzen oder Saulen
und wird derart beansprucht, dass sich die Deformation
in der Ebene des Systems vollzieht. Die Stiitzen konnen
unten eingespannt oder gelenkartig gelagert sein; ihre
Widerlager mogen als unnachgiebig vorausgesetzt werden.
Das System ist viel-

JV 7} fach statisch unbe-

A 8

y e stimmt. Die statische
: 1l Untersuchung  kann
Abb.1 Dach der allgemeinen
Methode der techni-
schen Elastizitatslehre erfolgen; man erhalt aber, sobald
die Zahl der Stiitzen ein bescheidenes Mass tibersteigt, so
viele Elastizitatsgleichungen, dass sich die zahlenmassige
Durchftihrung der Berechnung #usserst zeitraubend und
mii hevoll gestaltet. Um zu praktisch brauchbaren Rech-
nungsmethoden zu gelangen, wollen wir in der Folge bei
der Berechnung der Formanderungen den unbedeutenden
Einfluss der Normalkrafte und der Querkrifte vernachlis-
sigen. Diese Vereinfachung, die auch bei manchen andern
Aufgaben der Elastizitatslehre iblich ist (Knicktheorie,
Bogentriger mit grossem Pfeilverhiltnis), erleichtert die
Untersuchung des Systems sehr wesentlich. Das Problem
ist jetzt nahe verwandt mit der Theorie des kon-
tinuierlichen Balkens auf frei drehbaren Auflagern; der
Unterschied besteht nur darin, dass die Siulen einer Drehung
des Balkens einen elastischen Widerstand entgegensetzen,
wodurch beide Teile Nebenspannungen erleiden. Die Ueber-
schrift der vorliegenden Arbeit findet hierin ihre Recht-

fertigung.

In der Literatur ist der kontinuierliche Balken auf
elastisch drehbaren Stiitzen schon mehrfach behandelt
worden. Am bekanntesten ist wohl die elegante, graphische
Losung von M. Ritter im dritten Bande seiner ,Anwen-
dungen der graphischen Statik“, die neuerdings im Eisen-
betonbau ausgedehnte Anwendung gefunden hat; auch die
bemerkenswertenArbeiten vonProf.4.OstenfeldinKopenhagen
haben sich Eingang in die Praxis verschafft. Es muss in-
dessen bemerkt werden, dass diese und andere Losungen
sich auf die vereinfachende Annahme stiitzen, das obere
Ende jeder Stiitze bleibe wahrend der Deformation in Ruhe.
Diese Voraussetzung trifft wohl zu bei symmetrischer An-
ordnung des Systems und der Belastung, oder dort, wo
ein festes Endauflager vorhanden ist; sie versagt aber voll-
standig, wenn die Wirkung einer wagrechten Last, z. B.
einer Bremskraft, oder der (meist betrichtliche) Einfluss
einer Wiarmeanderung verfolgt werden soll. Um die letzt-
genannten Einflisse ndher zu untersuchen, stehen zwar
zur Zeit verschiedene Verfahren zur Verfiigung (W. Ritter,
G. Mantel, H. Miiller-Breslau), die aber alle die Auflosung
einer grossern Zahl von Gleichungen erfordern und in der
Anwendung zum mindesten unbequem sind.

Die folgenden, zum grossern Teil analytischen Unter-
suchungen beruhen auf neuen, jedoch ganz elementaren
Betrachtungen. Von den allgemeinen Deformationsgleich-
ungen des an beiden Enden elastisch eingespannten Stabes
ausgehend, wird zunichst eine anschauliche Definition der

,Festpunkte“ gegeben, die in der Theorie des kontinuier-
lichen Balkens bekanntlich eine wichtige Rolle spielen. Zur
Bestimmung der Lage der Festpunkte werden einfache,
auch bei verinderlichem Tragheitsmoment anwendbare
Formeln abgeleitet. Es wird sodann die Anwendung der
Festpunkte sur Ermittlung der Momentenflichen infolge einer
lotrechten und einer wagrechten Belastung, als auch einer
Wirmedinderung des Balkens gezeigt. Ein Beispiel erldutert
die zahlenmissige Durchfihrung der Untersuchung.
7. Die Formdinderung der Stitzen.
i Eine lotrechte, unten vollstindig ein-
gespannte Saule (Abb, 2) werde am Kopfe
durch die horizontale Kraft /Z und das
Moment M beansprucht; wir fragen nach
der Bewegung des Endquerschnittes. Das
Gesetz der Superposition liefert die hori-
zontale Verschiebung
e = Hey—+ Men,
und die Drehung
o = HOCH—{— M o,
wobei ¢;; und oy die Bewegungen infolge A = 1, ey und
oy diejenigen infolge M = 1 bezeichnen. Nach dem Satze
von der Gegenseitigkeit der Formianderungen ist ey =oz.
Eliminiert man #, so erhalt man
a aﬂe

o .—_e;—{—M(aM—;) L e )
Wenn das Moment von K entgegengesetzt zu M wirkt,
und M < H hist, so besitzt die elastische Linie einen Wende-
punkt R, der vom Séulenkopf den Abstand

e

A - ol P ()

r=— =

Abb. 2

e
1k S

hat. Meist ist das Tragheitsmoment J; lings der Saulen-
achse konstant; dann ist nach bekannten Formeln

B e
H=Eh E T aah L Bk
und die obigen Beziehungen gehen iber in
-3 h
a—zh+M4EJ;’ 2 @3)
2 h
L e R En e e 4)
3— M r2

Bleibt der Saulenkopf wihrend der Deformation in Ruhe,
¢ — o, so liegt der Wendepunkt R im untern Drittel der

Saule. Das Moment M = 1 erzeugt in diesem Falle
2
o= & = oy — =
eH
und bei konstantem Tragheitsmoment
h
o = & — m . . . . . . (5)
Wenn die Saule unten gelenkartig gelagert ist, so fallt
der Wendepunkt ins Gelenk und man erhalt fir konstantes

Tragheitsmoment die leicht abzuleitende Formel

(. h
a=7+M3_E_J? ST AT 6
und fir e =0 und M =1
0. - h
a—s’——gE./:"""W)

/. bedeutet den Abstand des Einspannungsquerschnittes
bezw. des Gelenkes von der Balkenachse. Streng genommen
sollte man das Tragheitsmoment der Saule von der Balken-
unterkante bis zur Balkenachse unendlich gross annehmen;
die obigen einfachen Formeln sind aber praktisch stets
genau genug.
2. Die Grundgleichungen.

Wir denken uns irgend eine Oeffnung 4B =1/ des

kontinuierlichen Balkens unmittelber an den Stiitzen durch-
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geschnitten und an den Endquerschnitten die unbekannten
Momente A/, und A, die vorher dort gewirkt haben, als
dussere Krafte angebracht. Die elastische Linie bildet an
den Enden mit der Horizontalen die Winkel o und g, die
wir positiv rechnen, wenn sie, wie in Abbildung 3 gedffnet
sind. Bezeichnen dann am frei aufliegenden Balken
o, By die Winkeldrehungen der elastischen Linie in-
folge der Belastung,
oy, 8, diejenigen infolge M; = 1,
oy, O5 diejenigen infolge M, = 1,
so ist nach dem Gesetze der Superposition
c=o Mo +Ma, . . . . (8)
B=0—+ M B+ My - - . . (8)
Diese Beziehungen, die
unsern Betrachtungen
zu Grunde liegen, er-
moglichen die Berech-
nung der Momente M,
und M,, sofern die
Winkel @« und g be-
kannt oder ander-
weitig als Funktionen
von M; und M, dar-
)M? stellbar sind.
Wir unterscheiden
Abb.3  drei Falle.

Erster Fall:

Die Ursache der Winkeldrehung o liegt rechts vom
Punkte 4, der wahrend der Deformation in Ruhe bleibt.
Dann ist « eine Funktion von M/, allein, was man erkennt,
wenn man den Teil der Konstruktion links von A betrachtet
(vergl. Abbildung 1). Er steht unterdem alleinigen Einflusse des
Momentes //,1); somit ist, wenn das Superpositionsgesetz gilt,

o= —¢g M, . . . . . . (9a)

wo ¢ die Drehung des Eckpunktes 4 nach Wegnahme

des Balkenstickes 4B infolge M; = — 1 bezeichnet. In
Verbindung mit Gleichung (8,) ergibt sich

oo = My (0 + &) + My 0 = 0. (104)

Wenn die Oeffnung 4B unbelastet ist, so ist ¢y = o. Die
Momentlinie verlduft dann gerade (Abbildung 4); der Ab-
stand @ des Momentennullpunktes /; vom Auflager 4 folgt
aus obiger Gliederung zu

My ag J
oy + o + &

a = 1”1_1”21=

(112)

Zweiter Fall:

Die Ursache der Winkeldrehung £ liegt links vom
Punkte B, der wihrend der Deformation in Ruhe bleibt.
Dann ist

. ﬂ i L) Mg, Jo ol oirE oy (9b)

wo & die Drehung des Eckpunktes B infolge M; = — 1
bezeichnet. Gleichung (8,) geht iber in

Bo ~ My By = My (B2 + &) = o (1os)

Ist die Oeffnung 4 B unbelastet, so ist f, = o. Die Mo-

mentenlinie verliuft gerade (Abbildung 5); das Moment
verschwindet in einem Punkte 7, der vom Auflager B
um die Strecke

b =

entfernt liegt.

Dritter Fall:

Die Ursache der Winkeldrehungen o« und g liegt
zwischen den Punkten 4 und B, die wahrend der Defor-

My b,
My — M, B+ B+ &

(IIb)

!) In der Regel wird ausser dem Momente 47; noch eine horizontale
Kraft A wirken, die aber zufolge unserer Annahme, dass der Punkt 4 in
Ruhe bleibt, ausser Betracht fallt.

mation in Ruhe bleiben. Dieser Fall schliesst die frithern
in sich und ist nur denkbar, wenn die Oeffnung 4 B be-
lastet ist. Die Gleichungen (10,) und (10;,) gelten gleich-
zeitig. Sie lassen sich leicht nach A; und M, auflésen;
man findet

e — g (&5 £ B2) — fo %s l

(61 + 1) (€2 + o) — a2 B’ L RSy
Mz =l Bo (&1 + 1) — a9 By I

(&1 o) (&2 + Bo) — a2 By

Bei konstantem Tragheitsmoment lassen sich mittelst dieser
Gleichungen jene eleganten, graphischen Konstruktionen zur
Bestimmung der Schlusslinie der Momentenfliche ableiten,
die Prof. W. Ritter auf Grund ganz anderer Erwigungen
gefunden und in seinem bereits zitierten Buche veréffentlicht
hat. In Abbildung 6 ist die
bekannte  Konstruktion  fir
gleichmissig verteilte Belastung
vorgefithrt. Dass diese Kon-
struktion auch gilt, wenn das
Tragheitsmoment des Balkens
von der Balkenmitte gegen die Auflager nach einer be-
liebigen Potenzfunktion zunimmt (Balken mit Vouten), ist
vom Verfasser in Band 53, Nr. 18 der ,Schweizer. Bau-
zeitung“ ausfithrlich bewiesen worden.

Wie bereits erwihnt, sind die Gleichungen (9) bis (12)
an die Voraussetzung gebunden, dass die Punkte 4 und 5
wihrend der Deformation in Ruhe bleiben. Darnach konnte
es zunichst scheinen, diese Beziehungen wiaren nur zur
Untersuchung lotrechter Lasten geeignet; wir werden in-
dessen zeigen, wie sie auch bei der Untersuchung des
Einflusses einer wagrechten Last oder einer Warmeanderung
sehr wertvolle Dienste leisten.

3. Die Festpunkte.

Wir nennen die durch die Gleichungen (11) in jeder
Oeffnung festgelegten Punkte F;, und £, die , Festpunkte'
des kontinuierlichen Balkens. Um die Lage der Festpunkte
zu bestimmen, be-

trachten wir zwei auf- ~T——— g=F T
einander folgende ‘F . : : fx Bl 4
Oeffnungen / und

/' (Abbildung 7).
Nach Gleichung(11,)
hat der Festpunkt
F," in der Oeffnung
/' vom benachbarten linken Auflager den Abstand
% i

aitoy 4+ & A
darin bezeichnet ¢’ den Winkel, der nach Wegnahme des
Balkenstiickes // am Auflager B infolge #/ = — 1 entsteht.
Bei dieser Deformation muss natiirlich der rechte Winkel,
den die Balkenachse bei B mit der Siulenachse bildet,
erhalten bleiben. Bezeichnet daher

M; das Moment, das die Sdule deformiert,

e; den Drehwinkel des S#ulenkopfes infolge M = 1,

M; das Moment, das den Balken 4 B deformielt,

& den Drehwinkel des Balkens bei B infolge M;= 1,

so gelten die Beziehungen

Abb. 7

7
ar—

M —+= My = — I,
Mie, =My &= —¢&', . . . . (13)
voraus durch Elimination von M; und M,
L &E
BT &+ &
folgt. Fir & lasst sich aber nach Gleichung (8;,) schreiben
g =—f=—Mp — M s
=fe— 5 Fi; - - . (14)

also ist
Es (ﬁe e —l:_a Bl)
& + B — 1__% By .

Dieser Ausdruck, in Gleichung (11,) eingesetzt, liefert die
wichtige Beziehung

& ===
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o e ‘Zzl b

ot (D5
P (154)
& + B — ,—:—aﬁl
mit deren Hilfe die Lage jedes Festpunktes F3‘ aus der
des benachbarten linken F#; berechnet werden kann. Der
Abstand a des dem linken Endauflager zunichst liegenden
Festpunktes /; wird aus Gleichung (11,) gewonnen.

Um die Lage der Festpunkte 7, zu ermitteln, beginnt
man am rechten Trigerende, berechnet zuerst mit Gleichung
(r1,) den Abstand & des Festpunktes der rechten End-
offnung und hierdurch die Lage aller iibrigen Festpunkte
durch fortgesetzte Anwendung der Beziehung

i Bl
b = 5 L = (iny)

'
_1«_[,,‘12

e

o' + ay' + &

By + B2 + &

Es—|‘°‘1‘—pi5.“z'
die sich analog wie Gleichung (15,) ableiten lasst.

In der Regel] ist das Tréigheitsmoment / des Balkens
konstant oder darf ohne wesentlichen Fehler als konstant
betrachtet werden. Dann ist bei Vernachlissigung des
Einflusses der Schubkrifte nach bekannten Formeln:

z 7
o =06 = 3E1'a2:‘8‘=ﬁ_./" = e(6)
é
S — = 5 ot e P
3+1’([——a) A
/'(21—3,zz)+ 6 E.J ¢
t
b= : - (IT)
i I —3) i
(20— 36") + 6 EJ ¢

Auch fiir die Gleichungen (12) lassen sich vereinfachte Aus-
driicke hinschreiben. Wir verzichten darauf, weil man die
Schlusslinie der Momentenfliche der belasteten Oeffnung
besser mit Hilfe der erwihnten, graphischen Verfahren
ermittelt. Die Festpunkte lassen sich ebenfalls auf gra-
phischem Wege finden, woriiber das bereits zitierte Werk
von Prof. W. Ritter Auskunft gibt; die analytische Be-
rechnung nach den Gleichungen (17) fiihrt jedoch rascher
zum Ziel, namentlich bei Benutzung des Rechenschiebers.
Nattirlich gelten diese Gleichungen auch fiir den kontinu-
ierlichen Balken auf frei drehbaren Stiitzen; man hat nur
& = o0 zu setzen, d. hb.

M,'; dann ist M, = My, — M, das Moment, das die Siule
deformiert. Die Bedingung dafiir, dass bei der Deformation
der rechte Winkel zwischen Siule und Balken erhalten
bleibt, lautet (analog Gleichung 13).
— Myes = (My — M) &,
wo fiir ¢, der Wert aus Gleichung (14) einzusetzen ist.
Das gibt
My 1
DL i e g
U 2 é_,, 1
Mit diesem Koeffizienten ist das Moment im Balken beim
Ueberschreiten einer Stiitze, die links von der belasteten
Oeffnung liegt, zu multiplizieren. Fiir eine Stiitze rechts
der belasteten Oeffnung, etwa fiir die Stiitze R in Abbildung 8
ergibt eine analoge Betrachtung
L 1
f’;; == 1. (18)

(18,)

TS
&s

Fiir den Fall konstanten Trigheitsmomentes / des Balkens
gelten die Gleichungen (16) und man erhilt einfacher

1
‘le——_
I 62(32_(_13{'1:)’ ‘
=
l : AR P R (115 )
e T e
I+Z(zt 34"
6 £Jes(I'—6)

Die Momentenfliche lasst sich nach Berechnung von
w und u' leicht auftragen (vergl. Abbildung 8).

Der Balken wird indessen nicht nur durch Biegungs-
momente, sondern auch durch die horizontalen Krafte A
beansprucht, die infolge der Deformation der Stiitzen ent-
stehen (Abbildung 2) und sich mit Hilfe der Gleichung
(2) leicht berechnen lassen. Es ist

TS e — M;om

eH
Bei lotrechter Belastung stehen die Krifte 7 aller Stiitzen
unter sich im Gleichgewicht; ein festes Endwiderlager hat
demnach die Summe der Krafte A aller Zwischenstiitzen
zu ubertragen. Fehlt ein festes Endwiderlager, so liefert
die vorstehend beschriebene Rechnungsmethode nur bei
symmetrischer Anordnung des Systems und der Belastung
Y H = o; in jedem andern Falle bekommt man den end-
lichen Wert X H = A H,
der eben daran erin-
nert, dass die gemachte

. . !

die Glieder T
(4 y

und ———— zu strei-

6 E J e
chen. Zur Berechnung
des Winkels ¢, infolge
M; = 1 dient die For-
mel (5) bezw. (7).

4. Lotrechte Belastung.

Nachdem die Festpunkte aller Oeffnungen ermittelt
sind, lasst sich das Momentendiagramm fiir eine lotrechte
Belastung ohne grosse Miihe aufzeichnen. Man geht am
besten wie beim kontinuierlichen Balken auf frei drehbaren
Stiitzen vor, behandelt also die Belastung jeder Oeffnung
fiir sich und addiert schliesslich die Momentenordinaten in
jedem Schnitte.

Die Oeffnung AB des in Abbildung 8 skizzierten
Tragers sei belastet, wahrend alle andern Oeffnungen von
Lasten frei seien. Dann ist das Biegungsmoment in allen
Festpunkten #; links von 4 und in allen Festpunkten 7
rechts von B gleich Null, denn die Voraussetzungen der
Grundgleichungen (11) sind erfillt. Die Schlusslinie der
Momentenfliche der belasteten Oeffnung ldsst sich mit
Hilfe des bekannten graphischen Verfahrens leicht aufzeichnen.

Ueber den Stiitzen #ndert sich das Moment sprung-
weise. Wir betrachten zunichst eine Stiitze, die links der
belasteten Oeffnung liegt, also etwa die Stiitze Z in Ab-
bildung 8 und bezeichnen das Moment unmittelbar links
davon mit M,, das Moment unmittelbar rechts davon mit

Voraussetzung, das
obere Ende jeder Stiitze
bleibe in Ruhe, nicht
zutrifft. Vielmehr muss
sich, damit Gleich-
gewicht bestehen kann,
der Balken ein wenig wagrecht verschieben, um so viel,
dass die dadurch an den Stiitzenenden erzeugten Hori-
zontalschiibe die Summe — A H ergeben. Der folgende
Abschnitt liefert die Unterlagen fiir diese Rechnung. Wenn
man ein Beispiel durchrechnet, erkennt man, dass schon
eine ganz geringe Verschiebung gentigt, um den Horizon-
talschub — A H zu erzeugen und dass diese Verschiebung
nur sehr geringe Biegungsmomente hervorruft. In prak-
tischen Fallen darf man also bei Untersuchung einer lot-
rechten Belastung mit geniigender Genauigkeit die An-
nahme treffen, die Stitzenképfe bleiben in Ruhe.

5. Wagrechte Verschiebung der Sdulenenden.

Das obere Ende einer Siule S (Abbildung g) ver-
schiebe sich um eine sehr kleine wagrechte Strecke e
(positiv nach rechts); wir wollen die dadurch entstehenden
Biegungsmomente berechnen. Das System deformiert sich
in der in Abbildung 9 (S 50) angedeuteten Weise. In allen
Oeffoungen und Siaulen entstehen Biegungsmomente, tiber
die wir auf Grund der bisherigen Darlegungen folgendes
aussagen konnen: Das Biegungsmoment verschwindet in
allen Festpunkten 7 links der Stitze S, in allen Fest-
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punkten 7, rechts der Stiitze S und in den untern Drittels-
punkten aller Stiitzen, mit Ausnahme der Stiitze S, deren
Wendepunkt nach Gleichung (2) zu bestimmen bleibt. Die
Richtigkeit dieses Satzes erhellt ohne weiteres, wenn wir
auf die Voraussetzungen achten, die den Gleichungen (11)
zugrunde liegen. In der Tat liegt fir jede Oeffnung
links von S die Ursache der Winkeldrehung « rechts
vom linken Auflager, das wihrend der Deformation seine
Lage beibehilt; Gleichung (11,) gilt also fiir alle Felder
links von S; sinngemisses gilt fiir die Felder rechts von
S. Ueber den Stitzen #ndert sich das Moment sprung-
weise, und zwar ist far alle Stitzen links von S der
Koeffizient 1. (Gleichung 18, bezw. 19,), fur alle Stiitzen
rechts von S der Koeffizient u' (Gleichung 18, bezw. 19y)
anzuwenden.

Wir fassen jetzt die
Stitze S ins Auge, be-
zeichnen mit A, das
Moment  unmittelbar
links, mit M,' das Mo-

worin zur Abkiirzung

=t (B — s B) (1 m e L —)

i ‘
Oy —— 10— bt G

, b Es
§ =t (w'— o) (I 7t f)

A2 = S P1

(21)

gesetzt ist. Bei konstantem Tragheitsmoment / des Balkens
ergibt sich mit Bentitzung der Formeln (16)
' 7 (20— 3a) (I'— &' 1(21— 3a)
= l_I +l’é2[‘ = 35)') (l—a;:l + sE/0—a) '
[ I' (20' — 38') ((— a) I'(20'— 306"
gl LI el (z'_/u)] 6ETU—b) ]
Ist die Stiitze S unten nicht eingespannt, sondern
gelenkartig gelagert, so #ndert sich die vorstehende Ab-
leitung nur in soweit,
als fiir den elastischen
Drehwinkel der Stiitze
statt Gleichung (3) die
Gleichung (6) in Betracht
kommt. Man erhilt als-

. (22)

ment unmittelbar rechts
von ihr (vergl. Abbil-
dung 9); dann st
M, = M, — M,' das Mo-
ment, das die Stiitze
deformiert. Der Kopf
der Stiitze verschiebt sich um die Strecke ¢ nach rechts
und dreht sich nach Gleichung (3) um den Winkel:
h
G M PN 0 o — TET

2k
im Sinne des Uhrzeigers. Um denselben Winkel drehen

by 2335 -8,7295 >

o287 3y <287 >

dann
4

Mg = — m, und

M=+ - (23)

und hat in die Gleichun-
gen (22) fir &, den Wert aus Gleichung (7) einzusetzen. Hat
man M, und M, 'berechnet, so kann man die Momentenflache
fir die Verschiebung ¢ einer Stitze S leicht aufzeichnen.
Um die Momentenflache fir die Verschiebung mehrerer
Stiitzen zu erhalten, bestimmt man die Momentenflache fir

Abb.9

reeveeely = 29553y =233m

F e F* = £
g; T 7
GI 7777,

i i ¥
)3 3 5
< Qm <
| ;

= — e w10 oo R R o 03 Bl P A > [3=12 -=wrmcomsnnomnenees P T R R
;

sich die beiden Balkenstiicke / und /. Daher gelten gemiss
den Gleichungen (8) und mit Beachtung, dass in unserm

Falle M; — — M, und My = — My* " ist, die wei-
tern Gleichungen

a

[/ —a

= — M (B2 — ),
o= M' <a1‘ — ﬁb—_l_b,af_,’).

Durch Elimination von e« folgt weiter

3 /
ZTi"!—ss(Mi — M) + M (ﬁz—z_Laﬁl) ==0)
bl
27‘[4“ & (My— M) — M,y (o' — f— ay') = o,
und daraus _
3e
M, = ~akg’ My '= +;’;’;7 y o - - (20

N

Sl Abb12

die Verschiebung jeder Stiitze gesondert und addiert die
Momentenordinaten in jedem Schnitte. Das Verfahren ge-
staltet sich bei der zahlenmissigen Durchfiihrung sehr
einfach, wie das Beispiel am Schlusse dieser Arbeit
zeigen wird.

6. Wagrechte Belastung.

Mit Hilfe der vorstehenden Darlegungen lassen sich
leicht die Biegungsmomente berechnen, die durch eine
horizontale Kraft /A (Bremskraft, Winddruck bei Rahmen-
Bindern) erzeugt werden (vergl. Abbildung 1o0). Man ver-
fihrt zu diesem Zwecke wie folgt:

Man denkt sich zunichst das obere Ende jeder Stiitze
(also den ganzen Balken) um die Strecke ¢ = 1 wagrecht
verschoben und berechnet nach dem in Nr. 5 erlduterten
Verfahren die Biegungsmomente, sowie die Horizontalschiibe
in den Stiitzen. Die Summe dieser Horizontalschiibe sei




28. Januar 19r1.]

SCHWEIZERISCHE BAUZEITUNG 51

H,. Multipliziert man das Biegungsmoment fiir e = 1 mil
g—, so evhdlt man das durch die Kraft H erzeugle Biegungs-

1
moment.
Die Abbildung 10 zeigt den Verlauf der Momenten-
linie fur einen Balken auf 4 unten eingespannte Stiitzen.

7. Warmednderung.

Der Einfluss einer Wirmeanderung lasst sich mittelst
der in Nr. 5 enthaltenen Untersuchungen ohne Schwierigkeit
verfolgen. Wenn der Trager ein festes Endauflager besitzt,
so verschiebt eine Warmeinderung um /0 das obere Ende
jeder Stiitze um die Streckee = . #0. L, wo o den Warme-
ausdehnungs-Koeffizienten (fiir Eisenbeton o = 0,000012)

und L den Abstand der Stitze vom festen Endauflager
bezeichnet. Um die Momentenfldche zu erhalten, zeichnet
man die Momentenflichen fir die Verschiebung e jeder
einzelnen Stitzen auf und addiert die Ordinaten in jedem
Schnitte. Man kann sich die Verschiebung ¢ = o # L
einer Stiitze S (vergl. Abbildung 11) dadurch -entstanden

Eine Wirmeinderung und ebenso eine Belastung
erzeugen in dem Balken nichtnurBiegungsmomente, sondern
auch Normalkrifte. Deren Ermittlung wird man sich in
der Regel ersparen, weil die davon beriihrenden Zug- und
Druckspannungen gegeniibcr den Biegungsspannungen stark
zurticktreten.

8. Zahlenbeispiel.

Es soll der in Abb. 12 skizzierte Trager mit vier Oeff-
nungen untersucht werden. Die Stiitzen sind unten fest ein-
gespannt und besitzen das Trigheitsmoment /;= 0,0025m*;
der Balken besitzt das konstante Tragheitsmoment /= o,01 %
Die Hohen der Mittelstiitzen sind /4 = /A, = 6,0m, h; =8,0 m ;
die Stiitzweiten /; =/, = 10,0 m, ly = l; = 12,0 m. Das linke
Endwiderlager ist fest, das rechte beweglich.

a) Elastizilitsmasse der Stiitzen :

Byl 6.4
Bl e — 2 e o — e
-/ 1 4-/s 4 EJ 3
Iy J 8.4
B ey — =2 = — ' — 8.
S e, 4Js 4

Warmeerhohung 20°

7
die

0 = - % , die Oeffnung /' eine solche £0 = —

denken, dass Oeffnung / eine Wirmeinderung
e

eyl
erleidet, wahrend alle andern Oeffnungen ihre Wiarme
beibehalten. Nun ist zwar dieser Zustand von einer gleich-
massigen Wirmeanderung weit entfernt; wir bekommen
indessen die letztere, indem wir den beschriebenen Zustand
bei allen Stiitzen herstellen und dessen Wirkungen addieren.

Ist kein festes Endauflager vorhanden, so nimmt man
zunachst diejenige Stitze, die sich augenscheinlich am
wenigsten verschieben wird, als fest an und berechnet die
Biegungsmomente und die Horizontalschiibe aller Stiitzen.
Ergibt sich die Summe der Horizontalschiibe zu 4 /, so ver-
schiebt man den Balken wagrecht um so viel, dass 4 H/ = o
wird. Durch diese Verschiebung entstehen wieder Biegungs-

momente, die zu den erst berechneten zu addieren sind.

e v, g el

Abb.13
b) Bestimmung der Festpunkte:

Aus Symmetriegriinden ay = bs, @y = by, as = b;.

ly 12
fai= I = 1
3t qu—a 5 3T e T
L(2h —3a) " 6E7 &, 1020 6-6
as = 2,95 m = b;.
12
= - = 2,87 m = 03
3—‘_"},2(}2:,2.95') ;_*_7 12"
12 (24 — 3 + 2,95 68
10
gy ; = 2,33 M = b
8 =15 (12 — 2,87) + 10
12 (24 — 3 - 2,87) 6-6
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(Bd. LVII Nr. 4

¢) Reduktionskoeffizienten :
Aus Symmetriegriinden ist u, == u's, e = p'y, ug = u';.
I I

Ml:l—{—A/l(”x—Sal) =1+ 10-2- 10 A
6 EJes, (l —ay) 61161510 1
e T ey e il o1
BT [ TE ), ST
6-8-(12—2,95)
I
Pai== = 0,64 = ufy.

12 (24—3-2,87)
T
d) Lotrechte Belastung :

In Abbildung 12 sind die Biegungsmomente infolge
einer Einzellast P in der 3. Oeffnung dargestellt. Das
Verfahren bedarf nach dem in Nr. 4 gesagten keiner Er-
lauterung. Auch die Einflusslinien lassen sich ohne Mihe
finden, analog wie beim kontinuierlichen Balken auf frei
drehbaren Stiitzen.
¢) Wagrechte Belastung :

Wirkt die Belastung in der Axe, so bleibt sie ohne
Einfluss, da das linke Endauflager fest ist. Andernfalls ent-
steht ein Moment, dessen Wirkung in bekannter Weise
mittelst der Einflusslinien fir lotrechte Lasten verfolgt
werden kann.

f) Wiérmeinderung :

Es soll der Einfluss einer Wéarmeerhohung von 20 ©
verfolgt werden. Wir berechnen zunichst die Koeffizienten ¢
in Gleichung (22).

- 4 (24 —3a)) (L—8,) 4 (24,—34y)
A [ S by (24,—36,) \h—ay) ] =) 6 £J (h—ay)

6 10 - 20 - (12—2,87) 10 - 20
_E'—J[I+12(24—3-2,87)~xo:]+ 6 EJ - 10
EJgr = 1530 = E ] g5 :
B s 8[1 + 12(24—3 - 2,95) (12—2,95 ]_+_

12-(24—3-2,95)

12 (24—3-2,95) (12— 2,95) 6-(12 - 2,95)
= 19,35 = E J g, o )
I12(24—3 -2 - I0o 12:(24—3-2
BB e |
= 1540 = E /"
Ausdehnungskoeffizient @ = o0,000012.
Verschiebung der Stiitze 1:
g = o % /; = 0,000012:200.1I0 = 0,0024 .

Verschiebung der Stiitze 2:
e; = 0 £ (l; 4 l) = 0,000012:20°.22 = 0,0053 7.
Verschiebung der Stiitze 3:
eg = 10/, 41, l3) = 0,000012:20°- 34 = 0,00816 .
Biegungsmomente M und M’ infolge Verschiebung einer

Stiitze, nach Gleichung (20). £ = 2100000 #/m?2.
Stiitze 1:
e +0,0024 - 2100000: 0,01 -
M=_— 3% ol 4 L 0=—o,83m/,
2y @ 2-6-15,30
)ty 3 3:0,0024:2100000-0,00
M= 211,:7»._+ T = -} 0,82 mt.
Stiitze 2:
M — . 3% __ 3:00053:2100000:0,00 1,07
2 hy g 2-8-19,35 ' )
SM‘ = — M = —+ 1,07 mt
tiitze 3 :
. 816:2100000:0,01
e B3 s 3 210;00) oL i
L R e 2,78 ml.
: 816 -2100000-0.01 i
e 36 i 3:0,00 +2100¢ = e :
- A -+ e — 2,80 mt
Abstand der Wendepunkte von der Balkenachse:
2k d
e e o (Gleichung 4).
X e
F— AL 8
2 6 - 2100000 - 0,01 - 00024 _ °T M-
3 — D655 4-36
2-8 SN
fiohin= 6 - 2100000 - 0,01 - 00053 BioOIH-
3 —2,14-4-64
e 2.6 o 8
LS 3 6 - 2100000 - 0,01 - 0,00816 e

— 5,58-4,-,36

In Abbildung 13 ist das in Nr. 7 abgeleitete Verfahren
zur Anwendung gelangt. Es sind die Momentendiagramme
fiir die Verschiebung e jeder einzelnen Stiitze aufgezeichnet;
durch Summation ergab sich die Momentenfliche infolge
der Wiarmeerhohung 200 Man erkennt, wie die Biegungs-
momente mit dem Abstande vom festen Auflager stark an-
wachsen; das grosste Biegungsmoment im Balken betrigt
— 3,2 mt an der Stitze 3. Am untern Ende der Stiitze 3
entsteht ein Moment von — 6,6 mf. Wairen die Stiitzen
gelenkartig gelagert, so hitten sich im Balken nur etwa
2/3 so grosse Momente ergeben.

Ziirich, im Oktober 19710.

Schulhaus Niederurnen.
Erbaut von Architekt Zmi/ Faesch in Basel.
(Mit Tafel g bis 12.)

Die Gemeinde Niederurnen hat sich einen Schulhaus-
platz zugelegt, wie ein besserer kaum gefunden werden
kann. Nur wenige Meter tiber dem Dorfniveau gelegen,
bietet die durch Beniitzung abgesprengter Felsmassen ge-
wonnene Terrasse ein weites, gegen Norden geschiitztes,
ebenes Geldnde mit bezauberndem Fernblick. Die durchaus
trockene Lage sichert die hygienisch besten Bedingungen
fur Schulhaus und Spielplatze.

Dank der Einsicht der Schulbehdérden von Kanton und
Gemeinde war Gelegenheit gegeben, das Schulhaus, wenn-
gleich in grosster Einfachheit, doch allen heutigen Anfor-
derungen entsprechend zu gestalten. EIf grosse Schul-
zimmer mit Stiid- und Ostlicht: drei im Erdgeschoss, vier
im I. Stock und vier im Dachgeschoss, mit weiter Licht-
quelle, Schulratsitzungszimmer im Parterre, Schulkiiche mit
Zubeh6r und die Handfertigkeitsklasse nebst Gemeinde-
Archiv, Schulbad, Einzelbader, Heiz- und Kohlenraum im
Kellergeschoss, weite Treppen und Ginge, gerdumige Klosett-
anlagen sind zu einem grossern Bau verbunden, mit der
breiten Front gegen Sitiden. Anschliessend, bei gemein-
samem Eingang auf der Ostseite, liegt die Turnhalle, in den
stattlichen Abmessungen von 12 auf 23,5 7, auf der West-
seite als Anbau die Abwartwohnung mit eigenem Eingang
vom Hof aus und in direkter Verbindung mit dem Schul-
haus im Erdgeschoss und I. Stock.

Zur Erzielung moglichst weitrdumiger Dachgeschoss-
klassen bezw. zur Vermeidung in den Raum einspringender
Binder wurde eine bew#hrte Kombination von Holz- und
Eisenkonstruktion gew#hlt (Abbildung 1).

Abb. 1. Klassenzimmer im Dachstock (vergl. Schnitte auf Tafel 11).

Beziiglich Bauweise ist zu bemerken, dass Westphal-
konstruktion (Hess & Co., Ziirich) fir die Decken iiber
Kellergeschoss, Erdgeschoss und 1. Stock Anwendung ge-
funden hat, die nach sorgfiltiger Prifung und vergleichen-
den Aufstellungen, als die billigste der; zweckmissigen
massiven Deckenkonstruktionen befunden werde,
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