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SCHWEIZERISCHE BAUZEITUNG

(Bd. LIII Nr. 5

Ueber Krafte in der Ebene und im Raum.
Von A. Ki¢fer in Ziirich.

1.
Sind AP, BQ zwei Krifte mit der Resultierenden
CRY), so gelten folgende Proportionen (Schweiz. Bauzeitung,
Bd. LI, Seite 65):

AU orT
UF = T TP
PV BT
rQ TA"

wobei U,V die Schnittpunkte der Resultierenden mit den
Geraden 4B und PQ bezeichnen (Abb. 1).

Zum Beweise kann man fiir den Punkt U den Momenten-
satz anwenden
AUAP = UBQ,
oder wenn p , ¢ die Lote von P, O auf die Gerade 4B
bedeuten
AU -p =UB - gq,
AU ¢ or
also B R 7P

Auf dieselbe Weise kann man die zweite Proportion
fir den Punkt 7 beweisen.

Durch Anwendung des Momentensatzes auf die Schnitt-
punkte U’, V* der Resultierenden mit den Geraden 40,
BP, oder mit Hilfe des Proportionalsatzes direkt aus der
Abbildung folgt ferner

AU CU' _ BO
oQ  UR__ 0P
BV' _ CV' 40
VP VR 0Q

Die Resultierende von zwei Kriften teilt also jede
der zwei Linien, welche die beiden Anfangspunkte und
ebenso die beiden Endpunkte der Kriafte verbinden, im
umgekehrten und entgegengesetzten Verhiltnis, in welchem
die betreffende Linie die andere teilt, und die Resultierende
teilt jede der zwei Linien, welche den Anfangspunkt der
einen Kraft mit dem Endpunkt der andern verbindet, im
umgekehrten aber dem Vorzeichen nach gleichen Verhalt-
nis, in welchem die betreffende Linie die andere teilt.

Man denke sich nun die Anfangspunkte 4, B der
zwei Krifte fest, die Kriafte 4P, BQ aber in Richtung und
Grosse veranderlich; wihlt man dabei die Endpunkte P, Q

so, dass das Verhé’tltnis%ihrer Abstiande von der Geraden

A B konstant bleibt, so bleibt ‘;—g = % konstant und die Re-

sultierende geht durch einen festen Punkt . Dasselbe gilt
insbesondere dann, wenn P auf irgend einer parallelen
Geraden zu AB und Q auf irgend einer andern Parallelen
zu AB gewshlt wird. (Analog wenn P, O fest gehalten
A, B bewegt, oder wenn A4, Q fest gehalten B, P bewegt
werden.) Denkt man sich in dem Falle, wo 7, Q auf parallelen
Geraden zu ARB liegen, den festen Punkt U als Anfangs-
punkt der Resultierenden gewahlt, so kann man die Krafte
AP, BQO parallel nach U verschieben und zusammensetzen
und erkennt, dass die Mitte der Resultierenden, das ist die
Mitte der verschobenen Endpunkte auf der Mittelparallelen
der beiden zu 4B parallelen Geraden und dass der End-

1) Die Resultierende C R ist dadurch konstruiert, dass 5C, PR parallel
AQ und AC, QR parallel BP gezogen und die Schnittpunkte C, R ver-
bunden sind (Schweiz, Bauzty. Bd. XLIII, Seite 68).

punkt der Resultierenden auf der symmetrischen Geraden
zu AB in Bezug auf jene Mittelparallele liegen muss.

In etwas anderer Bezeichnung mégen die zwei Krafte
mit gemeinschaftlichem Anfangspunkt 4 P;, AP, heissen und
die Endpunkte P,, P, fest sein. Wo der Anfangspunkt auch
liegen mag, immer geht die Resultierende 4R, der zwei
Krafte durch die Mitte S, der Punkte P;, P und es ist
AR, 2.A4S, (Abb. 2). Es sei AP; eine dritte Kraft
mit festem Endpunkt P; und die Resultierende von A7,
AP,, AP; oder von AR, und AP; sei AR; und schneide

Sy P; in S;. Aus der Figur folgt
A8, “if NS,
RyP, 2 | SgRy’
S, S 1 AS 1
lso —2-8 — - 8= —
430lScr: = 50 AR, 3

Der Punkt S; ist der Schwerpunkt der gleich schweren
Punkte P;, Ps;, P; und man hat:

Betrachtet man die Linien von einem beliebigen Punkte
A nach drei festen Punkten P,, P., P; als Krifte, so
geht die Resultierende der drei Krifte durch den Schwer-
punkt der drei Punkte P, P, P; und die Grosse der
Resultierenden ist drei mal so gross als die Strecke von
A nach dem Schwerpunkt. Grosse und Lage der Resul-
tierenden sind also bei gew#hltem 4 nur abhéngig von dem
Schwerpunkt der drei Punkte, aber nicht von der Lage der drei
Punkte. Die drei Krafte sind nur dann im Gleichgewicht,
wenn 4 nach dem Schwerpunkt S, fillt. Bewegt sich 4
auf einem Kreis um den Schwerpunkt als Mittelpunkt, so
behalt die Resultierende konstante Linge. Bewegt sich 4
auf einer Geraden durch den Schwerpunkt, so fillt die
Resultierende stets auf diese Gerade. Beschreibt 4 eine
beliebige Gerade, so wird die Resultierende ein Minimum,
wenn A4 in den Fusspunkt des Lotes vom Schwerpunkt
auf die Gerade fallt, namlich gleich der dreifachen Lange
des Lotes AS,;. Beschreibt 4 eine beliebige Kurve, so
wird die Resultierende fiir diejenigen Punkte 4 der Kurve
ein Minimum, oder ein Maximum fiir welche die Strecke
AS, ein solches wird, also fur die Fusspunkte der Nor-
malen von dem Schwerpunkte S; auf die Kurve. Es tritt
ein Minimum oder ein Maximum ein, je nachdem der Kreis
mit S; als Mittelpunkt und der Normalen als Radius die
Kurve an der Beriihrungsstelle ausschliesst oder einschliesst;
liegt S; zufallig auf der Evolute der Kurve, so liefert der
zugehorige Krimmungsradius auf der Kurve einen Punkt,
fir den ein Minimum und ein Maximum zu einem uneigent-
lichen Minimum oder Maximum der Resultierenden zusam-
menfallen.

Angenommen AP; sei eine vierte Kraft mit festem
Endpunkt 2, und die Resultierende der vier Krafte 47,
AP,, AP;, AP,, oder was dasselbe ist, der zwei Krafte
AR,, AP, sei AR, und schneide S; P; in Sy, so folgt

A T oAy
RE 3 SR
15, I AS, 1
al 3t = = = — . h.
e} 5.2, = T " ,d. h

S, ist der Schwerpunkt der vier gleich schweren Punkte
Py, Py, Pi, P, und die Resultierende der vier Krifte 4P,
AP,, AP, AP, geht, wo auch 4 gewihlt sein mag, durch
S: und die Lange der Resultierenden ist 4R, = 4 - AS,.
Far die vier festen Punkte P, P,, Ps;, P, und die Krifte
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AP, AP;, AP;, AP, gelten also dieselben Sitze wie fir
die drei festen Punkte P, P,, P; und die Krafte AP,
AP,, AP;.

Ganz dieselben Beziehungen wiederholen sich, wenn
man eine finfte Kraft 47; mit festem Endpunkt hinzuftigt
und so fort fiir beliebig viele Krafte, d. h.:

Hat man » Krifte AP, AP,, ... AP, mit festen End-
punkten P;, Ps, ... P,, so geht, wo auch A4 gewihlt sein
mag, die Resultierende dieser # Krifte stets durch den
Schwerpunkt der gleich schweren Punkte P, P, ... P,
und die Lange der Resultierenden ist AR, = n - AS,. Ihre
Lage und Grosse ist bei gewahltem 4 abhingig von der
Lage des Schwerpunktes und der Anzahl der Punkte; sie
bleibt von konstanter Grosse, wenn A sich auf einem Kreis
um den Punkt S, als Mittelpunkt bewegt. Beschreibt A4
eine beliebige Kurve, so wird die Resultierende fir die
Fusspunkte der Normalen von S, auf die Kurve ein Mini-
mum oder ein Maximum.

Diese Bezichungen lassen sich sofort auf den Raum
tbertragen. Man kann in der Abbildung 2 sich vorstellen,
der Punkt 4 liege nicht in der Ebene des Dreiecks P;, Ps,
P; und auch P; sei beliebig im Raum, ebenso jeder folgende
Punkt, ohne dass sich etwas dndert, d. h.:

Hat man beliebig viele feste Punkte im Raum 7,
P, ... P, und einen beweglichen Punkt 4 und betrachtet man
APy, AP,, ... AP, als Krifte, so geht ihre Resultierende
stets durch den Schwerpunkt S, der gleich schweren Punkte
Py, P,, ... P, und die Grosse der Resultierenden ist gleich
der # fachen Linge von 4S,. Lage und Grosse der Resul-
tierenden sind bei gew#hltem 4 abhingig vom Schwer-
punkt und von der Anzahl der Punkte. Bewegt sich 4 auf
einer Kugel um den Schwerpunkt als Mittelpunkt, so be-
hilt die Resultierende konstante Linge; bewegt sich A4
auf einer beliebigen Kurve oder Fliche im Raum, so wird
fiir diejenigen Lagen von A4 die Resultierende ein Minimum
oder ein Maximum, welche die Fusspunkte der Normalen
vom Punkt S, nach der Kurve oder Fliche sind. Fiir 4
in S, wird die Resultierende null.

Man kann auf die gefundenen Ergebnisse folgenden
Satz anwenden (Schweiz. Bauzeitung, Bd. L, Seite 48,
Spezialfall):

Hat man im Raume # feste Punkte P, P,, ... P, und
einen beweglichen Punkt 4, der sich auf einer Kurve oder
Fliache bewegt, so wird die Summe AP} = AP-E ... ;H_D,%
ein Minimum oder ein Maximum, wenn die Strecken AP;,
APy, ... AP,, als Krafte betrachtet, eine Resultierende
haben, die auf der Kurve oder Fliche senkrecht steht.
Nun geht aber im vorliegenden Fall die Resultierende stets
durch den Schwerpunkt S, der Punkte P, Py, ...P,;
folglich sind die Punkte auf der Kurve oder Fliche, fiir
welche die Summe AP?—{—A‘PE ... AP: ein Minimum
oder ein Maximum wird, die Fusspunkte der Normalen von
S, auf die Kurve oder Fliache. Der Wert der Quadrat-
summe fir den Punkt S, und auch fiir einen beliebigen
Punkt 4 kann folgendermassen bestimmt werden:

Bekanntlich hat man fiir die Resultierende AR, der
Krafte AP, AP,, ... AP, die Formel

; i=n___ i k=n
ARy = X APi+2 X AP:- APy - cos (AP, APy) (1)

=1 i, k=1
Far A in S, wird die Resultierende gleich null, also
0=28,P +228,Pi S, Py cos (S, P, SuPp) (2)
Aus dem Dreieck P,S, P, folgt
P;iPy= 8, P+ S, Py—2-8,P;- S, Py - cos(S,P;, S, Py) (3)

(m—1)

Diese Gleichung fiir jede der "

= Strecken P; P,
aufgestellt und alle diese Gleichungen addiert, gibt
_‘,’TP,% = (n— I)ng),2 -
— 23S, P; -8, Py - cos (S,B;, S, Py) (4)
Durch Addition der Gleichungen 2 und 4
3PPy =1 5 S, P} ; (s)

also die Quadratsumme fiir den Schwerpunkt
E5.P =— SP.F}, ©)

d. i. der nte Teil von der Quadratsumme der # Ver-

bindungslinien der #-Punkte Py, P, .. P, zu zweien.
Ist jetzt A4 ein Punkt, dessen Abstand von S, gleich
s ist, so folgt aus dem Dreieck 4P,S,

AP} =5,P? 4 s2—2.5.5,P;cos (5,5, P) (7)
und wenn diese Gleichung fir alle Dreiecke 4P;S, auf-
gestellt wird und die entstehenden #-Gleichungen addiert
werden

EAP}2 == ES,LP,?' +#%-52—253S,P;-cos (s, S,P) (8)
Nun ist 'S, P; - cos (s, S,P;) die Summe der Projek-
tionen der Krafte S, P, S, P, ... S, P, auf die Gerade S,4;
aber diese Krifte sind, wie gesehen, im Gleichgewicht und

somit S, P;-cos(s,S,P)y=o (9)
2AP = 35, P n. s (o)

Durch Addition der Gleichungen 6 und 10
Eﬁf:-;—ZP,‘PZ—i—n-sz. (r1)

. . o x
Hierin kann man fiir s noch setzen — 4R,
n

YAP} = — YP;Pi+ - - AR.. (12)

Man sieht aus dieser Gleichung, dass die Quadrat-
summe ﬁ; 1 AP -+ ... ﬁ; bei der Bewegung von 4
ein Minimum oder ein Maximum wird, wenn AR,i, d.h.
wenn die Linge der Resultierenden ein solches wird, fir
A auf einer Kurve oder Fliche, also in den Fusspunkten der
Normalen von dem Schwerpunkt S, der Punkte P, P,,.. P,
auf die Kurve oder Fliche; das kleinste Minimum tritt ein,
wenn 4 in den Punkt S, fillt, fir den die Resultierende

null ist. Die Quadratsumme bleibt konstant, wenn 4 R, kon-
stant ist.

Die angestellten Betrachtungen lassen eine Erweiterung

zu, die neben andern zu Ergebnissen fithrt, welche von
Steiner auf andere
Weise gefundenwur-
den und sich ange-
geben finden in den
Ges. Werken, Bd.II,
S. 98, ,Von dem
Kriimmungsschwer-
punkte ebener Kur-
ven“.

Abbild. 3. Py, P, *k
seien zwel feste
Punkte, 4 sei irgend ein Punkt; auf 4P, wirke in der
Richtung nach P, die Kraft

APII = Ay - API
und auf 4P, wirke in der Richtung nach P, die Kraft
APg' == kz 'Apg,
wo 4, by konstante positive Faktoren sind. Die Resultierende
AR, der zwei Krifte mdoge P, Py in S, schneiden; dann
folgt aus der Abbildung, in der noch S, Q, parallel P, A
und S; O, parallel P, 4 gezogen sind, nach dem Propor-
tionalsatz
P Sy PPy = AQy: AP,
Se Py: Py Py = AQ, : AP;, durch Division
P S, AQ, . AP AB' | AR X

S P AQ, = AP~ AP’ " ar, &
Der Punkt S, ist also der Schwerpunkt der Punkte 2, 2,
wenn ihnen die Gewichte 4, beziechungsweise 4, beigelegt sind.

Ferner L s — }'_'ip‘_ = )y - Bi&y
S, 40, AQ, LI,
P P, & &
aber R U R,
5.5 !
ARy

also ASQ - /.»1 *J“* 12, fIRg — (;vl —{'— ;2) . 4‘152,
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d. h. die Resultierende AR, der zwei Krifte 4P, AP,
wird der Grosse nach gefunden, indem man 4.S; mit 4y - 4»
multiplizirt. Zusammengefasst:

Sind 4, P,, P, drei Punkte, von denen die beiden
letzten fest sind und wirkt von A nach P, die Kraft
hy-AP,, von A nach P; die Kraft 1, 4P, wo A,k
konstante positive Faktoren sind, so geht, wo auch 4
gelegen sein mag, die Resultierende der zwei Krifte durch
den Schwerpunkt der Punkte
Py, P,, denen die Gewichte
My, 22 beigelegt sind und die
Grosse der Resultierenden ist
(Lx 1= l'-z) * ASZ-

Es sei nun P; ein weiterer
fester Punkt des Raumes und
Jg + APs, wo A3 ein konstanter
positiver Faktor ist, eine von
A gegen P, wirkende Kraft,
so geht die Resultierende der
drei Krifte 4y « APy, ko « AP,
Jy - AP;, d.h. die Resultierende
der zwei Krafte (4, -+ 1,) - AR,
und A3 - AP; durch den
Schwerpunkt  S; der zwei
Punkte S,, P; mit den Ge-
wichten A, =~ 43, 43 d.h. durch
den Schwerpunkt der drei
Punkte P,, P, P; mit den
beziiglichen Gewichten 1, 1o,
13 und die Grosse der Resul-
tierenden der drei Krifte ist
(O =+ A —+ A) - AS;. Ganz
gleich fir den vierten Punkt
P, des Raumes und die von
A in der Richtung nach P,
wirkende Kraft 1, . 4P, und
so fort fir beliebig viele feste
Punkte des Raumes und zu-
gehorige Krifte.

Ist 4 ein beliebiger Punkt
und sind P, P, ... P, feste
Punkte des Raumes und
bedeuten ;- APy, iy-AP,,
voidy-AP,, wo die ), A,
... A, positive konstante Fak-

Aus ,,Unsere Heimstétten, wie sie waren und wurden.*

aufgefasst, ein System von Kraften darstellen, dessen Re-
sultierende auf der Kurve oder Flidche senkrecht steht.
Aber im vorliegenden Falle geht die Resultierende stets
durch den festen Schwerpunkt S, und daher geben die
Normalen von S, in ihren Fusspunkten auf der Kurve oder
Flache die fraglichen Punkte. Die Ausmittlung der Quadrat-
summen fir den beliebigen Punkt 4 und den ausge-
zeichneten Punkt S,, die in der erwahnten Steiner’schen
Abhandlung gemacht ist, mag
hier unterbleiben.

Bis jetzt wurde angenom-
men, die Krafte wirken von
dem Punkte 4 in den Rich-

tungen gegen die Punkte
P, P;, ... P, hin und die
Faktoren A, A, ... %, seien
positiv. Man kann sich vor-

stellen, dass einzelne Krafte
die Richtung in die entgegen-
gesetzte andern und festsetzen,
dass die beziiglichen Faktoren
das negative Vorzeichen haben
sollen. Hat man zwei Krafte
AP, und —J- AP, mit
den Wirkungslinien AP;, 4P;,
so dass die erste Kraft die
Richtung von 4 gegen P; und
die zweite die entgegen- ge-
setzte Richtung von AP, hat,
so schneidet die Resultierende
der zwei Krifte die Gerade
P, P, auf der Verlingerung;
durch ganz dieselben Propor-
tionen wie friher findet man,
dass der Schnittpunkt die
Strecke P, P, im umgekehr-
ten Verhiltnis der Faktoren
von aussen teilt, d. h. dass
er der Schwerpunkt der beiden
Punkte P,, P, mit den Gewich-
ten A, — Ay ist. Ferner zeigt
sich, dass die Resultierende
die Grosse (A -— A2)+ A4S, hat.
Analog, wenn ein dritter Punkt
mit einem positiven oder nega-

toren sind, Krafte, die von 4
gegen die einzelnen Punkte
gerichtet sind, so geht die
Resultierende dieser Krifte, wo
auch 4 gelegen sein mag, stets durch den Schwerpunkt S,
der Punkte P,, P,, ... P, mit den Gewichten A, %y, ... %,
und die Grosse der Resultierenden ist das (A ——2As ... 4,)
fache der Strecke von 4 nach dem Schwerpunkt S, der
Punkte, AR, = (y—Ae—t+... %) AS,.

" Die Resultierende ist also null, wenn A in den
Schwerpunkt fillt; sie bleibt von konstanter Linge, wenn
A sich auf einer Kugel um den Schwerpunkt als Mittel-
punkt bewegt. Bei der Bewegung von 4 auf einer be-
liebigen Kurve oder Fliche des Raumes wird die Resul-
tierende fir diejenigen Lagen des Punktes 4 ein Minimum
oder Maximum, welche die Fusspunkte der Normalen von
dem Schwerpunkt S, auf die Kurve oder Fliche sind. Diese
Fusspunkte haben die weitere Eigenschaft, dass fiir sie der
Ausdruck

Abb. 4.

A’l .A—P:f_}_l,a-ﬁ)g—i" . )V/t'A_P:f
ein Minimum oder ein Maximum ist; denn es gilt der Satz
(Schweiz. Bauzeitung, Bd. L, Seite 48, Spezialfall):

Sind P,, P,, ... P, feste Punkte und ist 4 ein be-
weglicher Punkt des Raumes, der auf einer Kurve oder
Fliache lauft, so wird der Ausdruck
Ky AP Al AP - K < APy
. 4, beliebige Faktoren sind, ein Minimum oder
Ay, + AP, als Krifte

wo l’lr l’?l 8,74
ein Maximum, wenn A - APy, by« AP, . . .

Fabrikantenhaus in Speicher.

Nach einer Tuschzeichnung von Sal. Schlatter in St. Gallen.

tiven Faktor hinzugeftigt wird
usw. fir beliebig viele Punkte
und beziigliche positive oder
negative konstante Faktoren.
Die Ergebnisse, die daraus folgen, lauten wie friher, aber
ohne die Einschrankung, dass die konstanten Faktoren alle
positiv seien, und mit der Festsetzung, dass die Punkte,
deren Schwerpunkt zu bestimmen ist, positive oder negative
Gewichte bekommen, entsprechend den Vorzeichen der
Faktoren. (Schluss folgt.)

Miscellanea.

Gordon-Bennet-Wettfliegen 1909, In der Generalversammlung, des
schweizerischen Aeroklubs vom 24. Januar zu Ziirich, b>schloss dieser, dass
das diesjihrige Gordon-Bennet-Wettfliegen, das infolge des Sieges der
«Helvetia» von der Schweiz zu iibernehmen ist, in Ziirich abgehalten werden
solle, Keine andere Schweizerstadt biectet die Mdglichkeit, das erforder-
liche Gas zur gleichzeitigen Fiillung von 30 bis 40 Ballons zu durchschnitt-
lich 2200 % Inhalt zu lictern, wie das stidtische Gaswerk in Schlieren.
Ausserdem sind daselbst die Platzverhiltnisse
Durchfiihrung der Wettfahrt denkbar giinstigsten.

die zu einer geordneten

Die Art, wie die Orts-
gruppe Zirich des schweizerischen Aeroklubs unter Leitung des Ingenieurs
H. v. Gugelberg bisher die Vorarbeiten eingeleitet und gefiihrt hat, ldsst
erwarten, dass die Schweiz in der Durchfihrung hinter andern Lindern
nicht zuriickstehen wird,
Verkehrs- und sportlichen Vereinigungen haben ihre Unterstiitzung zugesagt.
Die Wettfahrt soll anfangs Oktober stattfinden.

Regierung und Stadtrat von Ziirich, sowie die
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