Zeitschrift: Schweizerische Bauzeitung
Herausgeber: Verlags-AG der akademischen technischen Vereine

Band: 53/54 (1909)

Heft: 12

Artikel: Ueber Krafte in der Ebene und im Raum
Autor: Kiefer, A.

DOl: https://doi.org/10.5169/seals-28115

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 30.11.2025

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-28115
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

50. Marz 1909.]

SCHWEIZERISCHE BAUZEITUNG

153

Wettbewerb fiir ein neues Post- und Telegraphengebinde in Aarau.
V. Preis cex aequo>. — Motto: «.A.». — Verfasser: Prince & Béguin, Architekten in Ncuchatel.
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Perspektivische Ansicht vom Bahnhofplatz aus,

Ueber Krafte in der Ebene und im Raum.

Von A. Kiefer in Ziirich.

II. (Schluss von Seite 66.)

I.

Es seien P;, Py, 4 (in Abb. 4) drei Punkte, von denen
die zwei ersten fest sind, und AP, = ), .- AP,, AP, =
by« APy, wo )y, Ay po-
sitive konstante Fak-
toren bedeuten, seien g
zwei Krifte, die von 4
gegen P, beziehungs-
weise gegen P, wir-
ken, so kann man nach
dem geometrischenOrt 5
des Punktes 4 fragen,
fiir den die zwei Krifte
gleich gross sind,

AP Dy,

AP, = APy, - AP, = Ay - APy, L

Der Ort von 4 ist der Ort eines Punktes, dessen Abstinde
von den zwei festen Punkten P,, P, ein konstantes Ver-
haltnis bilden, das ist bekanntlich ein Kreis, dessen Mittel-
punkt auf P P, liegt und dessen Schnittpunkte S, S’ mit

P, P, die Strecke P; P, im Verhiltnis G teilen ; diese Schnitt-

punkte sind die Schwerpunkte der Punkte P, P,, wenn
ihnen die Gewichte A, 2, mit gleichem oder entgegenge-
setztem Vorzeichen gegeben werden.

Frigt man nach dem Ort des Punktes 4, fir den das
Verhiltnis der zwei Krifte ein gegebenes ist

AP, My AP, AP, s

Al T I, AR 4p = kogrd b
der Ort ist ebenfalls ein Kreis, dessen Mittelpunkt auf

P, P: liegt und dessen Schnittpunkte mit 7; P, die Strecke
P, Py im Verhiltnis /e-;'? teilen.

bilden alle diese Kreise‘lein Kreisbiischel zweiter Art mit

Abb. 4.

= k, so folgt

Wenn sich % #ndert, so

Py, Py als Grenzpunkten; die Mittelsenkrechte von P, P, ist
die Potenzlinie aller dieser Kreise
MS-MS' = MP; = MP;.

Bei der Bewegung von A auf einer Geraden g, an-
dert sich das Verhiltnis %2 der zwei Krifte; wenn fiir eine
unendlich kleine Verschiebung von A auf der Geraden
das Verhiltnis konstant bleibt, so ist fiir diese Stelle das
Verhiltnis ein Minimum oder ein Maximum. Die Stellen,
far die ein Minimum oder ein Maximum eintritt, sind also
die Beriithrungspunkte der Kreise des Bischels zweiter Art,
welche die Gerade beriihren. Schneidet man die Mittel-
senkrechte von P; Py, d.i. die Potenzlinie der Kreise, mit
der Geraden und legt um den Schnittpunkt als Mittelpunkt
den Kreis durch P,, P;, so schneidet er die Gerade in den
gesuchten Punkten. Diese Punkte sind immer reell und
ihre Lage ist unabhingig von den konstanten Faktoren
Jy, kg, aber nicht unabhingig davon ist die Grosse des Mini-
mums oder Maximums; bezeichnet man die Winkel zwi-
schen der Geraden und OP;, beziehungsweise OP, mit ¢
und 7, so betragen jene besondern Werte

e n it
A 20Psin ; ) sin, nd
Ly 2 OFysinw A sin v
2 2
0P, sin = 0 __ 2
;1 2 07 sin & (180! ) -y cos —
}“9 2 OF, sin ’: (180° — w) '2'7 cos%

Dreht man die Gerade um den Punkt O herum, so
andern sich die Punkte auf ihr, fiir die Minima oder Maxima
auftreten und erfiillen den Kreis mit O als Mittelpunkt und
mit dem Radius OP, —= OP,. Man kann die Gerade um
einen beliebigen Punkt drehen und findet dann den Ort
jener besondern Punkte, indem man durch den Punkt die
Durchmesser der Kreise des Biischels mit den Grundpunkten
Py, Py zieht; der Ort der Durchmesserendpunkte ist die
gesuchte Kurve, eine von A, 1, unabhingige, spezielle
zirkulare Kurve dritter Ordnuug, fiir welche die bekannte
Kipper'sche Erzeugungsart vorliegt. Wird der Punkt, um
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den sich die Gerade dreht, im Unendlichen angenommen,
so zerfallt die Kurve dritter Ordnung in die unendlich
ferne Gerade und in einen Kegelschnitt.
Man kann den Anfangspunkt A der beiden Krafte
Jy - AP, und Ay - AP, auch auf einer beliebigen Kurve sich
bewegen lassen; dann gibt es auf der Kurve Stellen, wo
das Verhaltnis der zwei Krafte ein Minimum oder ein Maxi-
mum wird. An diesen Stellen wird die Kurve von Kreisen
des Biischels zweiter Art beriihrt, welches die Punkte P, I
zu Grenzpunkten hat. Wahlt man die Punkte P, P, als
Grundpunkte eines Kreisbiischels erster Art und sucht die-
jenigen Kreise desselben, welche die Kurve berihren, so
sind die Berthrungspunkte diejenigen Stellen auf der Kurve,
wo der Winkel zwischen den zwei Kraften ein Minimum
oder ein Maximum wird; denn eine unendlich kleine Ver-
schiebung von A auf der Kurve an einer solchen Stelle
andert den Winkel nicht. Was die Verinderung der Re-
sultierenden anbetrifft, sei auf den AbschnittI dieses Artikels
verwiesen.
2:
Angenommen, man hitte nach Abb. 5 vier Punkte
--)1| I)Zy P.’a‘) A» von
denen die drei ersten Abb. 3. <
fest sind, und es wir- "%
ken von A gegen die :
drei Punkte die beztig-
lichen Krifte AP, =
W-AP APy =)a- APy,
AP = }3-AP;, wo
1, la, A3 konstante po-
sitive Faktoren sind,
so kann man nach der
Lage des Punktes A
fragen, fiir welche die
Krafte gleichsind,oder
allgemeiner, gegebene
Verhiltnisse bilden
A_P1, :A_Z)zl : AP:-;’ —
AI] 'A—Pl :12'4'{132:}.3':'1],)3 =W S iR S
Hieraus folgt

m 7 ?

AAZ)IZAPQ:A'l_Pa A e

A e
Mit Ricksicht auf die Proportion
AP Py, = P P
AP AP, = i

muss A auf dem Kreise liegen, der sein Zentrum auf

P, P, hat und der die Strecke P P, in dem Verhiltnis
;: )ﬁ teilt. Die Proportion
1 2

A_PZ:APaf;igz;ﬁ

sagt, dass A4 auf dem Kreise liege, dessen Zentrum auf
P, P; liegt, und der die Strecke P, P; in dem Verhiltnis
auf der rechten Seite teilt. Diese zwei Kreise schneiden
sich in zwei Punkten A', 4", durch die auch der Kreis

geht, welcher der dritten Proportion entspricht AP;: AP, =

p.m.

7
Die zwei Schnittpunkte A’, A", die auch imaginar sein
konnen, sind die gesuchten Punkte. Legt man den Um-
kreis des Dreieckes P, P, Ps;, so hat sein Mittelpunkt fiir
jeden der Kreise dieselbe Potenz, 0P — OP: = 0P Also
geht die Verbindungsgerade der zwei Punkte A’, A" durch
den Umkreismittelpunkt O des Dreieckes P, Py I3 und es
muss sein 04’ - 04" = OP] = 0P = OPs;

die Punkte A", A" sind fir den Umkreis konjugierte Pole.
Die beiden Punkte A’, A" entsprechen sich vertauschbar;
sie fallen zusammen, wenn der eine auf dem Umbkreis des
Dreieckes P, P, P; liegt und es berithren sich dann die
drei zugehorigen Kreise. Beschreibt der eine Punkt eine
beliebige Kurve, so lauft der andere auf der ihr nach dem
Prinzip der reziproken Radien entsprechenden Kurve fiir
den Umkreis des Dreieckes als Grundkreis.

denn diese Proportion folgt aus den beiden andern.

Die gefundenen Ergebnisse lassen sich ohne weiteres
auf den Raum ausdehnen. Der geometrische Ort eines
Punktes 4 im Raum, fir den die nach den zwei festen
Punkten P, P, wirkenden Krifte AP = X - AP, APB" —
%o+ AP (h, ) konstante positive Faktoren) einander gleich
sind, oder ein gegebenes Verhaltnis & bilden, ist je eine
Kugel, deren Mittelpunkt auf P P liegt und welche die

: e (o . : 2
Strecke P, P, im Verhaltnis % beziehungsweise # ;—2 trennt.
1

ta §
Bewegt sich 4 auf einer Kurve oder Flache im Raum, so
andert sich das Verhaltnis 4 der zwei Krilte, und es wird
ein Minimum oder ein Maximum an den Stellen, wo die
Kurve oder Fliche von einer Kugel berihrt wird, die dem
Kugelbiischel mit den Punkten P, P als Grenzkugeln an-
gehort. Hat man drei feste Punkte im Raum, P, Ps, P,
so ist der geometrische Ort eines Punktes A far den die
gegen Py, P,, P; wirkenden Krifte AP =X\ - AP, AR =
hi- APy, APy = )5+ APy (A, )e, )5 konstante positive Fak-
toren), gegebene Verhiltnisse bilden
AP/ APy APy = m:inip,
N-AP X - APy i)y - APy =min:p,

ein Kreis, dessen Ebene auf der Ebene .des Dreiecks
P, P, P; senkrecht steht und durch den Umkreismittelpunkt
des Dreieckes hindurchgeht und wo die Ebene des Drei-
eckes den Kreis in einem Durchmesser schneidet, dessen
Endpunkte fir den Umkreis des Dreieckes konjugierte Pole
sind. Sind P, Ps, Ps, P, vier feste Punkte des Raumes,
so kann man nach einem Punkte 4 fragen, fir den die
vier gegen P, P», P;, P, wirkenden Krifte AP —
)\1'.4_P1, _APQ’ :)»Q-Apg,' APg’ :)\3'A_P3, AP4I: XA'AP4
(M, I, ks, & konstante positive Faktoren), gegebene Ver-
haltnisse bilden

AP, 1 APy : AP 1 AP, = m:n:p:q,

Mo AP ihe - APs )3 - AP 1A -AP, = min:p.q.

Die gesuchten Punkte sind die zwei reellen oder
imaginiren Schnittpunkte A;, 4, des vorigen Kreises mit
der Kugel, welche der Ort des Punktes A ist, fir den
ds AP : Ay AP, — p: g ist. Durch diese zwei Punkte gehen
auch die zwei Kugeln, die den Proportionen

Mo AP A - AP, = m g,

da - APy:)y- APy = n:q entsprechen, so-
dass also durch die zwei Punkte 4,, 4, die sechs Kugeln
gehen, die zu je zweien von den vier Punkten P, Py, s, Py
gehoren und auch die vier Kreise, die zu je drei von den
vier Punkten gehoren. Das Tetraeder der vier Punkte
Py, P, P, Py bestimmt eine Umkugel; ihr Mittelpunkt 0
hat fiir jede der sechs Kugeln gleiche Potenz und daher
geht die Verbindungsgerade der zwei Punkte A,, Ay durch
den Mittelpunkt jener Umkugel und die Punkte 4, 4, sind
konjugierte Pole fir die Umkugel 04, - 04, = 0P; =
OP; = OP; = OPi.

Die Punkte A,, 4, entsprechen sich vertauschbar;
fallt der eine auf die Umkugel, so fillt der andere mit ihm
zusammen, und die sechs Kugeln und die vier Kreise be-
riihren die Gerade 04, in A, und die verschiedenen Mittel-
punkte liegen in einer Tangentialebene der Umkugel. Lauft
der eine Punkt auf einer Kurve oder Flache, so beschreibt
der andere Punkt die nach dem Prinzip der reziproken
Radien entsprechende Kurve oder Fliche fir die Umkugel
als Grundkugel.

4.

Die in den Abschnitten 1, 2, 3 gefundenen Sitze
@ber Krifte, die von einem Punkte A gegen feste Punkte
wirken und den Abstinden des Punktes A von den festen
Punkten proportional sind, lassen sich erweitern, indem
die Krafte den Quadraten, oder dritten Potenzen, oder all-
gemein den r-ten Potenzen der Abstinde proportional ge-
setzt werden. Hat man namlich, um gerade den allgemeinen
Fall zu wéhlen: - (4ary _ 2

O _ g, >
Ay - (AFy)

[ g r r
Mc(AP) A (APR) i Xg- (AF) =m:in:p, 2)

oder
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r L o 2 7
oder A -(AP) % (AP)-:2s - (AFs) : - (AP =
= m:.:n.p:q, 3)
wo die Punkte im Raume liegen und die ) positive kon-
stante Faktoren bedeuten, so folgt der Reihe nach

»

AP, / ﬁ
7l LR 4)
Apap dm = Vi Ve V2 )
r,T 1/; ,;,_,, r [ .
AP, : AP, - AP, : APy = ]/2;; T /%:V{.‘ 6)

Diese Formeln enthalten genau die in Abschnitt 3
ausgesprochenen Sitze, aber jetzt unter der Annahme, dass
die Krifte den s-ten Potenzen der Strecken von dem Punkte
A nach den Punkten P proportional seien. Es ist noch
zu sagen, dass die” Giltigkeit erhalten bleibt fir negative
und gebrochene Werte von 7. Hat man niamlich

M (AR~
T (Ary~"

M (AP " e (APs) "y (APs) " = min: p, oder
M (APY " ke (APy) 705 (APs) " M (AP =m:nip g,
so folgt der Reihe nach

A e
ar, Vl'k’)f,'
AP, : AP, : AP, = ‘/[Z%IVl'.;i :VI:(—’

AP, : AP, : AP, : APy = Vx:i’i :Vx:i’—i:VIiz\ﬁ :]‘/1:77

X Jo

— k, oder

§ .
und entsprechend, wenn man — fir » setzt.

5.

Im I Abschnitt dieses Artikels tber Krifte in der
Ebene und im Raum (S. 64 dieses Bandes) ist folgender
Satz aufgestellt worden: Sind P, P, ... P, feste Punkte
im Raum und wirken von dem Punkte 4 die Krafte
M- APy, b2+ APy, ... A, - AP, in den Richtungen von A
gegen die Punkte oder entgegengesetzt dazu, je nachdem
die konstanten Faktoren A positiv oder negativ sind, so
geht die Resultierende dieser Krifte durch den Schwerpunkt
S der Punkte P, P,, ... P,, denen die beziiglichen 2 mit
den zugehorigen Vorzeichen als Gewichte beigelegt sind,
und die Grosse der Resultierenden ist gleich der Strecke
AS multipliziert mit der algebraischen Summe aller Ge-
wichte. Dieser Satz fithrt zu vielen speziellen Fallen, wenn
man die Faktoren A als inkonstant und damit die Lage
des Schwerpunktes als von der Lage des Punktes A ab-
hiangig betrachtet.

Wirken von einem Punkte A im Raume aus beliebig
viele Krafte AP, APy, ... AP, und wihlt man auf der
Wirkungslinie einer jeden, entweder auf der Seite, nach
welcher die Kraft gerichtet ist, oder auf der entgegenge-
setzten Seite von A, einen Punkt Py, P, ... P,, so kann
man diec Kréfte in der Form schreiben

A7 AP} AP ,

(52) - 4P, (52 ) - APy - (G) - AP.;.
folglich geht die Resultierende dieser Krifte durch den
Schwerpunkt S der Punkte P, P;, ... P,, wenn ihnen die

o s AP APy APy’
bezteli LA AL I i - :
eziiglichen Gewichte P AR Al gegeben werden,
und zwar je mit dem Vorzeichen - oder —, je nachdem

der Punkt auf der gleichen oder entgegengesetzten Seite,
nach der die Kraft wirkt, gewahlt ist; die Resultierende
ist gleich der Strecke AS, multipliziert mit der algebrai-
schen Summe aller Gewichte. Hilt man die Punkte P,, Ps
... P, fest, andert aber die Lage von A, ohne die Grossen
der Krifte zu andern, so bleibt der Schwerpunkt nicht
mehr fest.

Angenommen, man hatte die festen Punkte Py, Ps,
... P, und es wirken gegen sie von dem Punkte A aus
Krifte von den Grossen (AP,)2 (AP:)2, ... (AP,)?, so geht
die Resultierende durch den Schwerpunkt der Punkte
Py, P, ... P,, wenn ihnen die Gewichte AP, AP,, ... AP,
beigelegt werden. Die Aenderung der Richtung bei einer
oder mehreren der Krifte in die entgegengesetzte bewirkt,
dass bei dem betreffenden Punkt das Gewicht mit dem
negativen Vorzeichen zu versehen ist, und wenn bei ecin-
zelnen Kriften noch Faktoren angebracht werden, so sind
sie auch bei den betreffenden Gewichten anzubringen.

Man kann allgemein den Kriften die Grossen geben

(AP, (APs)", ... (AP.)
und hat dann den Punkten P, ... P, die Gewichte
(.’4P1)"_1Y (Apg)r_l, S (AP,,)"_I ) .
beizulegen ; bei der Aenderung einer Kraftrichtung in die
entgegengesetzte oder bei Anbringung von Faktoren gilt
das gleiche wie vorhin.

Dem Exponenten #» darf tibrigens bei jedem Punkt
ein anderer Wert gegeben werden, wenn auch das Gewicht
in entsprechender Weise gewahlt wird. Ferner dirfen dem
7 auch negative und gebrochene Werte gegeben werden.
Die Falle, wo » negativ ist, konnen zudem auf die Falle
zuriickgefahrt werden, wo # positive Werte hat.

In dem speziellen Falle namlich, wo die Krifte sind:

A 1 oder
4B 4B, ARy
i 70 L N
ﬁ, Sp A——_[l)u , (4, %9 ... ), konstant)
1 Aol

kann man um den Punkt A als Mittelpunkt eine Kugel mit
dem Radius 1 legen und zu den Punkten Py, P, ... P, die
konjugierten Pole P, B, ... P, in bezug auf die Kugel
konstruieren; dann ist

, I r I 4 o I
AP, = TR APy = o AP, = &
Daher geht die Resultierende der Krifte
I I I
AP AR’ ' AP

durch den Schwerpunkt S der Punkte P, Py, ... P, mit
gleichen Gewichten und die Grosse der Resultierenden ist
n-AS; die Resultierende der Krafte :

L s 7

AR AR T AP
geht durch den Schwerpunkt der Punkte P,’, Py, ... P,/ mit
den beziiglichen Gewichten Xy, 2, .. . ), und die Grosse
der Resultierenden ist (A ——re—+ ... %) AS.

Hat man allgemein die Krafte

2 Ay B In
@P)r ! ARy T Al
und konstruiert man die konjugiertenPole P, Py', ... P, zu

P,, Ps, ... P, in bezug auf die Einheitskugel um A, so
entsteht der frithere Fall, wo die Krafte gleich % (AP:)",
X (APYY, ... % (AP,) sind. Wenn die Punkte P, P,
.. P, auf einer Kugel liegen, so fallen bekanntlich auch
die Punkte P\, P,/, ... P, auf eine Kugel und diese letztere
fallt dann mit der erstern zusammen, wenn die Tangente
von A an die Kugel als Lingeneinheit gewahlt wird.

Ein Familiengrabdenkmal auf dem Sihlfeld-
Friedhof in Zirich.

Entworfen von Architekt Otto Honegger in Ziirich.

Auf dem Zircher Zentralfriedhofe ist fir die Familie
unseres am 2o0. April 1907 verstorbenen Kollegen Architekt
H. Honegger nach dem Entwurf und unter Leitung von
dessen Sohn, Architekt Otto Honegger, das Grabdenkmal
errichtet worden, das wir in der Abbildung auf Seite 156 zur
Darstellung bringen. Das Denkmal ist in gelblichem Mu-
schelkalkstein von Euville ausgefihrt. Auf der Inschrift-
tafel im Mittelmotiv steht der Name des Verstorbenen, zu
dessen Andenken das Grabdenkmal errichtet wurde; In-
schriftentafeln aus gleichem Stein sollen spiter die Ruhe-
stitten der tbrigen Familienangehoérigen bezeichnen. Durch
Anpflanzung von Taxus sowie von zwei Zypressen je zu
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