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Berechnung von eingespannten Gewolben.

Von Professor Z. Morsch in Ziirich.

Im nachstehenden soll eine fir die praktischen Zwecke
des Briickenbaues brauchbare Methode der Berechnung von
Gewilben als eingespannte elastische Bigen vorgefithrt werden.

Es handle sich zun#chst um einen symmetrischen Bogen
A B (Abb. 1); denken wir uns das linke Auflager bei 4

weggenommen, so entsteht ein bei B eingespannter, frei
ausladender Balken. Soll an der Spannungsverteilung nichts
geandert werden, dann miissen im linken Kiampferquer-
schnitt bei 4 die Reaktionen Z, /7 und M angebracht wer-
den, die vor Wegnahme des Widerlagers dort gewirkt
haben. Aus der Bedingung, dass bei unverinderlichen
Widerlagern der Kampferquerschnitt 4 weder eine hori-
zontale, noch eine vertikale Verschiebung, noch eine Dreh-
ung erfahren darf, lassen sich dann drei Gleichungen ab-
leiten, aus welchen fir einen bestimmten Belastungszustand
die drei Unbekannten A, I/ und M durch Elimination be-
stimmt werden kénnen.

Die Deformationsgleichungen ergeben sich wesentlich
einfacher und die Arbeit der Elimination fillt ganz weg,
wenn wir die drei Reaktionen A, 7 und M an einem gewissen

Abb. 2.

Punkt O angreifen lassen, der dann in starrer Verbindung
mit dem linken Kampferquerschnitt zu denken ist (Abb. 2).
Wenn der Kampferquerschnitt seine Lage nicht #ndern
soll, dann muss auch der Punkt O in Ruhe bleiben und
der Kampferquerschnitt darf keine Drehbewegung um ihn
ausfithren. Die Verschiebungen des Kampferquerschnitts
sind bedingt durch die Deformationen der einzelnen Bogen-
elemente. Auf jeden Bogenquerschnitt x wirkt ein Biegungs-
moment M, eine Normalkraft V, und eine Querkraft Q..
Die letztere kann bei der Berechnung der Boégen unbe-
rticksichtigt bleiben, weil ihr Einfluss auf die Deformation
verschwindend ist.

Die fir den geraden Stab giltigen Biegungsformeln
konnen auch bei den Gewodlben wegen der grossen Kriim-
mungsradien und aus dem Grunde angewendet werden,
weil die Proportionalitit zwischen Spannungen und Deh-
nungen bei den Gewo&lbematerialien nicht genau zutrifft.
Alsdann ergibt sich infolge der Deformation:

durch das Moment M, eine gegenseitige Drehung von
zwel benachbarten Querschnitten um den Winkel

o ds Mx | e (Abb. 3)

G e i
und durch die Normalkraft V. (als Druck positiv) ein
Naherrticken dieser Querschnitte um

N
A ds — TF— . dS.
Mit Riicksicht auf Abbildung 2 und das dort ange-
deutete Koordinatensystem erhalten wir die folgenden Be-
dingungsgleichungen :

1. Verschiebung des Punktes O im Sinne der x-Achse.

Die Spannweitevergrosserung infolge der Deformation eines
Elementes ist &/ = dy - y — Ads - cos ¢, also ergibt sich
fiir den ganzen Bogen mit Berticksichtigung einer Warme-
zunahme um z0
t M

et

"Ny - ds
E.F

Ol— -ds .y — -cos ¢+ atT -/

wo « den Temperaturausdehnungskoeffizienten bedeutet.
2. Verschiebung im Sinne der y Achse
o = *ng M S L

7 & T L - sin @.

3. Drehung des Kampferquerschnitts um den Punkt O
- 1,
o = J - ds.

EJ

Bezeichnet man mit M, das Moment der #ussern
Krafte P links vom Schnitt x inbezug auf dessen Schwer-
punkt oder das Biegungsmoment, das dort im Falle des
rechts eingespannten, links frei ausladenden Balkens vor-
handen ist, dann ergibt sich fur M, der Ausdruck

M, =M, + M — H-y — V.=

Fir N, - cos ¢ kann ohne praktische Fehler der Hori-
zontalschub /A gesetzt werden, weil der Einfluss der
Deformation durch die Normalkrifte bei grossem Pfeilver-
hiltnis tiberhaupt zurticktritt und erst bei kleinem Pfeilver-
hiltnis oder flachen Bogen an Bedeutung gewinnt, bei
diesen aber mit A verwechselt werden darf. Fir die An-
wendung auf Briickengewdlbe ist noch zu beachten, dass
fir die Eigengewichtsbelastung spiter eine besondere Rech-
nung vorgeftihrt wird, in welcher der genaue Wert von
NV, berticksichtigt ist, sodass nur fiir die Verkehrslasten
die angegebene Vereinfachung zutrifft, wo sie die Ge-
nauigkeit nur in verschwindendem Masse beeintrichtigen
kann. Aus dem gleichen Grunde wird /N, sin ¢ vernach-
lassigt.

Setzt man die Werte fiir M, und NV, cos ¢ in die
obigen drei Gleichungen ein, so erhalt man

(o— J‘M;-y - ds + Mj"v'j

ds Y2 ds Cx.y-ds
—H‘[ —

_HJ‘_[ZFL_FE-a-r-Z

w2 ds

W . ds -y
o:——J Jx-ds—MﬁJks+Hr—Ji-ds+Vf
("M, - ds ds y - ds Tx - ds
o — [ +MJ-J——HJ . —Vjﬁj—.

Ueber die Lage des Punktes O ist bis jetzt nichts
vorausgesetzt, wir konnen ihn daher so wahlen, dass

ijdy =} ’1%& = o, -s‘x"j'dx = o wird.
Denkt man sich die Bogenachse mit (elastischen) Ge-
wichten dw = % behaftet, so heissen die drei letzten Glei-
ungen ‘
fdw.x = o, fdw.y = o, Jdw-x-y = o

und das Koordinatensystem ist dann so zu wiéhlen, dass

1. der Ursprung O mit dem Schwerpunkt des mit
den Gewichten dw behafteten Bogens zusammenfallt,

2. die Achsen der x und der y so liegen, dass
das Zentrifugalmoment der Gewichte dw = o ist. Beim
vorausgesetzten symmetrischen
Bogen ist die letztere Bedin-
gung ohne weiteres erfiillt, wenn
die y-Achse mit der Symme-
trieachse zusammenfillt und die
x-Achse senkrecht auf ihr
steht. Die drei Deformations-
gleichungen enthalten dann je
nur eine der unbekannten Auf-
lagerreaktionen, sodass man
der Reihe nach erhalt:

Abb.. 3.
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Hat man es nicht mit verdnder-
licher Verkehrsbelastung, sondern
nur mit wenigen bestimmten Be-
lastungsfallen zu tun, so kann
man nach diesen Formeln die Be-
rechnung durchfithren. Die Inte- a
grale konnen bei beliebiger Bogen-

von Angriffspunkten zu geben, die am besten mit den Teil-
punkten der Bogenstiicke s zusammenfallen, und jedesmal
die Momente aller Gewichte w, wy w rechts vom Angriffs-
punkte inbezug auf diesen zu berechnen. Hiebei kann in be-
kannter Weise jedes folgende Moment unter Bentitzung des
vorhergehenden berechnet werden. Die Einflussordinaten
ergeben sich dann, wenn man diese Momente durch die
Summe in den Nennern der Ausdricke fir A, 77 und M
dividiert.

Ausser der rein rechnerischen Lésung ist auch eine

form nicht aufgeldst werden und 4
sind naherungsweise zu bestimmen.
Zu diesem Zweck kann man ent-

weder den Bogen in eine gerade
Anzahl gleicher Teile einteilen, b
fir die Teilpunkte die Werte unter  pinflusslinie H
dem Integralzeichen ausrechnen

und sie nach der Simpsonschen

Regel addieren. Oder man teilt

in beliebige Teile ein von der
Linge s, wobei die Angriffspunkte
konzentrierter Lasten mit Teil-
punkten zusammenfallen, rechnet

c
Einflusslinie V|

dann die Gewichte w = % fur die

Mitten der Teile aus und addiert
dann einfach die Produkte
M, w-y, M,»w -2 w-y2 w-x?

und so weiter, wobel sich dann X
alle Grossen auf die Mitten der |
Bogenstiicke beziehen.

Bei bogenférmigen Dachbin- d
dern mit beli'ebig geri.chteten Las- EinflusslinieM &
ten und bei Vorprojekten von ‘
Briicken, wo man sich mit dem
Fall der einseitigen Belastung be-
gnugt, kann die Verwendung dieser
Formeln angezeigt sein. v

Bezeichnet man die Gréssen

w -y mit w,; @ - x mit w,,
dann erhalten wir die Gleichung

XM, - wy X Mo wzx e M, - w
< Vs Yx -wax M= — Zw !

 Zyw Il

wobei vorausgesetzt ist, dass die Integrale nach der zweiten
Methode ausgerechnet werden. Handelt es sich bei verti-
kaler Belastung um die Ermittelung der Einflusslinien der
Gréssen H, V" und M, so ist nur eine einzige Last P = 1
mit der Abszisse ¢ am Bogen zu denken (Abb. 4).

Alsdann ist fir alle Bogenquerschnitte, deren
@l W —®
x a M, = — 1 . (a— x); somit werden
fiir diesen Belastungsfall die Summen

—s
XM, - w, = — 3 w,-(@a—2x)
g —
M,  w, = — Y w, (@ — %)
—ii,
XM,  w = — X w . (¢ — x)
d. h. die Summen sind fir die FEinzelbelastung P = 1

gleich den statischen Momenten der Gewichte w, w. w
rechts vom Lastangriffspunkt inbezug auf diesen. Will
man also die Einflusslinien vollstindig erhalten, so hat man,
von rechts beginnend, der Einzellast 2 = 1 eine Reihe

Abb. 4.

graphische Behandlung der Aufgabe moglich. Die graphi-

sche Ermittelung des Schwerpunkts o der elastischen Ge-

wichte w bedarf keiner Erlauterung, ihr dient in Abb. 4

das Kraftepolygon 1 und das Seilpolygon 1'. Mit Beach-

tung des Satzes aus der graphischen Statik, dass (Abb. 5)

die Summe der statischen Momente paralleler Krifte inbe-

zug auf eine ihnen parallele Gerade gleich ist dem zwi-

schen die beiden letzten Seilpolygonseiten hineinfallenden

Stiick 7 der Geraden, multipliziert mit der Polweite £,

lassen sich alle vorkommenden Summen, die als statische

Momente gedeutet werden konnen, mit Hilfe von Seil-

polygonen darstellen.

Nenner von H oder X y - w,. Um das statische Moment

der Gewichte w, inbezug auf die x-Achse zu finden, wird

das Kréaftepolygon 2 mit

| beliebigem Polabstand 7,
| gezeichnet.

} ; Dat 2w, =0 w0y

fiir den halben Bogen

2 = o0, so nimmt das zu-

m gehorige Seilpolygon fiir

Sl horizontal wirkende w, die

in Abb. 4 mit a bezeich-

Abb. 3. nete Form an. Fir den

halben Bogen wird die

erste und letzte Seite vertikal, flir die rechte Hailfte wird

ein symmetrisches Polygon erhalten, sodass, wenn die

5 Py Py
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zwischen den beiden Anfangspunkteu liegende Strecke
mit 7, bezeichnet wird
Dy .

Hiezu kommt noch die
Grosse X/ z.

Nenner von V oder X x - w,. Zur Bestimmung dieser
Summe der statischen Momente der Gewichte w., inbezug
auf die y-Achse ist in Abbildung 4 das Kraftepolygon 3 ge-
zeichnet mit einer Poldistanz /4,, das entsprechende Seil-

hy, st

rechnerisch zu ermittelnde

polygon ist in ¢ dargestellt, und es folgt mit pg = #u,
Xx o w, = n, o by
Die Nenner von A und ¥ werden immer positiv, da
sie ja = Y w . 92 bezw. = Y w . #? sind.
— e
Zéhler von H oder X M, - w, = — ¥ w, (a — x) fur
a
eine Einzelbelastung P = 1.

Hiezu ist mit dem Kriftepolygon 4, dessen Polweite
wieder /, ist, das in Abbildung 4 ersichtliche Seilpolygon b
gezeichnet, alsdann ist das Moment aller Gewichte w, in-
bezug auf die Last P = 1 dargestellt durch die unter P
liegende Ordinate 4, multipliziert mit %, und der Horizon-
talschub wird

e b - hy . b

ny-hy—}-f%

7y —|—% > %

Fiigt man also zur Strecke 7, noch das rechnerisch
s
o
Deformation durch die Normalkrifte vorstellt, hinzu, so er-
gibt sich der Nenner des letzten Ausdrucks fir A, oder
man kann das zuletzt gezeichnete Seilpolygon als Ein-
flusslinie des Horizontalschubes /A auffassen, wobei die
Einheit des Masstabes der Ordinaten & durch die Strecke

n, — i s dargestellt ist. #, ist als eine Linge auf-
hy V2

zu ermittelnde Stiickchen % X das den Einfluss der

I $
zufassen, ebenso — 3 —.

T
—2
Zéhler von V oder I M, - w, = — X w, (@ — x) fur
eine Einzelbelastung P = 1.

Aus dem Seilpolygon ¢ in Abbildung 4 folgt das
Moment aller Gewichte w, inbezug auf den Angriffspunkt
der Last P = 1 gleich der unter P gelegenen Ordinate b,
multipliziert mit 4, ; also ist

b hx b
V = (Za ;Lx T ;ix—
oder das gezeichnete Seilpolygon kann als Einflusslinie fiir
V' betrachtet werden, wobei die Einheit des Masstabes der
Ordinaten durch die Strecke 7, dargestellt ist.

— s
Zdhler von M oder — Y M, w — + Sw (a — 2).

Hiezu ist in Abbildung 4 das Kriaftepolygon 5 und das
Seilpolygon d gezeichnet. Die Summe der statischen Mo-
mente aller Gewichte w rechts vom Lastangriffspunkt in-
bezug auf diesen ist dann gleich der zwischen die beiden
letzten Seilpolygonseiten fallenden Ordinate 6 multipliziert
mit der Polweite /; macht man /2 = 3w, so ist

o
TG e i
w

d. h. es stellen dann diese Ordinaten, als Lingen ge-
messen, unmittelbar den FEinfluss der Last P = 1 zum
Moment M vor. Unter dem linken Bogenende wird

M = —.

2

Alle Einflusslinien der #, V" und M enthalten nur po-
sitive Beitrage. Die Einflusslinien von A und 7, als der
Komponenten der Kampferreaktion R, sind unabhingig
von der Lage des Punktes O, wiirden also in der gleichen
Form erhalten werden, wenn man die statisch unbekannten
‘Reaktionen im Kadmpferquerschnitt selbst annehmen wiirde.

Die Einflussordinaten von /, I/ und M dienen zur Be-
stimmung der Einflusslinien der Kernpunktsmomente beliebi-
ger Querschnitte, denn die Grenzwerte der Randspannungen,
um deren Berechnung es sich in praktischen Fillen handelt,

treten gleichzeitig mit den Grenzwerten der Kernpunktsmo-
mente ein. Die Berechnung der Einflussordinaten der letztern
erfolgt far einen bestimmten Schnitt xy nach der Gleichung
M, :M0+M—H-y,é—V-x,
wo M, das Moment der 4ussern Krifte (hier P — 1)
links vom Schnitt in Bezug auf diesen bedeutet. Die Wahl
senkrechter Schnitte (Abb. 6) erleichtert die Arbeit inso-
fern, als dann M, und V. x fir den
obern und untern Kernpunkt jeweils
gleich gross sind. Fir jeden Kernpunkt,
bezw. jeden Schnitt erhilt man eine
Tabelle zur Berechnung der Einflussordi-
naten der M;, indem man nacheinander
die Last P = 1 alle Lagen von o bis /
annehmen lidsst. Die Werte M, H und V'
sind aus den entsprechenden Einflusslinien zu entnehmen,
und fir jede Lage der Last sind die entsprechenden
Werte auf der rechten Seite obenstehender Gleichung
unter Berticksichtigung des Vorzeichens zu addieren. Da
die unendlich kleinen Gewichte dw, durch endliche Ge-
wichte @ ersetzt werden, erhalt man zutreffende Fin-
flussordinaten der gesuchten Reaktionen nur fiir solche
Stellungen der Last 2 — 1, welche mit den Teilpunkten
der Bogenstiicke s zusammenfallen. Oder in den Seilpoly-
gonen, welche Momentenpolygone vorstellen, sind richtige
Ordinaten nur in den Trennungslinien der Bogenelemente
vorhanden, und die richtigen Einflusslinien sind die jenen
Polygonen einbeschriebenen Kurven, welche die Seiten des
Polygons senkrecht unter den Bogenteilpunkten bertihren.

Wird die Verkehrslast durch Pfeiler nur in bestimmten
Punkten auf das Gewolbe tibertragen, so verlauft die Einfluss-
linie ftir diese Lasten zwischen je zwei Pfeilern geradlinig.
Um sie also genau zu erhalten, sind unter den Pfeilern
Teilpunkte der Bogenstiicke s anzunehmen, wobei die Stiicke
zwischen den Pfeilern nétigenfalls noch weiter geteilt
werden koénnen.

Die Einflusslinien der Kernpunktsmomente haben im
allgemeinen die in
Abbildung 7 darge-
stellte  Form mit
einer positiven und
einer negativen Bei-
tragsstrecke; trigt
man die positiven
Momente nach un-
ten, die negativen
nach oben ab, so
verlauft die Momen-
tenlinie fir den obern Kernpunkt tiber derjenigen fiir
den untern.

Fir irgend eine Belastung lasst sich auch die Stiitzlinie
zeichnen. Aus den Einflusslinien, oder aus den unmittelbar
gerechneten Summen erhilt man A, ¥ und M, wovon H und
V' zur Resultierenden R zusammengesetzt werden

R = gr g

Der Abstand » der Resultierenden vom Punkt O er-

M

Abb. 6.

Abb. 7.

gibt sich aus der Gleichung R - » —= M zu r =

R ist also Tangente
an einem um den Punkt o
mit 7 beschriebenen Kreis,
= wobei das Vorzeichen von

& | M angibt, ob die Tan-

=1 >\0 2 gente oben oder unten an
M den Kreis zu legen Iist.

Es lassen sich auch die

Abb. 8. Abschnitte von R auf den

Koordinatenachsen berech-
nen (Abbildung 8) und zwar ist:

M
0o = — Va, + M woraus £, = ——
M
o= — H.y -+ M woraus y, ==

(Schluss folgt.)
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