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Berechnung von eingespannten Gewolben.

Von Professor Z. Mirsch in Ziirich.

(Schluss.)
Beanspruchung durch stindige Last.

Die Ermittlung der Eigengewichtsbeanspruchung mit
Hilfe der Einflusslinien oder der Stitzlinie ist nicht nur
zeitraubend, sondern auch ungenau. Denn es handelt sich
hier um grosse Lasten und bei Verwendung von Einfluss-
linien fiir die Kernpunktsmomente sind die Summen der
negativen und der positiven Betrige von einander abzu-
ziehen, sodass alle Ungenauigkeiten in den Differenzen
tbrig bleiben. Es empfiehlt sich daher,
solche Form zu geben, dass seine Achse mit einer Stiitz-
linie fir die stindige Last zusammenfillt, und die Eigen-
gewichtsbeanspruchungen nach der aus dem folgenden sich
ergebenden, einfachen und genauen Methode zu ermitteln.

Wir nehmen wieder das linke Auflager weg und
bringen im Schwerpunkt des Kampferquerschnitts die Reak-
tionen H; und ¥V, an, welche der mit der Bogenmittellinie
zusammenfallenden Stiitzlinie fir die stindige Last ent-

Abb. 9.

sprechen (Abb. 9). Da der Bogen sich unter Einfluss der
Normalkrifte verktrzt, die Spannweite aber unverandert
bleiben soll, so kénnen A, und V; nicht die richtigen Auf-
lagerkrafte des eingespannten Bogens sein und wir bringen
daher noch im Punkte O, der in starrer Verbindung mit
dem linken Kampferquerschnitt zu denken ist, die Ergin-
zungskrafte H,, V, und M, an.

Die unverinderte Lage des Kéampferquerschnitts ist
wieder durch die folgenden drei Glelchungen ausgedriickt:
keine Horlzontalverschlebung von O

EJ-ds-y— EF - ds + cos ¢
keine Vertikalverschiebung von O
OZJ‘?j-ds-x»‘sEF ds - sin ¢
keine Drehung um Punkt O
OF—— J LT
EJ

Der Voraussetzung gemiss ist das -Moment von F,
V,; und den links vom Schnitt # gelegenen stidndigen Lasten
inbezug auf seinen Schwerpunkt = o, weil die Resul-
tierende aller dieser Krafte mit der Bogenachse zusammen-

fallt; wir erhalten also
M, =M —H -y — V., -x
Ny = N; ++ H,- cos ¢ - V.- sin ¢
oder, da /V; COIS{; aus dem zur Stiitzlinie gehdrigen
Kraftepolygon folgt ist
Ny = +H~cosgo—|—V-sm<p

cos (2
Die Substitution dieser Werte in dle drei Bedmgungs-
gleichungen liefert >

dem Bogen eine’

ok y . ds Ty . ds
o—ng . —H,,,j J

"cos? ¢ - ds "sing cosg - ds
L Hej—; . th%
(% =ds (" xy - ds T a? s ds
o:MgJ—J—ﬁHeJ 2 —Ve-Jf—
“ds - sin 'ds sin ¢ - cos ¢ " ds-sin? g
[{SJF~cosq: _HEJ F —V"J F
(" ds Ty - ds "X s
R e e et
Da es sich um einen symsmetrischen Bogen handelt, ist
e g o
Jw sin @ S @ = o; fernerJ s - sln @ =i
F cos ¢

denn jedem Bogenelement ds auf der linken Hilfte mit posi-
tivem sin ¢ entspricht ein gleiches rechts mit negativem
sin ¢. Wihlen wir wieder die Lage des Koordinatensystems

ds (" xds Txy - ds
so, dass f% = (O, }”f =0, sxjjl = o,
dann folgt aus der dritten Bedingungsgleichung M, = o,
aus der zweiten // = o und aus der ersten
2
o He

Hr=

Y2 ds " ds-cos?g
S J +S Ia

. Lo * ds 92 . ds 3 A
Die Grossen JT und J—J— = Y w. y?sind fur die

Einflusslinien ohnedies zu bestimmen. Da A, als Ergin-

zungskraft klein ist, kann ohne grosse Ungenauigkeit das

5 9 C Cods -
zweite Glied im Nenner, also t— y C;S——f’)—— gegeniiber dem

viel grossern ersten Glied Ver'nachliissigti oder gleich dem

a: s T
schon berechneten 75 gesetzt werden. Die 'Randspan-

nungen infolge stindiger Belastung ergeben sich als
Summe der gleichmiassig verteilten Druckspannungen von
der mit der Achse zusammenfallenden Stiitzlinie und der
von [, erzeugten Biegungsbeanspruchung. Da H, negativ
wird, wirkt diese Kraft von rechts nach links und erzeugt
im Bogenteil unterhalb der x-Achse negative Biegungs-
momente mit Druckspannungen an der innern Leibung und
Zugspannungen im Gewdlberticken; im Bogenteil oberhalb
der x-Achse treten infolge der Zusatzkraft die Druckspan-
nungen am Gewdlberticken und die Zugspannungen an der
innern Leibung auf. Diese Biegungsbeanspruchungen be-
rechnen sich sehr einfach aus den Kernmomenten und man
erhilt dann die Randspannungen durch die stindige Belastung

ottt Ly ey,

2 cosip:F w
o Hs He - g2,

B == cosg- B w

Das Einzeichnen der
tatsachlichen Stitzlinie ist
also far die' Ermittlung
derRandspannungen nicht
nétig, wiirde auch nicht zu
dem genauen Ergebnis fith-
ren, wie die Rechnung.
Will man den Verlauf der

tatsdchlichen Stiitzlinie
zeichnen, so hat man die
Krafte der mittlern Stiitz-
linie mit der Erganzungs-
kraft H, zu kombinieren; beide Stiitzlinien  durchschneiden
sich auf der x-Achse, auf welcher auch alle Schnittpunkte
entsprechender Seiten der beiden Polygone liegen. = R, und

|

G —

He
Abb. 10.

H, ergeben die tatsichliche Kampferreaktion R -(Abb. 10).
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Je kleiner das Pfeilverhiltnis eines Bogens ist, umso
kleiner wird X @ - y2 oder der Nenner des Ausdruckes fiir
H,, umsomehr wird also die tatsichliche Stiitzlinie von der
mittlern im Scheitel und im Kampfer abweichen.

In den Abbildungen 11 abisd sind die Abweichungen
beider Kurven fiir ein Gewolbe von 24 m Spannweite mit
horizontaler Ueberschiittung bei verschiedenem Pfeilver-
haltnis [dargestellt. Die fur die vier Beispiele durchge-
fihrte Berechnung ergab folgende Zahlen fiir die Rand-
spannungen infolge Eigengewichts.

Gleichmissig
Pfeilver- verteilte Randspannung
haltois | QU™ | Spannung infolge 77, Tatal
schnitt
71 LE
Ol F Go ( On Oo Oz
kglem? keglem? kglem® kglem? kglem?®
i_; Scheitel + 7.2 + 14— 154+ 86|+ 5.7
24 4 | Kémpfer -+ 12,2 — 31|+ 30|+ 91|+ 152
4,8 11 Scheitel + 8,1 + 1,9|— 22|+ 100|+ 35,9
24 5 | Kémpfer 4159 | — 46(+ 44|+ 7,3+ 163
24 _ T [ Scheitel + 140 |+ 57|— 78]+ 19,7|4 6,2
24 1© Kémpfer + 15,5 — 15,9 + 1401 — 0,4 + 29,5
1,6 1 | Scheitel + 19,6 + 84|— 158| 4 280|+ 3,8
24 15| Kémpfer oo | — 288 L 2351 — 83 -L 44,0

Man sieht aus diesem Beispiel, dass schon beim Pfeil-
verhiltnis 1/; der Einfluss von A, sich bemerkbar macht.
Die Randspannungen infolge /A, lassen unmittelbar die
Vorteile erkennen, welche im Scheitel und Kampfer einge-
baute, provisorisch wirksame Gelenke hinsichtlich der

Spannungsverteilung bieten. Die provisorischen Gelenke,
die sich, wie vorauszusehen war, bei flachen Bégen em-
pfehlen, werden erst ausgegossen, wenn die ganze stindige
Last aufgebracht ist und die Deformationen infolge der
Normalkrifte V, = N, vollzogen sind.

Die vorausgesetzte Stiitzlinienform des Gewolbes wird
am einfachsten durch Versuchsrechnungen festgestellt und
zwar wird die Form zunichst beliebig (als Kreisbogen)
angenommen und fiir die dadurch’festgelegte Belastung die
Ordinaten der Stiitzlinie eingerechnet. Dadurch erhilt
man eine verbesserte Bogen-
form und eine etwas ver-
anderte Belastung, welche bei
der Wiederholung der Rech-
nung zu Grunde gelegt wird.
Die dann erhaltene zweite Stiitz-
linie weicht von der ersten so
wenig ab,”dass die geringe Aen-
derung der Lasten keinen Ein-
fluss mehr auf ihre Lage ausiibt
und sie als die endgiltige be-
trachtet werden kann. In den
Abbildungen 11 a bis d ist die
erste Annahme jeweils mit ge-
strichelten Linien dargestellt und
in Abbildung 11 e bedeuten die
gestrichelten Linien die erste
Annahme der Gewdlbeform, die
strichpunktierten die nach der
ersten Einrechnung der Stiitz-
linie sich ergebende Form, auf
Grund deren die definitive Stiitz-
linie und daraus die endgiltige
mit ganzen Linien dargestellte
Gewodlbeform sich ergibt. Eine
direkte mathematische Bestim-
mung der Stiitzlinienform ist bei
den meist angewendeten Spand-
rilraumen und Entlastungsbogen
im Aufbau nicht moglich.

Einfluss der Temperaturinderung.

1. Aendert sich die Temperatur des Gewolbes gegen-
tiber seiner Herstellungstemperatur um z9 dann ergibt sich
als einzige hievon herrihrende Auflagerkraft nach den
frither aufgestellten Gleichungen
Eazl o] Eazl

S S
25

H—

Zw-y“‘ﬂ—Z'%

Diese Kraft wirkt also in
der Hohe der x-Achse und
ist in fester Verbindung mit
dem Kampferquerschnitt zu
denken (Abb. 12). Die davon
herrihrenden’ Randspannungen folgen aus den Kern-
momenten der Kraft A, fir die einzelnen Querschnitte.
H, wird umso grosser, je grosser / ist. Da die Tempera-
turschwankungen bei Gewolben nicht genau bekannt sind,

. 5 . - .
kann das Glied 27 im Nenner ev. vernachlissigt werden.

2. Das Gewdlbe erleidet eine solche Aenderung seiner
Temperatur, dass sie vom Gewdlberiicken nach der innern
Leibung stetig zunimmt, in der Gewolbeachse aber gleich
der Herstellungstemperatur bleibt. Dieser Zustand ist bei
gewdlbten Briicken mit Spandrilrdumen denk-
bar, in denen die Temperatur von der dussern
Lufttemperatur meist verschieden ist. Ist die
dussere Temperatur um z° hoher als im
Innern, so wird bei stetigem Uebergang
beider Temperaturen im Gewolbe der Ver-
drehungswinkel zwischen zwei benachbarten
Querschnitten

g .= 2 s FE L abb 1)
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Da nur der Einfluss von Az ermittelt werden soll,
ist fur M, zu setzen: M, — M — H.-y — V. x und fur
Ny = H-cosp 4V . sing, 4ds = ng - ds.

Werden wieder die drei Gleichungen angeschrieben,
die ausdriicken, dass der linke Kampferquerschnitt seine
Lage nicht #ndert, dann erhalt man mit Berticksichtigung,
AL “dsy Tdsx (‘dsxy

JT’ JT’ )7

und wegen der Symmetrie

J&jﬁ'cﬂ_ je gleich Null werden,

E-o-dv - Sds-]
HAr: va.yg y Vﬁr:o
~—E~(L-d'r8f
M;]T:‘z'w

Hat der Bogen eine konstante Stirke, so wird jL/'

ds -y

proportional , also = o und demnach auch H,,— o.

Im Nenner des Ausdrucks von Hj, ist das von der Defor-
mation durch die Normalspannungen herrtihrende Glied
vernachlassigt. Berticksichtigt man, dass die Innentempe-
ratur immer n#her an der Herstellungstemperatur liegen

wird, dann wird 4= = ¢, — {, immer von gleichem Vor-
zeichen sein, wie die Temperaturzunahme = in der Gewdlbe-
ds .y

achse und da fur die nach den Kampfern an Starke

h
zunehmenden Boégen negativ ausfillt, so wird Z,, von an-
derem Vorzeichen als #,, also diesen Horizontalschub ver-
mindern. Das Moment My, vermindert die von H, herriih-
renden Momente in der Ndhe des Kampfers und vergros-
sert diejenigen in der Nzhe des Scheitels. Da die letztern
aber viel kleiner sind als die erstern, so kann man sagen,
dass durch das Vorhandensein von Spandrilriumen oder
einem massiven Aufbau die Temperaturspannungen etwas
verringert werden, abgesehen davon, dass die Temperatur-
dnderung = der Achse dadurch in engern Grenzen ge-
halten wird.

Unsymmetrischer Bogen.

Ist der Bogen unsymmetrisch, dann beziehen wir ihn
nach Abbildung 14 auf ein schiefwinkliges Koordinaten-

X

Abb. 14.

system, dessen y-Achse vertikal und dessen x-Achse unter
einem gewissen Winkel 8 geneigt ist. In analoger Weise
wie beim symmetrischen Bogen bringen wir die drei Reak-
tionen A, "und M an dem in fester Verbindung mit dem
linken Kampferquerschnitt zu denkenden Punkte O an, und
zwar wirke A in der Richtung der x-Achse, ¥ in der Rich-
tung der y-Achse. Die Achspunkte des Bogens werden
mit ihren lotrechten Abstinden x und y von den Achsen
eingefiihrt. In ganz derselben Weise wie beim symmetri-
schen Bogen erhalten wir die drei Bedingungsgleichungen,
welche aus der unverinderten Lage des linken Kampfer-
querschnitts folgen.
Verschiebung im Sinne der x-Achse

(M Ny - ds fibe
o_v__EJ.ds.y_ = -COSQ)—'—“ T Zx
Verschiebung im Sinne der y-Achse
4 utdite ﬂ[x'ds- Ny - ds o (—ﬂ)—}—(x-r.l
of — ZJ x-}—s Z7 s (g Ly
Drehung um den Punkt O o — f N

Hiebei bedeuten Z, und /, die Projektionen’der Kamp-
ferentfernung 4 B auf beide Achsen.

Fir M, setzen wir wieder
My =M, +~M — H-y — V.x und naherungsweise

Ny - cos 9 = H
und NV, - sin (p — ) = o; alsdann ergeben sich, wenn
das Koordinatensystem wieder so gewshlt wird, dass die
ijdszo L}fi=o J‘j’f.,ig:o,

o

die statisch unbestimmten Auflagerkrifte zu

und

. SM‘}'y-dx+Earlx XM -wy +E-a-v-ly
= 2 ds a. S
S—y_, -+~S; Ty wy 43 -
SM"]'x'dr—E~a~1-ly Z Mo - wx—Eoat-l
Vi= X2 - ds 5
S i Zx . wy
(e P
TN T Ch T B
SJ w

Wenn nur eine geringe Anzahl bestimmter Belastungs-
falle zu berticksichtigen ist, kénnen diese Formeln unmittel-
bar zur Berechnung der statisch unbestimmten Reaktionen
dienen. Der Uebergang zu den Einflusslinien ergibt sich
genau so, wie es fir den symmetrischen Bogen gezeigt
wurde, auch werden die entsprechenden Seilpolygone in
gleicher Weise konstruiert. Nur bei der 2y - w, ergibt sich
ein Unterschied insofern, als die elastischen Gewichte w,
nicht mehr horizontal, sondern parallel der x-Achse wirkend
anzunehmen sind; das Stiick 7, (Abb. 4 a, S. 84) wird dann
nicht mehr horizontal, sondern parallel zur #-Achse zwischen
den beiden letzten Seilpolygonseiten gemessen.

Der Voraussetzung gemiss miissen die Achsen x und y
durch den Schwerpunkt O des mit den elastischen Ge-

wichten dw = § behafteten Bogens hindurchgehen; dabei

ist die y-Achse vertikal und die x-Achse unter einem sol-
chen Winkel # geneigt anzunehmen, dass das Zentrifugal-
moment der Gewichte dw, also

fdw « x « y = o ist. Beide Ach- - i
sen sind also einander zuge- T
ordnet und es kann die Lage & “”‘1/ ]

der x-Achse mit Hilfe des Mohr- \
schen Trigheitskreises bestimmt - L2 =
werden, oder als konjugierte

Richtung zur y-Achse in der Abb. 13

Zentralellipse der Gewichte dw.
Bezeichnet man die Ordinaten der Bogenpunkte inbezug auf
die horizontale a;-Achse mit y;, so ist (Abb. 15)
Y = y;cos @ — x-sin g und
fxy . dw = cos B fxy,-dw — sin§ [42. dw = o, woraus
Xy - dw Lwy -y
tgﬁ e §X2d’w = Z'wx-x 3
Da die Summe des Nenners ohnedies zu berechnen ist,
hat man also zur Ermittelung des Winkels g noch das sta-
tische Moment der Gewichte w, inbezug auf die horizontale
x-Achse auszurechnen. ~=
Bei gleich hohen” Kampfern, aber unsymmetrischer
Bogenform wird 7, = o und der Temperaturschub
Hz s Eat-ly .
2y-wy + 3 =
wirkt in der wx-Achse, die um den Winkel 3 gegen die
Horizontale geneigt ist.
Die fir den symmetrischen Bogen empfohlene Berech-
nung der Eigengewichtsbeanspruchungen ist auch bei un-

5 Hs
symmetrischer Form anwendbar, sofern man V, = iy setzt,

also die Normalspannungen infolge der Erginzungskrifte
vernachlassigt, was ohne grossen Fehler geschehen kann.
Alsdann ergibt sich fiir die in der geneigten x-Achse wir-
kende Erginzungskraft /7, derselbe Ausdruck, wie er fiir den
symmetrischen Bogen gefunden wurde.

Ziirich, im Dezember 1905.
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