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SCHWEIZERISCHE BAUZEITUNG

[Bd: XL1 Nr. 25.

Ueber Fliissigkeitsbewegungen in Rotations-

hohlridumen.
Von Prof, Dr. 7 Prdsil in Ziirich.

(Fortsetzung)

Die bisher betrachteten Bewegungsformen einfacher
Stromungen wurden unter der Annahme der Existenz eines
Geschwindigkeitspotentials also fiir A = o entwickelt.

Es soll nun im folgenden noch eine Untersuchung
allgemeiner Natur fiir solche Strémungen durchgefiihrt
werden fir die Falle, in welchen ein Geschwindigkeits-
potential nicht existiert; die Fliissigkeit sei hiebei wieder
als reibungslos vorausgesetzt.
0w
Or
allgemein eine Funktion von 7 und 3 sein.

Die Eigenschaften dieser Funktion A ergeben sich aus
folgenden Ableitungen:

Differentiert man die Gleichung 4; (siehe Seite 233)
partiell nach r, die Gleichung B; partiell nach z, subtrahiert

In diesem Fall wird 2 4 = also 4

v
s ?

und bericksichtigt, dass @2_§7 — g‘gf ist, so folgt:
0%w 0%v 02w 020 Ow Ow 0w Ov
| e
Ov  Ow o o
5 o B OF °
oder 5 175
Ow Ov 5] 0w Ov
w5 (o — o) to o (o — o)

, [(Owm do\ [ Qw do
+(5 + ) (o — ) = o
Gleichung D, ergibt:

Ow do o
0z or
Man erhilt also
o A 1
w-az—{—v- g}/——;ﬁl:ooder
85 b
LUw*‘i—’UvﬁO((l
die Kontinuitdtsgleichung D, kann auch geschrieben werden
rw | Oro
Sy L e e
G T
und es folgt daraus analog, wie auf Seite 2335, dass
0 e, 0 S D as b
0 R e O s S RS L (

gesetzt werden kann, wobei S eine Funktion von » und g
und zwar wieder die Stromlinienfunktion ist.

Aus den beiden Gleichungen b folgt durch partielle
Differenziation

dw 1 #S 1 08 O 192
Oy » 02 2 0r ’ 0s 7 922
und mithin wegen %j) = *87:* =y
025 GES 1 0S
SR T R o AT XA (¢

Bestimmt man w und v aus den Gleichungen b und

setzt deren Werte in Gleichung a ein, so folgt
) 2

Db Bt iy g B
Sl T o e (@
» Or 0z 7 Oz or
_und man sieht, dass durch
i = mS - n
mit m und » als Konstanten die Gleichung ¢; und damit

auch die Gleichung @ erfiillt wird, denn es ergibt sich die
Identitat

m  0S as m  OS as
v Or 0z  » 0z Or 2
Mithin ist
% %—%%ﬁ:z(mﬂs—{—nrz) (]

die allgemeine Differenzialgleichung der Stromlinienfunk-
tionen fiir einfache Strémungen einer reibungslosen Fliissig-
keit in festen Rotationshohlrdumen.

Mit m — o und #» = o geht diese Differentialglei-

chung in diejenige iiber, welche bei Existenz eines Ge-
schwindigkeitspotentials entwickelt wurde.

Bekanntlich hat bereits Lagrange den praktisch wich-
tigen Satz entwickelt, dass bei Flissigkeitsbewegungen, die
lediglich unter dem Einfluss von Kriften erfolgen; fir
welche eine Kréftefunktion existiert, ein Flissigkeitselement,
welches einmal nicht rotiert (entsprechend 4 = o; u = o;
v = o) niemals in Rotation kommt. (Siehe Grashof theo~
retische Maschinenlehre I. Band, Seite 392).

Ferner hat Helmholtz in seiner Theorie der Wirbel-
bewegungen folgende Sitze entwickelt:

Eine Wirbellinie wird bestindig von denselben mate-
riellen Punkten gebildet.

Das Produkt aus dem Querschnitt und der Rotations-
geschwindigkeit eines Wirbelfadens bleibt an jeder Stelle
unverandert.

(Siehe hieriiber ebenfalls Grashof theoretische Maschi-
nenlehre I. Band, Seite 394 u. f.)

Die Gleichung

oy

o
ey

2 .
== A = o, Gleichung a

A :
und — mS -~ n entsprechen, wie aus folgendem er-

sichtlich ist, diesen Séitzen:
Schreibt man ndmlich die erste dieser Gleichungen

o a2 ]
i g s
und setzt auf der linken Seite
I dz Lol dr
="z VT &
so folgt
O  d= O ar o
0z 4t —‘_78/’ “raE %
ai 2
oder = Sl

d. h. die zeitliche Aenderung der Rotationsgeschwindigkeit
irgend eines Elementes erfolgt linear nach der Rotations-
geschwindigkeit selbst; ist dieselbe einmal gleich Null, so
ist sie jederzeit gleich Null.

. : . 2 az ar
Die Gleichung «a glb’t mit w = —- und v = Y
a
- L |
Bl iy o7

d. h. die zeitliche Aenderung von T irgend eines Fliis-

sigkeitselementes ist gleich Null oder bei fortschreitender
Bewegung des Elementes bleibt fiir dasselbe % konstant ;

nun ist S fiir eine Stromlinie, also fiir die Bahn eines Elementes
%

konstant und daher die Gleichung 7; —0)

mS — n erfiillt; da nun sdmtliche Punkte

durch die

Gleichung % =

eines Parallelkreises gleiche Bewegungszustidnde haben und
die Parallelkreise gleichzeitig bei Existenz einer Rotations-
geschwindigkeit 4 die Wirbellinien darstellen, so folgt aus
obigen, dass jede dieser Linien immer von denselben
materiellen Punkten gebildet wird.

Nach der entsprechenden Definition von Helmholtz
nennt man einen fadenférmigen Raum von unendlich kleinem
Querschnitt, den man erhilt, wenn man durch sdmtliche
Punkte des Umfanges einer unendlich kleinen Flache die
betreffenden Wirbellinien zieht, einen Wirbelfaden; derselbe
besteht nach obigen immer aus denselben Flissigkeits-
elementen und bildet im vorliegenden Fall einen Ring;
bezeichnet man mit £ den unendlich kleinen Querschnitt
des Fadens und mit » den mittleren Radius desselben, so folgt,
dass 2 7 7w £ = konst. sein muss; nun ist aber nach dem
- @ 22
fritheren 7 e
schreitende Element konstant, es folgt daher 4 £ = konst.
entsprechend dem erwidhnten Satz von Helmholtz.

Die Gleichungen a, b, ¢, d koénnen somit die Grund-
lage fiir die Untersuchung allgemeiner einfacher Strémungen
in festen Rotationshohlrdumen bilden.

fir jedes auf der Bahn § = konst. fort-



20. Juni 1903 ]

SCHWEIZERISCHE BAUZEITUNG

283

III. Einfache Stromungen mit kreisender Bewegung.

Als einfache Strémungen mit kreisender Bewegung
seien solche Strémungen bezeichnet, fiir welche eine Geschwin-
digkeitskomponente z vorhanden ist, wobei aber einerseits
wieder simtliche Punkte eines Parallelkreises gleichen Be-
wegungs- und Pressungszustand besitzen, und andererseits
w = o ist, die Bewegung also lediglich durch ein festes
Rohr erfolgt.

Die Untersuchung beschrinkt sich auch in dem Fall
auf den Beharrungszustand.

Solche Bewegungen sind daher charakterisiert durch:

dw _  0dv ~ o Qu & g o
9 O 09 O 99 % Ae T O
0w Qe Odm
@E=0N T = % Ty T % Tp T
Die Fundamentalgleichungen erhalten die Formen:
0p Ow 0w
— ¢ — g =W, TV g e (A
7? 0p dv o
g W el e e i e s (B
— u: = w% —+ 2 ——g% ....... (&
: 0w v o
7“—‘7"!— 97 =0 R e el e G e (D

Da die Gleichung D von z unabhédngig ist, ist zu er-
kennen, dass die Kontinuititsbedingung in diesem Fall
durch die kreisende Bewegung nicht beeinflusst wird.

Eine solche Strémung ist wirbelfrei, wenn

g T 0w 0o - o
SO e ik i T

1 Qur .
L - = o singd;

daraus folgt, dass im ganzen Raum z 7 = konst. sein muss.
Multipliziert man Gleichung 4 mit dz, B mit dr, be-

Ow v

dass fir 4 = o = ist, addiert und

ricksichtigt,
integriert, so folgt
2—2 . w? — w} 22 — of u? — u}
—y——l—((“—«o)-i— o = 2g0+ zgu
oder da w?— 0% u®=c%; wi + v+ uf = c} sind
=2 ¢ — ¢
o — )+
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Eine kontinuierliche Bewegung dieser Art ist nur mog-
lich, wenn es auch- eine innere Begrenzung gibt, in der die
Stromlinien S; (Abb. 13) verlaufen, da sonst bei endlichem
Wert der Konstanten des Produktes ur in der Ndhe der
Raumachse # unendliche grosse Werte
annehmen, die Pressung p hienach negativ
werden mtsste, was physikalisch unmég-
lich ist.

Fehlt diese Begrenzung, so wird bei
gentigendem  Luftzutritt Trichterbildung
oder sonst diskontinuierliche Bewegung,
eventuell unter gleichzeitiger Luftentwicke-
lung eintreten.

Dient das Rohr wieder als Saugrohr einer Turbine,
so kann durch entsprechende Formgebung der Welle dieser
Bedingung entsprochen werden.

Die bekannte Regel fiir Turbinen, wonach die absolute
Austrittsgeschwindigkeit aus dem TLaufrad senkrecht zur
Umfangsgeschwindigkeit am Austrittspunkt gerichtet sein
soll, findet hiedurch bei Anwendung eines Saugrohres eine
weitere Begriindung.

Differenziert man Gleichung 4 partiell nach 7, Glei-
chung B nach z, subtrahiert und beriicksichtigt,

02p 0%p Ow v

E=(6)

dass R = s 5 und TR T 0E =2l ist,
so folgt in #hnlicher Weise wie auf Seite 282
oA oA 2 g w Ow
@ 2 e S S Pl
A 2
0T 0~ Oz e (a
B whs Sieed 9 = 2 0=

Die Kontinuitdtsgleichung D ist von z unabhingig
und kann daher ebenso wie auf Seite 282
S g
Gy > TV S gp e @
gesetzt werden, wobei S eine Funktion von » und z, aber
nicht mehr die Stromlinienfunktion ist, sondern die Meri-
dianlinien derjenigen Rotationsflichen bestimmt, in welchen
die Stromlinien verlaufen; diese Rotationsflichen seien im
folgenden als Stromflichen bezeichnet.

Die Gleichung C kann umgeformt werden in

Qur Qur

rw =

w g —+ v A s
und man ersieht, dass mit 85[:/ = o, also %Zi = o auch
ur = konstant ist, sofern der numerische Wert von v > o ist.
Setzt man die Werte von w und v aus Gleichung b
in Gleichung a ein, so folgt im Falle %Zf —
2 2
B8 D0 88 Bt
r o7 92 r 02 & %
welche Gleichung erfillt wird mit % = mS -+ n, wobei

m und n Konstante sind, d. h.:

In einem festen Rohr, in welchem eine wirbelfreie
oder wirbelbehaftete einfache Strémung im Sinne der Er-
orterungen des vorigen Abschnittes bestehen kann, ist auch
eine kreisende Bewegung ohne Verdnderung der Stromflachen
moglich, sofern ur = konstant fir den ganzen Raum ist.

Setzt man in der umformten Gleichung C die Werte
von w und v aus Gleichung b ein. so folgt

1 08 Qur 1 08 Qur
7 o 0 r 0= _or O
welche Gleichung durch wr = %S —+—d .. ... .. .. (¢

erfiillt wird, wobei 7 und 0 Konstante sind.
Hieraus folgt, dass im Falle als % und damit %

nicht gleich Null ist, das Produkt ur doch fiir sdmtliche
Punkte einer Stromfliche konstant ist, da flir eine solche

S = konstant ist. Aus Gleichung ¢ folgt
g .
ir, a” — Gt 4 Lol g und man erhilt hieraus,
»2 Oz »3 7 0z

sowie mit den Werten von w und v aus Gleichung b mit
Riicksicht auf Gleichung «a

A o
b 35(87_ 1S+ «)_ (
or 9z~ 0z \ Or P 7N J]= O
s w v ¥
) f;rner, weil % — = = 20
ES) :S 1
B S e gy & o (e

Aus den Gleichungen d und e 1dsst sich 4 eliminieren, und
man erhilt eine Differentialgleichung fir S, als allgemeine Glei-
chung fiir die Bestimmung der Meridianlinien der Stromfldchen,
die im Verein mit bund ¢ die Grossen w, v und u, die Glei-
chungen der Stromlinien und mit Hilfe der Fundamentalglei-
chung 4, B, C die Pressungen bestimmen l4sst. (Schluss folgt.)

A~

Wettbewerb fiir ein neues Kunsthaus in Ziirich.

III. Preis. Motto: «Friihlingszeit.» — Verf.: Arch. /. Kuznkler in Zirich.

Fassade am Heimplatz. — Masstab 1 :8oco.
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