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Ueber das raumliche Fachwerk.
Von Dr. 4. Foeppl.

L.

Unter dem gleichen Titel habe ich in frihern Jahrgdngen
dieser Zeitschrift bezw. ihrer Vorgingerin, der ,Eisenbahn®,
eine Reihe von Aufsitzen veroffentlicht, in denen ich eine
Theorie des raumlichen Fachwerkes anzubahnen versuchte.
In dem letzten jener Artikel (,Eisenbahn® Bd. XVII, Nr. 23)
schlug ich ein neues Constructions-System fiir Kuppeldédcher
vor, dem man passend den Namen einer »Netzwerk-Kuppel©
geben kann.

Eine eingehendere Theorie der Netzwerkkuppel habe ich
damals nicht gegeben; ich hielt es fiir besser, damit zu
warten, bis sich ein Bediirfniss danach kund geben wiirde.
Das ist jetzt geschehen. Von
zwei verschiedenen Seiten ging
mir auf privatem Wege die
Mittheilung zu, dass die Aus-
fiihrung grésserer Kuppelnnach
dem Netzwerk-Systeme geplant
sei. Ausserdem erschien in jiing-
ster Zeit eine sehr fleissig durch-
gearbeitete Abhandlung des
Herrn Baurath Hacker®) tber
riumliche  Fachwerksysteme,
welche nicht verfehlen wird, die
Aufmerksamkeit der Fachkreise
auf jenes bisher ziemlichv er-
nachlissigte Gebiet in erhohtem
Masse hinzulenken. Ich glaube
daher hoffen zu diirfen, dass ein
weiterer Beitrag zudieser Frage
nicht unwillkommen sein wird.

Zunéchst sei die graphosta-
tische Ermittelung der Stab-
spannungen in der Netzwerk-
Kuppel erldutert. Ich beziehe
mich dabei auf die nebenstehen-
den Abbildungen 1“ bis 1° von
denen die beiden ersten eine
Netzwerk-Kuppelzone von unre-
gelmissig sechsseitigem Grund-
risse darstellen, an deren einem Knotenpunkte eine Dbeliebig
gerichtete Kraft P angreift. Zur Ermittelung der durch diese
hervorgerufenen Stabspannungen fasse ich zuerst den Knoten-
punkt des innern Ringes in’s Auge, von welchem die Stébe
1 und 2 ausgehen. An ihm wirken 4 Stabkrifte, von denen
vorldufig keine bekannt ist. Man weiss aber, dass die Re-
sultirende der 1 und 2 Gleichgewicht halten muss mit der
Resultirenden der beiden andern und daher in die Richtung
der Schnittlinie der Ringebene mit der Ebene der Diagonal-
stibe fallt. Diese Schnittlinie ist parallel mit b, d. h. mit
der Verbindungslinie der beiden Fussenden der Diagonalen,
welche zugleich einem Stabe des ndchstfolgenden Ringes
entspricht.

Aus dieser Betrachtung ergibt sich, dass 2 eine Druck-
spannung erfihrt wenn 1 gezogen ist (und umgekehrt), sowie
dass das Verhiltniss der Stabspannungen 1 und 2 durch
Verzeichnen eines Dreieckes ermittelt werden kann. Dies
ist in Fig. 1° geschehen. Die Strecke 1 ist von beliebiger
Grosse gewahlt und parallel zu 1 im Grundrisse gezogen;
ebenso gehen 2 und 4’ parallel zu den beziiglichen Richtungen
in Fig. 1”. Dieselben Schliisse lassen sich fiir die weiter
folgenden Knotenpunkte des innern Ringes wiederholen.
Durch Ancinanderreihen der entstehenden Dreiecke erhilt

Fig. 1a,

Fig. n‘:’

#) Zeitschrift fir Bauwesen, 1888, Heft 1, pag. 43.

man die hier angegebene Figur und schliesslich die Spannung
des Stabes 6 in demselben vorldufig noch unbekannten Mass-
stabe, in welchem urspriinglich 1 gezeichnet war. Hat das
Ringpolygon, wie hier angenommen war, eine gerade Seiten-
zahl so ist die Spannung des Stabes 6 vom entgegenge-
setzten Vorzeichen wie jene des Stabes 1. Macht man 1/
in Fig. 1° parallel und gleich 1 so gibt H die Resultirende,
von 1 und 6 in unbekanntem Massstabe an.

Ausser der gegebenen &dusseren Kraft P wirken aber
jetzt nur noch 3 der Grésse nach unbekannte Krafte mit
ihr an demselben Knotenpunkte, namlich die Spannungen
der beiden Diagonalstibe und die soeben der Richtung
nach bestimmte Resultirende H. der Stabkrifte 1 und 6.
Bs stebt also gar nichts mehr im Wege, diese 3 Krifte
zu ermitteln. Man kann sich dazu des von mir friiher an-
gegebenen Verfahrens (,Eisenbahn® Bd. XVI, pag. 7) bedienen.
Sobald dies geschehen und damit H bekannt ist, kennt man
auch den Massstab, in welchem in Fig. 1° die Ringspannungen
dargestellt sind. Letztere lassen sich aus der Figur einfach
abgreifen und ebenso konnen die Spannungen aller Diagonal-
stibe in einfachster Weise durch Zeichnen von Kraftedreiecken
bestimmt werden.

Ist die Seitenzahl des Ringpolygons eine ungerade,
so andert sich nur die Richtung, in welcher 1° an 6 in
Fig. 1° anzutragen ist, denn in diesem Falle haben die
beiden Stabspannungen gleiches Vorzeichen.

Nachdem so alle Spannungen der betrachteten Ring-
zone ermittelt sind geht man zu der folgenden liber. Die
Spannungen der Diagonalstibe, welche zu der jetzt be-
handelten Zone gehoren wirken an den Knotenpunkten der
untern Zone als bekannte #Hussere Krafte. Die weitere
Behandlung der Aufgabe unterscheidet sich also von der
soeben durchgefihrten nur dadurch, dass an allen Knoten-
punkten (und nicht blos wie hier an einem einzigen) gegebene
dussere Krifte wirken. Es bleibt dann nichts tbrig, als
die von jeder einzelnen dieser Knotenpunktslasten hervor-
gerufenen Spannungen in der besprochenen Weise aufzu-
suchen und alle Wirkungen zu summiren. Unter Umstanden
kann dies ein ziemlich weitldufiges Verfahren verursachen:
gewohnlich, d. h. bei symmetrischen Grundrissen wird es
sich aber aus leicht ersichtlichen Griinden sehr einfach
gestalten.

ITL.

Schon in meinem ersten Aufsatze wies ich darauf hin.
dass man bei der Aufstellung rdumlicher Fachwerktriger
sehr leicht auf Systeme stosst, welche labil sind, trotzdem
sie die erforderliche Zahl von Stdben besitzen. Entweder
liegt dies daran, dass die Stébe zwischen den Knotenpunkten
in ungeeigneter Weise vertheilt sind, oder es liegt an den
gewihlten Massen, so dass bei einer Abinderung eines oder
einiger dieser Masse' ohne Aenderung der Reihenfolge der
Verbindungen die Stabilitit wieder hergestellt werden kann.
Im ersten Fall ist eine gewisse Determinante (vergl. Bd. o.
pag. 42 dieser Zeitschrift: die dort gegebenen Ausfihrungen
sind ohne wesentliche Aenderung auch auf raumliche Systeme
anwendbar) identisch gleich Null, im letztern Falle nur in
Folge der gewihlten Masse gleich Null. In beiden Fillen
lassen sich die Stabspannungen nicht auf statischem Wege
finden, wihrend dies sonst stets moglich ist.

Auch die in Fig. 1 dargestellte Netzwerkkuppel lkann
unter Umstinden labil sein und zwar trifft dies immer
dann zu, wenn die Linie H in Fig. 1° parallel zu « in
Fig. 1” wird, d. h. wenn die Resultirende der Stabspannungen
1 und 6 in die Ebene der von demselben Knotenpunkte
ausgehenden Diagonalstibe fallt. Der Fall ist wichtiger als
es auf den ersten Blick scheinen konnte, weil hiernach alle
symmetrisch iiber regelmissige Grundrisse von gerader
Seitenzahl aufgebauten Netzwerkkuppeln labil sind.
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Um dies noch ndher darzuthun, habe ich in den Fig. 2“
und 2” eine Netzwerkkuppel iiber quadratischem Grundrisse
verzeichnet und durch punktirte Linien angegeben, in welcher
Weise sich das System ohne Aenderung des Zusammenhangs
zu verschieben vermag. Um sich
ein Urtheil hiertiber zu bilden,
geht man am bestem von den in
der Figur schraffirten Dreiecken 4
und B aus, welche man als Grund-
dreiecke bezeichnen kann, wahrend
das zwischen diesen liegende weiss
gebliebene Dreieck kurzweg ein
Zwischendreieck genannt werden
soll. Senkt sich die Spitze des
Grunddreiecks 4, so muss sich
jene von b um so viel heben, dass
der zwischen beiden Spitzen lie-
gende Ringstab seine Lange nicht
dndert. Die Grunddreiecke rotiren
um ihre Grundlinien, das Zwischendreieck dreht sich um die
Schnittlinie der Ebenen 4 und B.

Das gleiche gilt fiir jeden regelmdissigen Grundriss
von gerader Seitenzahl. Dagegen ist eine Kuppel von un-
gerader Seitenzahl durchaus stabil.

Hieraus ergibt sich zundchst die Regel, dass Netz-
kuppeln stets nur iiber regelmaéssigen Grundrissen von unge-
rader Seitenzahl ausgefiihrt werden sollten.

Fig. 2a.

III.

Man wird es auf den ersten Blick vielleicht auffallig
finden, dass die Stabilitit der Construction von der Seiten-
zahl des Grundrisses abhdngen soll. Abgesehen von einem
dhnlichen Resultate des Herrn Hacker, das mit dem hier
gefundenen, wie sich zeigen wird, eng verwandt ist, vermag
man jenem Schlusse kaum ein Analogon zur Seite zu stellen.

Besonders bei sehr grosser Seitenzahl des Grundriss-
polygons ist man zu dem Zweifel berechtigt, ob das that-
sichliche Verhalten der ausgefiihrten Kuppel in so hervor-
stehendem Masse davon abhidngig sein wird, dass das Grund-
polygon eine gerade oder ungerade Seitenzahl besitzt.

In der That wird sich z. B. eine 24seitige Netzkuppel,
welche in der gewdhnlichen Weise construirt ist, kaum anders
verhalten als eine 235seitige. Bei reibungsfreien gelenkfor-
migen Knotenverbindungen miisste zwar jene einstiirzen,
wahrend diese stabil ware. In Wirklichkeit sieht es aber
ganz anders aus.

Betrachtet man den in Fig. 1° dargestellten Krifte-
plan, so wird man leicht bemerken. dass derselbe - bei
einigermassen grosser Seitenzahl durchaus nicht mehr genau
gezeichnet werden kann. Die hinzukommenden Punkte findet
man als Schnitte von Linien, die sich alsdann unter sehr
spitzen Winkeln schneiden, und zudem pflanzen sich alle
Fehler bis zum Schlusse fort. Das ist keineswegs ein Mangel
des graphischen Verfahrens: es zeigt uns vielmehr, dass
die ganze Berechnung auf unzuverldssiger Grundlage beruht.
Schon ganz geringe Abweichungen in den Richtungslinien
der Stabkrafte, die in Folge der Steifigkeit der Knoten-
punkte ganz unausbleiblich sind, vermégen ganz erhebliche
Aenderungen in der Spannungsvertheilung zu verursachen.

Beiregelmassigem Grundrisse miissten alle Spannungen
1 bis 6 in Fig. 1° einander gleich und abwechselnd Zug-
und Druckkrifte sein. Bei geringer Seitenzahl des Grund-
risses wird dies auch mit ziemlicher Genauigkeit erftllt
sein; bei einem etwa 2z4seitigen Grundrisse wird es nur
fiir die in ndchster Ndhe des belasteten Knotenpunktes ge-
legenen Ringstibe anndhernd zutreffen, so dass jeder weiter
folgende Stab eine dem Absolutwerthe nach geringere
Spannung besitzt als sein Vorgdnger. Dem belasteten Knoten-
punkt diametral gegentiber wird bei einigermassen steifen
Stabquerschnitten eine gréssere Zahl von Stiben thatséich-
lich gar nicht mehr merklich gespannt sein.

Eine Netzkuppel wvon grosser Seitenzahl wird also
ebenso unbedenklich tber dem regelmissigen 2 n-ILick als
tiber dem (2u -+ 1)-Eck ausgefiihrt werden konnen; man

muss in beiden Fillen auf eine zuverldssige Berechnung
mehr oder weniger verzichten. Legt man auf letztere Werth,
so sollte man mit der Seitenzahl nicht leicht tiber ¢ hinaus-
gehen. Fir ein regelmissiges o-Eck ldsst sich Fig. 1°
noch mit leidlicher Sicherheit construiren; dem entsprechend
darf auch noch eine annehmbare Uebereinstimmung der
theoretischen Resultate mit den wirklichen Verhdltnissen er-
wartet werden. Besser wire es noch, ein 5-Eck oder 7-Eck
fiir den Grundriss zu wéihlen.

Es fragt sich nun freilich, ob sich nicht Riicksichten
anderer Art der sich durch die eben angefiihrten Griinde
empfehlenden Wahl eines Grundrisses von kleiner Seiten-
zahl entgegenstellen. Ich glaube nicht, dass dies unter ge-
wohnlichen Umstdnden der Fall ist.

Zunachst ist leicht einzusehen, dass das Verhiltniss
zwischen den Stabspannungen und der sie hervorbringenden
Last um so grésser wird, je muehr die Seitenzahl des Grund-
risses wichst. Darauf ist es z. B. zurlickzufiihren, dass
Hr. Hacker fiir eine den gewohnlichen Ausfiihrungen ent-
sprechende Schwedler’sche Kuppel Spannungen findet, die
nach seiner Angabe das 6oofache der nach Schwedler be-
rechneten Spannung betragen. In diesem Falle ist es eben-
so wie Dei den Netzwerkkuppeln {iber Grundrissen von
gerader Seitenzahl nur der Steifigkeit der Knotenpunkte zu
danken, dass kein Einsturz erfolgt.

Vielleicht wird man aus praktischen Griinden der
engmaschigen Kuppel vor der weitmaschigen den Vorzug
zu geben geneigt sein. Wenn ich indessen bedenke, dass
bei allen andern eisernen Trag-Constructionen sich eine
strenge Gliederung des Ganzen in Haupttrdger, die sich in
relativ grossen Abstinden befinden und dazwischen ge-
schaltete Triger zweiter, dritter und selbst noch hdherer
Ordnung als das zweifellos beste Constructions-Princip be- -
wiahrt hat, so scheint es mir der Ueberlegung wohl werth.
ob nicht auch bei den Kuppeln mehr als bisher nach den
gleichen Grundsiatzen construirt werden sollte.

In Bezug auf die Einfachheit der Construction, die
Leichtigkeit der Aufstellung und Instandhaltung wiirde meines
Erachtens die Anordnung eines grossmaschigen Haupttrag-
netzes manche Vorziige darbieten. Die einzelnen Stabe
dieses Netzes waren natilirlich als gegliederte Trdger aus-
zufiihren und konnten ohne Bedenken auch auf Biegung durch
die zwischengeschaltete Secundarconstruction belastet werden:
in der Rechnung wiirde dieser Umstand leicht zu beriick-
sichtigen sein.

Die eine Masche tiberdeckende Secundir-Construction
kénnte nach Montirung des Hauptnetzes im Ganzen aufge-
zogen und versetzt werden. Bei grossen Dimensionen wiirde
es sich empfehlen, das Gertist der Secunddr-Construction
selbst wieder als rdumliches Fachwerk auszubilden.

In den Figuren 3 bis 5 habe ich zu besserer Erldu-
terung des Vorausgegangenen die zur Berechnung einer
Netzwerkkuppel tiber 7seitigem Grundrisse auszufiihrenden
Constructionen dargestellt. Am Knotenpunkte I des innersten
Ringes soll die Einzellast P angreifen; es handelt sich um
die Ermittelung der durch diese in sammtlichen Stdben
hervorgerufenen Spannungen. Zundchst ergibt sich aus dem
frither Bewiesenen, dass die Ringstibe 1% 3% 3% 7“ Druck-,
die 2% 4% 6“ Zug-Spannungen erleiden, welche dem Absolut-
werthe nach untereinander gleich sind. Die Resultirenden
von 1“ und 7“ wie von 8“ und 21“ am Knotenpunkte I
miissen demnach im Meridianschnitte liegen und mit P im
Gleichgewichte stehen. Man kann also in Fig. 4“ ein Krifte-
dreieck zeichnen, das sich sofort mit Zuhililfenahme des
Grundrisses Fig. 4" zu einem riumlichen Kriftefiinfeck er-
weitern ldsst.

Dann gehe man zum Knotenpunkte II* iiber und setze
(“ und 2“ zu einer Resultirenden zusammen, die in Fig. 4°
durch eine gestrichelte Linie angegeben ist. Durch Ziehen
von Parallelen erhilt man die Projectionen der Stabspannungen
0" und 10" Alle Diagonalstibe der ersten Ringzone mit
Ausnahme von 8* und 21" erfahren Spannungen von gleichem
Absolutwerthe und zwar sind 9 127 13% 16" 17, 20" ge-
zogen, alle tbrigen gedriickt.

a
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Die Spannungen in der ersten Ringzone sind nun simmt-
lich bekannt: zur Ermittelung der in der zweiten Zone auf-
tretenden Krifte setze man 10° und 11“ zu einer in den
Fig. 4 mit O bezeichneten Resultirenden zusammen und
nehme vorldaufig an, dass die innere Zone ganz entfernt sei
und an der 4dussern ausschliesslich am Knotenpunkte III°
die dussere Kraft O angreife. Man erhalt dann in derselben
Weise wie es oben fiir P beschrieben wurde zuerst ein

Fig. 3a.
P |
|
g Vi Z N
0% | &
522 Q 4 4 ZEAN
56 10" 1 124 /28 LN

Fig. 3b.

Kriftedreieck und dann ein Kraftefiinfeck, an das dann noch
ein Krifteviereck fiir den Kotenpunkt I7” angeschlossen ist.

Es bleibt dann nur noch tibrig, dieselbe Construction
fiir die am Kotenpunkt II” angreifende Kraft O, welche
die Resultirende der Stabspannungen 8 und 9® ist, zu wieder-
holen, wie es in den Fig. 5 geschehen ist. Bei Ausfiihrung
der Zeichnung ergab sich, dass die durch Q' und die Mittel-
linie von 1” und 2" gelegte Ebene die durch ¢” und 10

Fig. 4a.

b
P

Fig. 4 b,

relegte in ¢” schneidet. s wurde daher (zufilliger Weise
geleg C

die Spannung von 10" zu Null. Ausserdem enthilt Fig. 5
noch ein Krifteviereck fiir den Knotenpunkt III”.

Nach Ausfiihrung dieser Comnstructionen ergeben sich
alle Spannungen der Stibe in der untern Ringzone in leicht
ersichtlicher Weise durch blosse Additionen und Subtrac-
tionen. Dabei ist nur zu beachten, dass die an den Knoten-
punkten [7° und VI’ angreifenden Krifte O einen nach innen
zugekehrten Pfeil besitzen, worauf bei Feststellung der Vor-
zeichen zu achten ist.

Da es sich hier nur darum handelt, eine Anleitung
zur Ausfiihrung der Berechnung einer Netzwerkkuppel zu
geben, darf ich mich wohl mit diesen Andeutungen be-
gniigen.

: LV

Die Behandlung, welche Hr. IHacker in der oben
citirten Abhandlung dem ridumlichen Fachwerke zu Theil
werden liess, unterscheidet sich von der in diesen Auf-
sdtzen gegebenen namentlich durch eine abweichende An-
nahme tiber das Verhalten der Auflagerknotenpunkte. An
die Spitze meiner Betrachtungen setzte ich in meinem
ersten Aufsatze die Forderung, dass zur Vermeidung von
Schwierigkeiten in der practischen
Ausfihrung nur vollstandig festge- Fig. sa.
haltene Auflagerknotenpunkte ange-
wendet werden sollten. .

Hr. Hacker nimmt dagegen an,
dass die Auflagerknotenpunkte in einer
Ebene verschieblich seien, und glaubt,
dass auch bei den ausgefiihrten Schwed-
ler’'schen Kuppel-Constructionen ra-
diale Bewegungen dieser Knoten that-
sdchlich vorkdmen. Es fehlt mir die
auf practische Erfahrung gestiitzte
Kenntniss von dem wirklichen Ver-
halten der Auflagerknoten ausgefiihr-
ter Kuppeln, um tber die Zuladssigkeit dieser Anschauung
ein Urtheil fdallen zu kénnen:; nur beildufic mochte ich
einem Zweifel in dieser Richtung Ausdruck geben. Viel-
leicht wird bald aus Kreisen der Praxis Naheres tiber diesen
Punkt bekannt. ‘

Es kommt mir hier nur darauf an, die innere Ver-
wandtschaft des Hacker’schen Fachwerks mit verschieblichen
Knoten mit den von mir behandelten Systemen darzuthun.

Man betrachte das durch Fig. 1 dargestellte Stab-
gebilde. IHebt man dasselbe von der Unterlage ab, so bleibt
es nicht starr. Soll die Starrheit in der fritheren Weise
wieder hergestellt werden, so muss man die Knotenpunkte,
welche vorher Auflagerpunkte waren, durch ein Stabsechseck
a, b—f verbinden, das durch geeignet gefiihrte Diagonal-
stabe unverschieblich gemacht ist. An Stelle einiger dieser
Diagonalstdbe kann man auch einen neuen Knotenpunkt
hinzutreten lassen, von dem nach jeder Ecke des Sechseckes
ein Stab gefihrt ist.

Das so erhaltene in sich starre System kann man
nun dadurch wieder zu einem statisch bestimmten Trager
machen, dass man es auf eine starre Auflager-Ebene setzt
und drei Eckknotenpunkten je eine Auflagerbedingung in dieser
Ebene vorschreibt. Das Gleiche trifft aber auch zu, wenn
man das ganze Gebilde umstiilpt und das vorher oben
liegende (offene) Sechseck in der beschriebenen Weise auf
die Grundebene aufsetzt.

Im letzteren Falle erhdlt man das von Hrn. Hacker
behandelte, oben (durch eine Spitze oder einen versteiften
Ring) geschlossene, unten in der Ebene (vorbehaltlich dreier
Auflagerbedingungen) frei verschiebliche Fachwerk. Man
kann also sagen, dass bei den Hacker'schen Systemen gegen-
liber den von mir behandelten nur der Grundring und der
Nabelring ihre Rollen gewechselt haben. = Ilr. Hacker ver-
steift den letzteren und ldsst jenen offen, wihrend es bei
den von mir behandelten Systemen umgekehrt war.

Aus den Rechnungen des Irn. Hacker scheint hervor-
zugehen, dass die von ihm betrachteten Systeme geringere
Spannungen erfahren als jene. s war mir bisher nicht
moglich *), mir von der Richtigkeit dieser Behauptung ein
eigenes Urtheil zu bilden; ich habe aber keine Veranlas-
sung, an derselben zu zweifeln. Dagegen glaube ich, dass
man den Ilacker'schen Resultaten erst dann einen prac-
tischen Werth beilegen darf, wenn es bewiesen ist, dass die
Voraussetzung, auf der sie beruhen (Verschieblichkeit der
Auflagerpunkte) gentigend erfiillt ist oder erfiillt werden kann.

Leiprig im Februar 1888.

*) Die Zeitschr. fiir Bauwesen ist mir nur schwer zuginglich.




	Ueber das räumliche Fachwerk

