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Beitrag zur Bogentheorie.

Von Dr. J. B. Gebel, Ingenieur der hessischen Ludwigs-Eisenbahn in Mainz.

In der Theorie des elastischen Bogens ist die Zusammen-
setzung der unendlich kleinen Drehungen, welche die einzelnen
Bogenquerschnitte bei eintretender Biegung erleiden, von beson-
derer Wichtigkeit.

Wirkt in der ,Bogenebene* nur ein Kriftepaar auf den be-
trachteten Querschnitt, so dreht sich derselbe um seine (horizon-
tale) Schwerpunktaxe ; wirkt eine Kraft senkrecht zum Querschnitt,
so dreht sich derselbe — nach Culmann’s Bezeichnungsweise —
um die Antipolare des Angriffspunktes der betreffenden Kraft in
Bezug auf die Trigheitsellipse des Querschnittes u.s. w. Es
sehen nun aber die meisten Schriftsteller von der wirklichen
Zusammensetzung dieser unendlich kleinen Rotationen génzlich
ab, und ermitteln die am Bogen vorkommenden Widerlagerreac—
tionen mit Hiilfe analytischer Beziehungen.

Im Folgenden soll ein Beispiel der Anwendung der Lehre
vom Gleichgewicht der unendlich kleinen Rotationen auf die
Statik des elastischen Bogens gegeben werden.

Wir stellen uns zur Aufgabe, fiir einen symmetrischen
Bogen, ohne Gelenk, von sonst beliebiger Form und von ,con-
stantem J cos ¢¢ (J = Trigheitsmoment, ¢ = Neigungswinkel
irgend eines Bogenquerschnittes gegen die Verticale) die Wider-
lagerreactionen zu bestimmen.

Von den am Bogen vorkommenden Forminderungen sollen
hier nur diejenigen beriicksichtigt werden, welche von den Mo-
menten der dusseren Kréfte herriihren.

1. Es sei (Fig. 1) durch das Curvenstiick a ¢ b die Schwer-
punktsaxe irgend eines Bogens gegeben. Wir denken uns, wie
bei Ableitung der
Gleichungen der
Form#nderungen ge-
briauchlich, etwa das
linke Bogenende ,fest
aufsitzend“, das an-
dere frei beweglich.
Wird nun durch eine
beliebige Kraft K, die
man sich etwa durch
eine starre Linie —
mit einem gewissen

' Punktcder Bogenaxe

Y fest verbunden den-

ken mag, die Elasti-

citit des Bogenstiicks @ ¢ in Anspruch genommen, so dreht sich,
wie erwahnt, jeder Querschnitt — in Folge des ihn betreffenden
Momenteneinflusses — um seine horizontale Schwerpunktsaxe.
Es handelt sich also um die Zusammensetzung unendlich kleiner
Rotationen von parallelen Axen, die in ihrer Aufeinanderfolge
einen (zur Bogenebene senkrechten) eylindrischen Flichenstreifen
von der Leitlinie @ ¢ bilden. Die einzelnen Punkte des Bogen-
stiickes @ ¢ sind demmnach als ,Momentancentra® fiir die
ung der in der Bogenebene liegenden, mit dem betreffenden
Bogenquerschnitt fest verbunden gedachten Punkte aufzufassen.

Jeweg-

Bezeichnet d s das Bogenelement, J das Tragheitselement,
¢ den Elasticititsmodul and P das Moment der Kraft K beziig-
lich irgend eines Querschnittes, so ergibt sich bekanntlich die
Amplitude d 46 der Rotation (d. h. der unendlich kleine Drehungs-
winkel in Theilen eines Kreisbogens vom Radius Eins gemessen)
jenes Querschnittes aus der Formel

Pdsl)
aJ

(1) dAdI=
Durch Zusammensetzung der sammtlichen durch Einwirkung
der Kraft K auf das Bogenstiick a ¢ hervorgerufenen Elementar-
rotationen erhilt man nach Axe und Amplitude die resultirende
Rotation ¢, welche fiir jeden mit dem Querschnitt ¢ fest ver-
bundenen Punkt der Bogenebene, also auch fiir das bewegliche
Bogenende b massgebend ist. Aufgabe der Berechnung ist es
nun, eine Kraft, die Widerlagerreaction, zu finden, welche auf
den ganzen — bei a eingeklemmten — Bogen wirkend, eine der
unendlich kleinen Rotation ¢ entgegengesetzt gleiche Rotation
hervorruft.

Dass die Theorie der Zusammensetzung der unendlich kleinen
Rotationen ohne Weileres auf Rotationen von den Amplituden
d 49, sowie 40 angewendet werden kann, folgt daraus, dass
bei Bestimmung der Widerlagerreactionen nur die Verhéltnisse
der Amplituden zu einander benutzt werden, dass also Ampli-
tudenwerthe von beliebiger Kleinheit gedacht werden konnen.
Im Grenzfall wiren die — etwa mit dem Zeitelement d ¢ multi-
plicirt zu denkenden — Amplituden 40 und d 49 als unendlich
kleine Grossen erster resp. zweiter Ordnung aufzufassen.

2. TUnendlich kleine Rotationen von den Axen a, oy .. an
und den Amplituden 49,, 49, . . 49, werden bekanntlich zu-
sammengesetzt, als ob es Krifte wéren von den Richtungslinien
ayy a9 . . %y und den Intensititen A9y, 4 d,.. 40,2). Es gelten
demnach alle Sitze, welche das Gleichgewicht der Krifte betreffen,
auch fiir das Gleichgewicht der unendlich kleinen Rotationen:
es handelt sich bei diesem Dualismus nur um eine Vertauschung
von Worten.

So ist z. B. das ,Moment“ der resultirenden Rotation in
Bezug auf eine beliebige Axe des Raumes gleich der Summe
der ,Momente“ der componirenden Rotationen hinsichtlich der-
selben Axe, wenn unter ,Moment“ ein &hnliches, statt der In-
tensitit — die Amplitude enthaltendes Product verstanden wird,
wie in der Lehre von den Kriften.

So gelten fiir ein System von Rotationen paralleler Axen
dieselben Sitze, welche bei einem System von Parallelkréften
auf den Begriff des Mittelpunktes (Schwerpunktes) eines Punkt-
systems fithren u.s. w.

3. Dasbei der ,Summation der
Verwendung kommende Gesetz :

Die Resultirende mehrerer Bewegungsursachen bringt die
Resultirende derjenigen Bewegungseffecte hervor, welche die
einzelnen componirenden Bewegungsursachen je fiir sich allein
zur Folge haben wiirden —

in Verbindung mit der hypothetischen Annahme, dass die
Amplitude der unendlich kleinen Rotation, welche durch Ein-
wirkung einer und derselben Kraft auf ein und dasselbe Bogen-
stiick — vermdge des in Betracht kommenden Endquerschnitts

kleinsten Wirkungen“ zur

1) Als positiver Drehungssinn soll stets der Drehungssinn des Uhrzeigers
gelten.

2) Eine erschipfende Darstellung der Zusammensetzung der Rotationen,
vom rein geometrischen Standpunkte aus, enthiilt Schells ,Theorie der Be-
In sehr allgemeiner Auffassung finden sich auch
»Die wichtigsten Sitze
der von Ball und

wegung und der Krifte“.
die erforderlichen Siitze in des Verfassers Schriftchen :

der neueren Statik“ (Meyer & Zeller, Ziirich). Mit Hiilfe

Fiedler gegebenen Theorien und unter Zugrundelegung des fiir Gleichgewicht
iiberhaupt bestehenden Principes ,Summe der mechanischen Arbeiten gleich
Null“ werden dort gleichzeitig fiir Kriifte und Bewegungen die allgemeinen
Gleichgewichtsbedingungen abgeleitet. Die ebendaselbst aus Riicksichten
elementarer Behandlungsweise gewiihlte Form der gleichférmigen Rotationen
(von festen Axen), die sich also in jedem Moment zu einer Rotation von sich
gleich bleibender Axe und Geschwindigkeit vereinigen, ist im Wesen mit der
Grundform der unendlich kleinen Rotation identisch. Vergl. auch den zu-
gehdrigen Aufsatz ,Ueber cinige Bigenschaften des Cylinderroids“, Zeitsch.
fiir Math. und Phys. Heft V d. Jahrg.
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