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DM m%m&m Band Ein Ding, das nur eine Seite hat

Eines der merkwiirdigsten Modelle, das wir uns mit
wenig Miihe in ein paar Augenblicken herstellen konnen
und das uns iiberraschend tiefe Einblicke in eine sonst
hochst unanschauliche Gedankenwelt vermittelt, ist
das von dem namhaften deutschen Mathematiker
Moébius erstmals bekanntgegebene, aus einem ein-
fachen Papierstreifen bestehende und nachihm benannte
Band. Dieser, manchmal auch nach dem Mathematiker
0. Simony benannte ,,tordierte” Papierstreifen wurde
in dem Artikel ,,Die andere Welt” (Prisma 7/1950) als

; \

Band zusammengellebt

Mobiussche

Abb. 1. So wird das
Beispiel fiir den ,,VorstoB in die vierte Dimension”
angefiihrt. Zu seiner Herstellung brauchen wir nur
einen Papierstreifen von etwa 60 bis 80 em Linge und
etwa 6 cm Breite. Kleben wir einen derartigen Streifen
an den beiden Enden zusammen, so ergibt sich nichts
Besonderes. Wir erhalten einen einfachen Papierring.
Die Sache wird aber sogleich ganz anders, wenn wir
vor dem Zusammenkleben ein Ende, aber wohl-
gemerkt nur ein Ende, um 180 Grad verdrehen, so
daB die urspriinglich auf dem Tisch aufgelegene Papier-
seite jetzt dort oben liegt. Dann erst kleben wir die
beiden Enden aneinander. Unsere Abbildungen 1 und 2
zeigen es, wie das gemeint ist. KEs entsteht demnach
kein einfacher Papierring mehr, sondern ein solcher, der
eine eigenartige Verwindung aufweist. Was damit
geschehen ist, klingt geradezu unwahrscheinlich.
Denken wir ein wenig nach und abstrahieren wir vom
Korperlichen, das heillt, vernachlissigen wir die Dicke
des Papiers vollstindig. Damit fallen auch die in
Wirklichkeit zwar vorhandenen, sehr schmalen Seiten-
flichen aus unserer weiteren Betrachtung aus, und wir
haben es also mit einem Ding zu tun, das eine nur
obere und eine untere Seite — gehabt
hat. Nimlich als noch nicht zusammengeklebter Ring.

Abb. 2. Ein einfacher Papierring (oben) und ein -fertig-
geklebtes Mobiussches Band (unten)

Jetzt aber, nach der Verwindung und dem Z u-
sammenkleben, ist" eine Seite voll-
kommen verschwunden, wir kénnen nicht
mehr zwischen einer Ober- und Unterseite unter-
scheiden, es gibt nur eine einzige Seite iiberhaupt! Der
Beweis hiefiir ist sehr einfach zu fithren. Versucht man
namlich jetzt etwa eine einzige Seite allein mit einem
Bleistift zu schraffieren oder anzufirben, so stellt es
sich sogleich heraus, daBl dies unmoglich ist. Die
beiden scheinbar vorhandenen Flichen, die Oberseite
und die Unterseite erweisen sich nimlich als identisch,
eine Seite geht in die andere iiber, das heilit, es ist in
Wirklichkeit tatsichlich nur eine einzige vorhanden!

Aus dieser Feststellung ergibt sich aber sogleich auch
noch eine zweite, geradezu verbliiffend unheimliche! —
Wenn ich ein Papierstiick (wieder als reine Fliche ohne
Dicke aufgefafit) durchschneiden will, also in zwei
Stiicke teilen will, muB3 ich unbedingt die obere und
untere Fliche durchschneiden. Da das Mébiussche
Band aber nur mehr eine einzige Flache
aufweist, mul} es also auch unzerschneidbar, richtiger
gesagt, unzerteilbar sein. Und tatsichlich:
Fiihrt man einen Schnitt, wie es die Abbildung 3 zeigt,
etwa entlang der Mittellinie des Bandes, so bleibt
dieses unzerschnitten in einem Stiick beisammen.
Es wird nur linger! Aber damit ist aller Spuk um
das so einfach anmutende Papierband noch lange nicht
zu Ende! Denn schneidet man das jetzt etwa doppelt
so lang gewordene Band neuerlich der Mittellinie entlang
durch, so zerfillt es zwar in zwei Binder, die aber in
eigenartiger Weise, soetwa wie Kettenglieder, ineinander
verschlungen sind (Abb. 4). Diese zwei neuen Béander
sind aber wieder in der Langsrichtung unzerteilbar, d. h.
werden beim Durchschneiden nur wieder linger, worauf
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erst diese wieder zerschneidbar werden und so fort.
Es ist kaum moglich, die tiefe Bedeutung der hier
vorliegenden Verhiiltnisse in mathematischem Sinne
genauer zu deuten, da wir zu weit ausholen miiten.
Das Wenige, das verraten sein kann, wire etwa fol-

Abb. 3.

Wie das Mobiussche Band der Linge nach durch-
schnitten wird

gendes: obgleich wir bekanntlich in einer dreidimen-
sionalen Welt, einem dreidimensionalen Raum (= Ry)
leben, kénnen wir uns von einfacheren ,,Riumen” doch
sehr gute Modelle vorstellen. Legen wir vor uns ein
Blatt Papier eben auf den Tisch, so haben wir das
Modell eines begrenzten, allseits geraden zweidimen-
sionalen Raumes, eines R, vor uns, wenn wir uns die
Papierdicke wegdenken. Nun stellen wir uns noch
,»Flachwesen” vor, die in so einem Raume zu leben
gezwungen sind, die also in einer Ebene gemessen
beliebig groBf gedacht werden konnen, aber keine mel3-
bare Dicke aufweisen. Etwa so dhnlich wie die bekann-
ten Biicherskorpione (Chelifer cancroides), die zwischen
den Seiten von Biichern hausen, aber natiirlich auch
noch eine meBbare Dicke aufweisen. Derartige ,,Flich-
ler” sind von Beltrami zum erstenmal erdacht
worden. Fiir sie gibt es demnach kein ,,Oben"'#‘und
., Unten” — in dem unendlich diinn gedachten R, fillt
ja die Oberseite mit der Unterseite zusammen, sie
kennen nur ein ,,Vorn” und ,,Hinten”, ein ,,Rechts”
und ein ,,Links”, Dag hat aber wieder schwerwiegende
Folgen. So sind z. B. zwei gleichwinkelige und gleich-
seitige Dreiecke, die wir in unserem R, als kongruent
bezeichnen und jederzeit zur Deckung bringen knnen,
im R, im allgemeinen nicht kongruent, da wir sie durch
einfaches Umklappen — dazu wiirde man ja den R,
benstigen — nicht libereinanderlegen kinnen (Abb. 5).
Sie sind und bleiben dort genau so voneinander ver-

schieden wie etwa bei uns ein Handschuh fir die
rechte und die linke Hand!

So lange wir unseren ebenen, allseits gerade ge-
dachten R annehmen, hat das weiter keine Bedeutung.
Nun muB unser Papiermodell aber nicht unbedingt so
gedacht werden. Es kann ja irgendwie verkriimmt, ja
schliefflich wie in unserem Mobius’schen Band in sich
geschlossen sein. Was geschieht nun, wenn so ein
,»Flichler” von einem Punkt seiner Welt ausgeht, die
ganze Linge des Mobius’schen Bandes durchmifit
und wieder zu seinem Ausgangsort zuriickkehrt? —
Denkt man das alles folgerichtig durch, so kommt man
zu der geradezu bestiirzenden Tatsache, dall der
Flichler —seitenverkehrt wieder nach Hause
gekommen ist. Was frither an ihm links war, ist jetzt
rechts und umgekehrt! Oder mit anderen Worten: er
hat sich ,,umgekehrt”. Da aber in der dickenlosen
R,-Welt ,,Oben” gleich ,,Unten” ist, konnte sich diese
Drehung nur an Rechts und Links bemerkbar machen,
die auch miteinander vertauscht wurden.

Mathematisch genauer formuliert, ist also das
Mobius’sche oder Simony’sche Band ein Modell eines

Abb. 5.

durch den Raum zwischen zwei Glasplatten dargestelll wird,

lassen sich zwei kongruente, aber mil den gleichen Winkeln

nach verschiedenen Setten weisende Dreiecke nicht zur Deckung
bringen

In einem ebenen zweidimensionalen Raum, der hier

gekriimmten zweidimensionalen Raumes ganz be-
sonderer Art. Und zwar nennt man Rdume mit der-
artigen Eigenschaften ,nichtorientierbare Réiume.
Natiirlich sind auch derartige nichtorientierbare d r e i-
dimensionale Riaume denkbar, d. h. mathematisch vor-
stellbar. Aber genau so wie das Mobius’sche Band,
an sich ein R,, erst in der nichsthoheren Dimension,
im R, hergestellt und eingebettet sein muB, so ist es
auch notwendig, daf} ein gekriimmter dreidimensionaler
Raum in der nichsththeren Dimension, also in einem
R, entstanden und eingebettet sein mufB. Freilich
sind diese gedanklich ohne weiteres konstruierbaren
Réume unserem Hirn, das streng dreidimensional
orientiert ist, nicht vorstellbar, wie schlieBlich alles,
was in Raume hoherer Ordnung hinweist, und er-
staunt mufl man feststellen, wie wenig — nur ein
passend zusammengeklebtes Stiick Papier — not-
wendig ist, um uns an die Grenze unseres Vorstellungs-
vermogens zu bringen. Ing. A. Niklitschek

Abb. 4. Zwei ineinander verschlungene Bdnder

zweiten Schniit

nach dem
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