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DER GETEILTE RAUM

Die geometrischen Grundlagen der Teilung von Ebene und Raum

Hiaufig stehen wir im praktischen Leben vor der
Aufgabe, eine Ebene in viele gleiche Teile zu teilen oder
einen Raum mit vielen gleichen Packungen auszu-
filllen. Es ist {iberaus anziehend, den geometrischen
Grundlagen einer solchen Teilung nachzugehen. Dabei
miissen wir hier von vornherein verzichten auf
alle Formen mit einspringenden Ecken oder Kanten,
Zacken u. dgl. und uns beschrinken auf die Figuren
mit hohlen Winkeln nebst Kreis und Kugel.

Die Ebene teilen wir ohne Schwierigkeit in gleiche
Parallelogramme jeder Form. Wir brauchen nur die
parallelen Seiten zu verlingern und zu den beiden
Parallelenpaaren, die wir erhalten, in jeweils gleichen
Abstinden weitere Scharen von Parallelen ziehen.
Nun kann jedes beliebige Dreieck als die Halfte eines

Abb. 1. Teilung der Ebene in unregelmdfige Vierecke

Parallelogrammes betrachtet werden. Es ergibt sich
also der Satz, dal die Ebene in Parallelo-
gramme und in Dreiecke jeder Form
ohne Rest geteilt werden kann. Wie steht es aber mit
unregelméaBigen Vierecken? Hier scheint die Sache
nicht so einfach. Aber es zeigt sich, daB man auch mit
gleichen unregelmafBigen Vierecken
jeder Form die Ebene liickenlos ausfiillen kann
(Abb. 1). Jedes Viereck kann durch eine Diagonale in
zwei Dreiecke zerlegt werden und jedes dieser Dreiecke
fiigt sich leicht mit seinesgleichen zu einem parallel be-
grenzten Bande zusammen. Man bekommt zweierlei
Biinder, die abwechselnd aneinander gelegt, die Ebene
ausfiillen, und es ist leicht, sie so zu ordnen, dal} sich
immer zwei Dreiecke zu dem gewiinschten Viereck zu-
sammenfinden. KEs sind also auch gleiche Vierecke
jeder Art fiir unseren Zweck brauchbar. Dies gilt
nicht mehr fiir alle Fiinfecke. Gerade das regelméfBige
Fiinfeck mit seinem Winkel von 108° 1af3t sich nicht
verwenden, denn aus solchen Winkeln kann man nicht
den vollen Winkel von 360° zusammenfiigen. Wohl
aber gelingt es mit manchen gleichen un-
regelmiaBigen Finfecken, die Ebene aus-
zufiillen (Abb. 2). Das regelmiaBige Sechs-

Von August Koch

e ¢ k mit seinen Winkeln von 120° macht uns die Auf-
gabe leicht und die Honigwabe zeigt uns in der Natur
ein Beispiel von der Ausfiillung der Ebene durch diese
Vielecke. Aber auch manches unregelmiBige Sechseck
ist brauchbar. Damit sind wir aber schnell zu Ende ge-
kommen. Vergeblich versuchen wir, die
Ebene in irgendwelche gleiche Viel-
ecke, regelmiallige oder wunregel-
miafBige, von mehr als 6 Seiten ohne
Rest zu teilen. Warum dies nicht maog-
lich sei, liBt sich mathematisch beweisen:

Wir denken uns die Ebene unbegrenzt. Die Zahl
der Vielecke sei Z, die Seitenzahl eines jeden n. So-
mit ist die Gesamtzahl der Ecken Zn. Nach einem
bekannten Satz ist die Winkelsumme jedes Viel-
eckes 2nR—4 R, die Gesamtsumme aller Winkel
von Z Vielecken = ZR (2n—4). Wir nehmen nun
an, daf} sich an einigen Stellen Z(n—p) Ecken zu je
360° zusammenfinden, an anderen Zp zu je 180°,
anliegend an eine Seite in Form etwa eines T. Im
ersteren Fall bendtigen wir mindestens 3 KEcken
(oder mehr), im zweiten Falle mindestens 2 Ecken
an jeder Stelle. An diesen Stellen miissen wir die
ganze Winkelsumme unterbringen. Daraus ergibt
sich folgende Gleichung bzw. Ungleichung:

P n—p S
ZR (2n—4) S4ZR —, + 2 IR

geordnet 2n + p < 12.

Dieser Formel geniigen nur die Seitenzahlen
n = 3,4, 5 und 6. Hohere Seitenzahlen sind nicht
moglich. Auflerdem ergibt sich, dafl bei der Seiten-

Abb. 2. Restlose Ausfiillung der Ebene mit gleichen,
unregelmdfigen Fiimfecken

zahl 6 an allen Stellen 3 Ecken sich zu 360° ver-
einigen miissen; Vereinigungen zu 180° kinnen
hier nicht vorkommen, denn nur der Wert O fiir
p geniigh der Gleichung.
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Obige Formel gilt iibrigens auch fiir den Fall, da@
die Vielecke nicht alle gleich gestaltet sind, sofern sie
nur die gleiche Seitenzahl haben. Wir wenden uns nun
dem Kreise zu. DaB wir die Ebene mit gleichen Kreisen
nicht lickenlos ausfiillen kénnen, zeigt uns der Augen-
schein; dies stimmt auch mit der Auffassung des
Kreises als eines Vieleckes mit unendlich vielen Seiten.
Wie kann aber die Ebene moglichst ausgeniitzt werden ?

Abb. 3. Wenn man Oktaeder und Tetraeder zu cinem
) B . e .
Parallelopiped vereinigt, kann man damitden, Rawm fiillen

Man kann die gleichen Kreise nicht dichter ordnen als
80, daf} sie einander beriihren und ihre Mittelpunkte
gleichseitige Dreiecke bilden. Die Ausniitzung des
Platzes betriigt dabei iiber 909, (bei quadratischer An-
ordnung nur rund 789).

Wie die Ebene, so kann auch der k & r perliche
R-a, Um in verschiedener Weise in gleiche Teile ge-
teilt werden. Wie dort das Parallelogramm, so bietet
uns hier das Parallelepiped (das von 6 Pa-
rallel()gra,mmen begrenzte vierseitige Prisma) eine be-
que.mc L('jsung dieser Aufgabe. Aber auch mit anderen
drei- big sechsseitigen gleichen Prismen gelingt sie,
_S?fem die Durchschnitte derselben geeignet sind, die
Ebene ohne Rest auszufiillen.

Mit besonderer Aufmerksamkeit wenden wir uns
nun den 5 regularen Korpern — Tetraeder, Wiirfel,
Okt&cder, Pentagonal = Dodekaeder und Tkosaeder —
a9 A't.)er unsere Krwartungen werden enttiuscht.
]"Tn“g der Wiirfel, der ja zu den Parallel-
pipeden  gehort, ist imstande, mit seinesgleichen
d.‘_Jl’l Raum liickenlos zu fiillen. Eine solche Aus-
fl}_llung ist eben nur méglich, wenn sich die Flichen-
Winkel der betreffenden Polyeder zu einem Winkel
von 360° vereinigen lassen. Dieser Voraussetzung
GITtSpmch’D nur der Wiirfel mit seinem Flichen-
g;:k:‘lil von 90°% Die entsprechenden Flichenwinkel
10835 etraeders — 70° 31’ 43 — des Oktaeders —
T 1?8’ 16 —, des Dodekaeders — 1169 337 54/ —
b (Osaeder_s — 1380 11_’ 227" — gind simtlich un-

rauchbar. Wir bemerken dabei, daB sich die Flichen-
winkel des Tetraeders und des Oktacders auf 180° er-

ginzen. (Die Differenz von 1’ geht auf Rechnung der
Ungenauigkeit der letzten Stelle bei der logarithmischen
Berechnung.) Wir stellen fest, dafl es unmaog-
lich ist, den Raum restlos in gleiche
Tetraeder, Oktaeder, Dodekaederoder
Ikosaeder zu teilen; doch kénnen wir ihn
ausfiillen, wenn wir Tetraeder und Oktaeder gleich-
zeitig beniitzen, und zwar auf je 1 Oktaeder 2 Tetraeder
mit derselben Seitenlinge (Abb. 3). Neben den regu-
liren Korpern erwidhnen wir noch ein Polyeder, das
streng genommen nicht zu jenen gehort, weil es nicht
von regelmiBigen Vielecken, sondern von gleichen
Rhomben begrenzt wird und zweierlei Ecken hat, aber
alle Kanten sind gleich und — was ein besonderer
Vorzug ist — alle Flichenwinkel betragen gleicher-
weise 120°, Es ist das Rhomben-Dodekaeder
(Abb. 4). Es verdient hier deswegen Beachtung, weil
es, wie der Wiirfel, geeignet ist, den Raum ohne Liicke
auszufiillen. Wir wollen annehmen, dies sei geschehen
und jedem der gleichen Dodekaeder sei eine Kugel
eingeschrieben, die alle 12 Flichen desselben in ihrem
Mittelpunkte beriihrt. Dann ist dieser Raum mit
gleichen Kugeln so dicht ausgefiillt, als dies iiberhaupt
mdoglich ist, eine restlose Ausfiillung mit Kugeln laBt
sich ja nicht erreichen. Bei der erwiithnten Anordnung
stoBt jede Kugel iiberall dort, wo sie die Mittelpunkte
der 12 Flichen beriihrt, mit einer benachbarten Kugel
zusammen, sie ist also von 12 Kugeln umgeben, die sie
alle beriihrt und die sich untereinander beriihren. Eine
nihere Betrachtung zeigt uns, dall die Mittelpunkte
dieser 12 Kugeln an einigen Stellen als Eckpunkte
gleichseitiger Dreiecke, an anderen Stellen als Hek-
punkte von Quadraten auftreten. Dies hangt zu-
sammen mit einem wenig beachteten und doch sehr
bemerkenswerten Umstand: Wenn gleiche Ku-
geln den Raum so dicht als moglich
erfiillen, so sind die zwischen ihnen
verbleibenden (unter sich netzartig zusammen-

Abb. 4. Rhomben-Dodekaeder.  Aus gleichen Kirpern
dieser Art kann ein Rawm, ebenso wie mat Wiirfeln,
restlos ausgefiillt werden

hingenden) Hohlrdume nicht alle gleich
geformt und gleich groB. An einigen
Stellen werden sie von je 4 Kugeln in tetraedrischer
Form, an anderen Stellen von 6 Kugeln in oktaedrischer
Form eingeschlossen, und zwar entfallen auf je 1 ok-
taedrischen 2 tetraedrische Hohlrdume.
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