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Nachgedacht - nachgefragt

Von der Mathematik zu faszinierenden

Luftspiegelungen

Ist von Island aus
Gronland sichtbar?

M \Von Erich Laager

Im Westen Islands hat man von einem hohen Felsenplateau
aus einen wunderschénen Blick auf das Meer Richtung
Grénland. Man erahnt die 300 bis 400 km entfernten
eisigen Gipfel nur. Kann man sie wirklich nicht sehen?

Mit Hilfe von Berechnungen, mit Berichten aus Island und
mit wissenschaftlichen Beitrdagen versuchen wir, diese Frage
zu beantworten. Im Haupttext wird auf Rechnungsbeispiele
verzichtet. Diese findet man jedoch im Abschnitt «Mathe-

matisches Werkzeug».

Kiirzlich erreichte ORION die fol-
gende Frage: Sieht man von Islands
nordwestlichen Fjorden hiniiber
zur  gronldndischen  Blosseville
Kyst? 289 km sind es. Die Mathema-
tiker sagen nein, der Volksmund
sagt ja.

Rein mathematisch ist es nicht mog-
lich wegen der Erdkriimmung (trotz
hoher Gipfel auf gronldndischer
Seite) und die Atmosphire streue
das Licht zu stark. Trotzdem riu-
men die Mathematiker ein, dass un-
ter gewissen atmosphéirischen Be-
dingungen es vielleicht moglich sein
konnte. — Das Licht kann recht ver-
winkelt daherkommen, ich finde
das spannend.

Wer kann helfen bei der Suche
nach einer Antwort?

Ich war bereit, mich dieser Frage
anzunehmen, weil ich zufillig einige
«gute Geister» kenne, die ich zu
Hilfe rufen konnte:

B In der Zentralbibliothek Zirich, Abteilung
Karten und Panoramen, lagern tausende
von Karten aus aller Welt im unterirdi-
schen Archiv. Markus OeHRrU (ein ehema-
liger Schuler von mir) suchte dort fur
mich «geeignete Gipfel» auf Island und
auf Grénland heraus.

0 DanieL Josi (ebenfalls ehemaliger Schuler
und ebenfalls Kartograf) gab mir einige
wichtige Hinweise und schuf fUr mich bei

Swisstopo in Wabern die nétigen Kon-
takte fUr genauere Auskunfte.

B Marianne WiTtwer, eine friihere Kollegin,
ist seit Jahren Reiseleiterin auf Island. Sie
konnte sich dort umhdren und mir Ruck-
meldungen geben.

Am 11. Juli erhielt ich aus Island
eine erste Antwort von MARIANNE
WiTTwER: «Ein zuverlissiger Isldinder
verneint die Frage. Es scheint also
nicht moglich zu sein. Aber ich bin
diesen Sommer dfters in den West-
fjorden und werde mich noch et-
was umhoren. Ich melde mich,
JSalls ich ein verldssliches Ja erhalten
wiirde.»

Die Berechnungen

Unterdessen hatte ich Zeit, der
Frage nachzugehen, wie die Mathe-
matiker zu einem Nein kommen. Ich
wollte die Berechnungen selber
nachvollziehen.

Fiir Island kannte ich von drei Gipfeln
die Hohe (zwischen 793 und 968 m)
und deren geogr. Linge und Breite.
Fiir Gronland waren es fiinf Berge
mit Hohen von 2067 bis 3700 m.
Markus OeHRLI schrieb dazu, dass es
fir Island verniinftige Karten gebe.
«Aber ausgerechnet der in Frage
kommende Teil Gronlands st
kaum kartiert, das Genauste bei
uns ist die Operational Navigation
Chart ONC 1:1 Million. Ein Ver-

merk darauf warnt aber, die La-
geungenauigkeit betrage 6 nauti-
sche Meilen ...» Eine erste Beurtei-
lung von OeHrRL: «Die kiirzeste
Strecke am Boden von Kiiste zu
Kiiste ist gut 289 km. Mit obigen
Angaben kannst du recht viele ver-
schiedene Verbindungen auspro-
bieren. Nach Google messen die
Distanzen zu hoheren Erhebungen
an der Blosseville-Kiiste um die
350 km, zu den noch hoheren Wat-
kins-Bergen etwa 450 km. Ich bin
gespannt, was deine Berechnumn-
gen ergeben, aber nach Gefiihl
wiirde ich auch sagen, dass man
von keinem Punkt auf Island wirk-
lich nach Gronland sehen kann.»

Fir alle 15 Kombinationsmoglich-
keiten habe ich die Verhiltnisse fol-
gendermassen berechnet:

1. Abstand der beiden Gipfel mit
Hilfe des sphirischen Dreiecks
(Abb. 1). Im Internet findet man
dazu ein &dusserst praktisches Be-
rechnungsformular (Rechner fiir
sphirische Dreiecke von ARNDT
BrONNER). Diesem habe ich die no-
tige Formel entnommen.

Mit der geographischen Linge und
Breite der Orte A und B kennt man im
Dreieck 2 Seiten und den von ihnen
eingeschlossenen Winkel.

Der Rechner liefert u. a. die dritte
Seite, d. h. die Distanz von A zu B.
Diese Distanz ist ein Sektor des
Grosskreises auf Meereshohe, wel-
cher durch A und B geht.

Die Berechnung ist zuverlissiger als
das Messen von Distanzen auf einer
Karte, da diese moglicherweise
nicht ldngentreu ist.

2. Ist Sichtverbindung von A zu B
moglich? Zur Beantwortung dieser
Frage wihlte ich zwei verschiedene
Wege:

a) Gemiss Abb. 2 oben. Wie weit
sieht man von den beiden Gipfeln
auf das Meer hinaus? Ist die Summe
dieser beiden Distanzen kleiner als
der Abstand von A zu B, dann gibt
es keine Sichtverbindung.

b) Gemiss Abb. 2 unten. Man denke
sich eine Verbindungsstrecke vom
einen Berggipfel zum andern. Zu-
erst wird die Linge dieser Strecke
berechnet, anschliessend die Linge
des Lotes (rot) vom Erdzentrum aus
auf die Verbindungsstrecke. Die
Sichtverbindung ist nur moglich,
wenn die Liange dieses Lotes gros-
ser ist als der Erdradius (blau).
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= Samtliche Resultate zeigten, dass

29 Y man von Island aus Gronland nicht
6% ui Nordpol sieht.

Nun stand aber mein mathemati-

sches Werkzeug in Form von gut do-

kumentierten Excel-Tabellen bereit

it und ich konnte damit etwas spielen.

] \__\ ) /_,..-"/‘ Y \\ \\\
) \\ S Beispiel 1: Der kiirzeste Abstand
CNOThule™ =~ y/ 'S i von Islands zu Gronlands Kiiste
2%\ X7 / 5 misst 284,3 km. Wie hoch miissten

dort die Kiisten sein, damit man
«hintiber sieht»? Bei 1590 m Hohe
auf beiden Seiten wiirde es knapp
reichen! Das Lot auf die Verbin-
dungsstrecke wire dann 4 m linger
als der Erdradius. Von beiden Gip-
feln konnte man 142,3 km weit auf
das Meer hinaus sehen.

Gronland

Beispiel 2: Wir blicken von Islands

625 m hohen Felsplateau Bolafjall

zu Gronlands hochstem Gipfel von

. p 3700 m Hohe (Abb. 3). Man miisste

AN iiber Islands Klippe mit einem Bal-

e lon auf 2200 m Hohe steigen, damit
N man Gronlands Berg sieht.

y Zusammengefasst: Die erste Ant-
T wort der Mathematik ist klar und
. : eindeutig: «Nein, es gibt keine
Sichtverbindung.»

Damit ist unsere Frage jedoch noch
nicht endgiiltig beantwortet!

) Lichtbrechung und Luftspiegelungen

Es bleiben die «<wundersamen Wege
der Lichtstrahlen», welche zu Uber-
raschungen fiihren konnen: Refrak-
tion (Brechung) und Reflexion
(Spiegelung) in der Atmosphire.
Den Effekt der Refraktion kennen
Abbildung 1: Sphérisches Dreieck (Kugeldreieck) zum Berechnen der Distanz von wir von der Sonne, die bei Auf- und
Island nach Grénland. Die geogr. Koordinaten der Punkte an den Kisten liefern zwei Untergang scheinbar angehoben
Dreieckseiten, die vom Nordpol aus gehen und den zwischen ihnen liegenden Winkel. wird, am mathematischen Horizont
Daraus lédsst sich die dritte Seite berechnen. Dies ist die gesuchte Distanz. um etwa 36 Bogenminuten.
Der mittlere scheinbare Sonnenra-
dius misst 16 Winkelminuten. Das

B A A heisst: Der obere Sonnenrand ist fiir
einen Beobachter am Meeresstrand
dann am Horizont, wenn die berech-
nete Hohe der Sonne -562 Bogenmi-
Abbildung 2: Figuren oben: Blick von

GRraFIk: THomas Baer, ORION NAcH VORLAGE ERICH LAAGER

der Bergspitze auf das Meer. Der
Berihrungspunkt der Tangenten zeigt,

A A wie weit man sieht.

B [P Figuren unten: Ein Lot (rot) auf die
Verbindungsstrecke zwischen den
Berggipfeln errichten. Die Ldnge des
Lotes mit dem Erdradius vergleichen.
Figuren links: Eine Sichtverbindung ist
nicht méglich. Figuren rechts: Eine

Sichtverbindung ist méglich.

GRAFIKEN: ERICH LAAGER
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nuten betrigt, die Sonnenmitte also
fast 1° unter dem Horizont steht.
In gleicher Art werden nun ferne
Berggipfel durch die terrestrische
Refraktion angehoben.

Konnte das ausreichen fiir ein «er-
folgreiches Hiniibersehen»?

Die Topografen rechnen nach fol-
gender Methode, welche die Erd-
krimmung gleich mit einbezieht
(Abb. 5 im Abschnitt «Mathemati-
sches Werkzeug», S. 14/15, Figur B):
A Ort des Beobachters, B hier ist ein
benachbarter Berggipfel auf der ge-
kriimmten Erdoberfliche.

B1 hier wiirde dieser Berggipfel er-
scheinen, wenn die Erde eben wire.
Wegen der Erdkrimmung sehen wir
den Berg B um den Winkel e tiefer.
Der «Sehstrahl» wird durch die Re-
fraktion abgelenkt, er nimmt den
gekriimmten Verlauf. Dadurch er-
scheint der Gipfel B um den Winkel
r angehoben.

Tatséchlich erscheint der Berg e - r
(Grad) tiefer als auf einer «ebenen
Erde».

Fiir die Berechnung der Refraktion
wird ein Brechungskoeffizient von
0.13 verwendet. Dies bedeutet, dass
die Kriimmung eines Lichtstrahls
durch die Refraktion rund 13 % der
Erdkrimmung betriagt. Diese Zahl
wurde aus vielen Messungen als
durchschnittlicher Erfahrungswert
ermittelt. Sie wird seit 200 Jahren
fir die Reduktion der meisten geo-
déatischen Hohenmessungen ver-
wendet. (Nach Wikipedia.)

Abb. 4 zeigt die Wirkung von Erd-
krimmung und Refraktion beim
Blick in die Ferne. Der bekannte
Schweizer Kartograf Prof. Epuarp
Imuor hat diese Zeichnung in seinem
Buch «Geldnde und Karte» auf S.
119 als Beispiel publiziert.

Ménch  Jungfrau Pilatus

Abbildung 4: Jungfraugruppe, Pilatus
und Albiskette vom Zlrichberg aus ge-
sehen. Ohne Erdkrimmung und Refrak-
tion erschiene die ferne Gebirgssilhouet-
te in der HShe der roten Linie.

BiLo: ERiCH LAAGER

Abbildung 3: Ausschnitt aus der fotografierten Orientierungstafel auf dem Bolafjall,
offenbar bei Regen aufgenommen. Die genaue Hbhe und die prézisen geographischen
Koordinaten des Gipfels auf Grénland konnten nicht eruiert werden. Die Distanz wird
im gunstigsten Fall etwa 390 km betragen.

Zwischenbemerkung: Mit dem
Computerprogramm  «Atlas der
Schweiz» lassen sich fiir beliebige
Orte in der Schweiz sehr schone
Panoramen generieren. Diese stim-
men erstaunlich gut mit der wirkli-
chen Aussicht (d. h. mit Fotos)
iiberein. Auch hier sind bei den auf-
windigen Rechnungen Erdkrim-
mung und Refraktion sicher bertick-
sichtigt.

Bringen die kombinierten Wirkungen
den erhofften Erfolg?

An einem konkreten Fall aus Island
sei nochmals gezeigt, wie die ver-
schiedenen Phinomene sich kombi-
niert auswirken:

Blick vom Bolafjall auf Island Rich-
tung Gunnbjarnarfall auf Grénland
(Abb. 3 und Abb. 7).

Die Abbildung 5 illustriert die Be-
rechnungen im Abschnitt «Mathe-
matisches Werkzeug» (Abschnitt
C). Diese ergeben folgendes:

I Figur A
Wére die Erde eben, wirden wir zum
Berg auf Gronland 0,452° nach oben bli-
cken.

i Figur B
Wegen Erdkrimmung und Refraktion
wird diese Richtung um 1,53° gesenkt

(Winkel e - r). Wir blicken also 1,53° -
0,452° = 1,08° abwaérts (in den Boden
hinein).

0 Figur C
Der erhdhte Standort gewahrt uns einen
freien Blick Richtung 0,8° abwarts (Winkel
a).
Das reicht jedoch nicht aus; es fehlen
0,2°, resp. etwa 1300 m an Bergeshoéhe in
Gronland.

Es bleibt eine letzte Hoffnung -
Luftspiegelungen!

Bei der «klassischen Fata Morgana»
wird z. B. das Himmelsblau wegen
einer heissen Luftschicht unmittel-
bar iiber dem Boden gespiegelt. An
der Grenze von der kiihlen zur war-
men Luft kann es eine Reflexion
von Lichtstrahlen mit einem sehr
flachen Einfallswinkel geben. Der
Beobachter sieht dann iiber dem
Boden eine blaue Fliache, die ihm
als Wasser erscheinen kann.

Dieses Phinomen der «unteren
Luftspiegelung» fillt fiir unser Pro-
blem ausser Betracht: Wir untersu-
chen ja nicht Berggipfel {iber, son-
dern unter unserer Horizontebene.
Nun fand ich bei http://www.physik.
wissenstexte.de/halligen.ntm  noch
einen Hinweis auf die Erscheinung
der «oberen Luftspiegelung» (Abb.
6).
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Eine warme Luftschicht tiber einem
Kaltluftsee wirkt als Spiegel fiir
Lichtstrahlen, die von unten her auf
die Grenze kalt/warm treffen. Wir
wiirden dann mit Hilfe des «Spie-
gels am Himmel iiber uns» um die
Erdkrimmung herum zum Gron-
landberg sehen. — Ist das moglich?
Nun musste ich wiederum Fach-
leute bemiihen. Ich wandte mich an
Meteorologen, erlauterte ihnen
mein Problem und stellte die kon-
kreten Fragen:

l Ist bei Island eine solche reflektierende
Luftschicht denkbar?

I Ware eine Sicht von Berg zu Berg durch
Spiegelung an der warmen Luft moglich?

Ich hatte Glick. Auf Umwegen
stiess ich auf einen alten Bekann-
ten. Markus FURGER aus Kleindo6ttin-
gen hat innerhalb weniger Tage ei-
nige wichtige Dokumente aufge-
spurt.

Er schreibt mir: «Es war dusserst
interessant, fiir deine Frage zu re-
cherchieren. Und ich kann div eine
positive Antwort geben!

Es ist maoglich, unter giinstigen
Umstdnden mit Konditionen, in
welchen obere Lufispiegelungen
(engl. superior mirages) auftreten,
Objekte zu sehen, welche bis zu 500
km vom Beobachter entfernt sind
(300 Seemeilen). Das wurde in
den 1920er wund frithen 1930er
Jahren von Flugzeugen aus beob-
achtet, welche etwa 1500 m tiber
Meereshohe flogen. Es gibt aber
auch zahlreiche Berichte von Beob-
achtern in  Meereshibhe, welche
Sichtweiten von bis zu 200 See-
metlen (370 km) vermelden. Die
Bedingungen dafiir sind eine
klare, trockene Luft wund eine
starke Temperaturinversion von
mehreren Grad. In hoheren Brei-
ten kionnen solche Bedingungen
auftreten. Fiir  den  Raum
Island/Gronland ist hdufig eine
Temperaturinversion auf etwa
1000 bis 1500 m i.NN vorhanden,
welche die Lichtstrahlen hinrei-
chend umlenken kann, dass weit
entfernte Objekte deutlich erkannt
werden konnen, auch wenn sie
geometrisch unter dem Horizont
liegen. Dies heisst dann, dass
Gronland von Island aus gesehen
werden kann (und wumgekehrt),
auch wenn das wohl nicht gerade
jJeden Tag der Fall ist.

Ich habe einige Artikel zum Thema
gefunden, die das durch Beobach-
tungen und/oder physikalische Be-

GRaFIK: THomAs Baer, ORION

BiLp: MARIANNE WITTWER, REISELEITERIN AUF ISLAND

Abbildung 6: Das Prinzip der «oberen
Luftspiegelung», schematisch und stark
Uberhdht dargestellt. Eine warme
Luftschicht Uber kalter Luft reflektiert
von unten kommende Lichtstrahlen.
Der Beobachter kann einen fernen Turm
auf dem Kopf stehend weiter oben
sehen. Schwarz: Lichtstrahlen vom
Turm direkt zum Beobachter. Rot
gestrichelt: So wiirden Lichtstrahlen
ungestdrt nach oben verlaufen.

Rot: Nach oben laufende Lichtstrahlen
durch die Refraktion gebogen und
zusétzlich an der Grenze von kalter zu
warmer Luft gespiegelt. Grin: Richtung,
aus der die Strahlen scheinbar beim
Beobachter ankommen; in dieser
Richtung erscheint ihm das umgekehrte
Bild des Turms. Ein Berggipfel unter
dem Horizont kénnte bei ginstigen
Verhéltnissen sichtbar werden.

rechnungen belegen. Der Artikel
von Haine (2008) geht noch weiter
und diskutiert die Moglichkeit,
dass die Wikinger auf diese Weise
erfahren haben, dass Land im We-
sten ist (Sichtbarkeit von Norda-
merika — Vinland, Baffinland - von
Gronland aus). In diesem Artikel
wird auch das fiir uns Zentraleu-
ropder ungewohnliche Weltbild be-

schrieben, dass die Erde konkav
st — ein weiterer Brechungseffekt
der Atmosphdre in mnordlichen
Breiten. Der Artikel von Lehn
(2000) passt 100% zu deiner Fra-
gestellung — ein Volltreffer. Hobbs
(1933) beschreibt visuelle Beob-
achtungen 1iiber riesige Distan-
zen.» (Quellenangaben dazu am
Schluss des Beitrags.)

Zuriick nach Island

Der Bolafjall ist ein fiir die West-
fjorde typisches Felsplateau ober-
halb des Fischerortes Bolungarvi,
er liegt auf 625 m 4. M. Zwischen
1985-88 wurde von der NATO eine
Radarstation gebaut und gleichzei-
tig eine Strasse erstellt, welche
heute den Besuch des Felsplateaus
ermoglicht. Seit 2006 befindet sich
in der Station die Islindische Kiis-
teniiberwachung; diese kontrolliert
einen Raum im Umkreis von 460
km. Auch spezielle Kommunikati-
onsgeridte verschiedener Organisa-
tionen befinden sich dort. Am 25.
Juli wurde auf dem Bolafjall ein
Schild fiir Touristen montiert.

Auf diesem steht unter anderem:
«Ste stehen auf dem Gipfel des Bo-
lafjall, 625 Meter viber Meer.

Ihr Standort ist Teil der Westfjord
Hochebene, die vor mehr als 14
Millionen Jahren entstanden 1ist.
Die untersten Lavaschichten die-
ses Berges, zu welchem die Riffe in
Uferndhe uzuordnen sind,
gehdoren mit thren wungefihr 16
Millionen Jahren zu den dltesten
im ganzen Land.

Es gibt ein bekanntes Gertlicht,
dass man von hier aus mit blos-
sem Auge bei klarem Welter

g Abbildung 7: Bolafiall, ein 625 m hoher Aussichtsort mit freiem Blick Richtung Grén-
land. Auf dem Bild sieht man Richtung Osten zur anderen Seite des Isafiéraurdjup.
Dort liegt das unbewohnte Gebiet von Snaefjallastrond und der Gebirgszug Kjolur.

ORION 384 13



Gronland sehen kann. In Wirk-
lichkeit ist das unmaoglich, es
sei denn, dass die Wirkungen
einer Fata Morgana (Spiege-
lung, die manchmal in Polarre-
gionen vorkommt) ein Abbild
des Gletschers itiber den Hori-
zont projiziert.

Vor rund 25 Millionen Jahren waren
Island und Gronland miteinander
verbunden. Als die Kontinente
auseinander drifteten, sanken die
Rdnder langsam in den Ozean,
und Island wurde eine Insel.

Nachgedacht - nachgefragt

Gletscher hobelten  Tiler und
Fjorde in die Lavaschichten. Alle
Fjorde, die Sie sehen, wurden von
Gletscherzungen wdhrend der letzten
3 Millionen Jahre geformt.»

RaLr TryLLas, ein Umweltbeauftrag-
ter der Westfjorde hat MARIANNE
Wirtwer folgende Antwort (von uns
leicht gekiirzt) geschickt. Diese
fasst unsere Ausfiihrungen ab-
schliessend schon zusammen:
«Angenommen, man hat sehr kla-
res Wetter, dann ist die Sichtweite
max. 250 bis 300 km. Soweit so

Quellen

3619)

2008, pp. 60-65)

[ | [1] Wituiam Hereert Hogss: Visibility and the discovery of polar lands (Geografiska Annaler Vol. 15, 1933, pp. 217-224).
[ ] [2] Waibemar H. Lenn: VSkerrylike mirages and discovery of Greenland (Applied Optics / Vol. 39, No. 21 /20 July 2000, pp. 3612-

] [3] Thomas Hae: What did the Viking discoverers of America know of the North Atlantic Environment? (Weather / Vol. 63, No.3 /

o-

i

«Mathematisches Werkzeug»

Die Formeln werden hier so geschrieben, wie bei Berechnungen in Ex-
cel-Tabellen (Ausnahme Wurzeln). Dort mussen bei Winkelfunktionen
die Winkel im Bogenmass (rad) angegeben werden. In den untenstehen-
den Beispielen wird Uberall mit Grad gerechnet, so wie man normaler-

weise mit dem Taschenrechner rechnet.

A) Sphirisches Dreieck fiir Abstandshestimmung (Abb. 1)

Beispiel:

2 Orte mit dem kirzesten Abstand zwischen den beiden Kusten.

Rechnung mit 5 signifikanten Ziffern.

Gegeben:

Ort A (an Islands Westkuste), 23,142° westl. Lange, 66,430° ndrdl. Breite
Ort B (an Gronlands Ostkdste), 26,383° westl. Lange, 68,668° ndrdl. Breite

Seite b = 90° - geogr. Breite von A = 90° - 66,430° = 23,570°
Seite ¢ = 90° - geogr. Breite von B = 90° - 68,668° = 21,332°

Winkel o = Geogr. Lange von B - geogr. Lange von A

=26,383° - 23,142° = 3,241°

Gesucht:
Seite a = Entfernung von A zu B in
Grad

a = arccos (cos (b) - cos (c) + sin (b) -
sin (c) - cos (o))

= arccos (cos (23,570°) - cos (21,332°)
+ sin (23,570°) - sin (21,332°) - cos
(3,241°)

=arccos (0,85378 + 0,14523)

= arccos (0,9990046)

a=2,5567°

Figur A

gut. Der hochste Berg Gronlands
ist 3700 m hoch (Ostkiiste;
Gunnbjorns Field). Bolafjall ober-
halb Bolungarvik liegt 625 m hoch.
Wenn ich diese beiden Hobhen
beriicksichtige, dann wdre es mog-
lich vom Bolafjall aus ca. 90 km
weit zu sehen. Die Spilze wvon
Gronland (3700 m) gdbe mir eine
Sichtdistanz von 220 km bis zum
Horizont. Wenn ich diese beiden
Distanzen zusammenzdhle, kom-
me ich auf so ca. auf 300 km. Das
wird knapp, aber es konnte aufge-
hen.

Selber gesehen habe ich Gronland
noch wicht (denke ich jetzt mal),
obwohl ich schon viele Male auf
dem Bolafjall war. Ich redete mir
jedoch immer ein, dass das, was
ich sehe, Gronland sei.»

1 Erich Laager

Schllichtern 9
CH-3150 Schwarzenburg

3700m . M.

625m 0. M. 045 3075m
390 km [

Abbildung 5: Diese illustriert
das Rechnungsbeispiel im
Kapitel «Mathematisches
Werkzeug», Abschnitt C.

Figur A: Flache anstatt
gewdlbte Erdoberfiéche

Figur B: Auswirkung von
Erdkrimmung und Refraktion

Figur C: Auswirkung des
erhéhten Standortes

GRAFIKEN: THOMAS BAER, ORION, NACH VORLAGEN VON E. IMHOF UND E. LAAGER
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Nachgedacht - nachgefragt

s = Entfernung in km entlang der Erdkrimmung auf Meeres-
hdhe gemessen.

Mittlerer Erdradius r = 6371,2 km
s=2-r-m-a/360=2-6371,2-3,14159 - 2,5567 / 360
=284,.3 km

B) Auswirkungen von Refraktion und Erdkriimmung
(Abb. 5, Figur B)

Formeln gemass Swisstopo, Wabern bei Bern

Konstante Werte:

d = Durchmesser der Erde = 12740 km

b = Brechungskoeffizient = 0,13 (Erklarung dazu im Haupt-
text)

k = Korrekturfaktor =1 - b = 0,87

Variabel:

s = Distanz eines Gelandepunktes vom Beobachter

Gesucht:

E = Scheinbare Absenkung des Geldndepunktes im Ab-
stand s (in km), bewirkt durch die Erdkrimmung e

R = Scheinbare Anhebung des Geldndepunktes im Ab-
stand s (in km), bewirkt durch die Refraktion r

E=s-s/d R=E-b

E-R=E-k

Beispiele dazu (alle Angaben in km)

Die fetten Zahlen zeigen das quadratische Wachstum von
(E-R) mit der Distanz s.

Bolafjall-Gunnbjanarfiall (hinterste Spalte, fette Zahlen): Bei
einer Distanz von 390 km wird ein Berggipfel durch die
Refraktion um etwa 1550 m scheinbar angehoben. Er
erscheint jedoch 10,4 km tiefer als auf einer «ebenen
Erde».

C) Kombinierte Wirkungen (Abb. 5)

Figur A

Bolafjall auf Island ist 625 m hoch

Gunnbjarnarfijall in Grénland ist rund 3700 m hoch
Differenz der Berghdhen = 3,075 km

Distanz zwischen den Bergen rund 390 km

tan(h) = 3,075 / 390 = 0,00788

h =0,452°
Figur B

Formel fur Korrektur von Erdkrimmung und Refraktion
(oben Abschnitt B)

E-R=k-s-s/d

fir s = 390 km ist E-R = 10,4 km

Wie viele Grad tiefer «<sehen» wir den Berg?

tan (e -r)=10,4 /390 = 0,0267

Winkel (e - 1) = 1,563°

Figur C

Erdradius a = 6370 km
Berghthe b = 0,625 km
Sichtweite aufs Meer m =|((a + b) - (a + b)—a - a) = 89,2 km
tan(a) =m/a=289,2/6370=0,0140 « ¢ = 0,803°

D) Lot auf die Verbindungsstrecke zwischen Berggipfeln
(Abb. 2, Figuren unten)

Alle Langenmasse in km

Erdradius r = 6370

Hohe Berg auf Island hi = 0,625

Hohe Berg auf Gronland hg = 3,7

Abstand Berggipfel Island vom Erdzentrum e = r + hi
=6370 + 0,625 = 6370,625

Abstand Berggipfel Grénland vom Erdzentrum f = r + hg
=6370 + 3,7 =6373,7

Strecke von Gipfel zu Gipfel = d

Wir rechnen weiter im Dreieck mit den Seiten d, e, f

& = Winkel gegenlber d = 3,98° (berechnet nach der For-
mel in Abschnitt A)

cos (8) = 0,99759

Seite d berechnet mit Hilfe des Cosinussatzes
d=\e-e+f-f-2-e-f-cos(9))

:\J (6370,625 - 6370,625 + 6373,7 - 6373,7 - 2 - 6370,625 - 6373,7 - 0,99759)
= 442,86

s = halber Dreiecksumfang = (d + e + 1) /2

= (442,8 + 6370,625 + 6373,7) / 2 = 6593,6

Dreiecksflache A berechnet nach Satz des Heron
A=\(s-(s-d)(s-e)-(s-f)

=\j(6598,59 -6150,7 - 222,96 - 219,89) = 1410107
Lot=Hb6heaufd=2-A/d=2-1410107 / 442,86
=6368,2

Das Lot ist klirzer als der Erdradius. — Keine Sicht!

Hinweis:

Wer den privaten Rechnungsmarathon fur ebene und
sphaérische Dreiecke vermeiden will, findet bei Google Berech-
nungsformulare, in welche die bekannten Gréssen direkt
eingegeben werden kdénnen. Dort habe ich auch die oben ver-
wendeten Formeln gefunden.

(Suchbegriffe: Spharische Dreiecke berechnen, Dreiecke
berechnen.)

0 Erich Laager
Schilichtern 9
CH-3150 Schwarzenburg

Flugrouten optimieren

Ein «Nebenprodukt» zu Abschnitt A) Distanzen im
spharischen Dreieck

Abflug- und Ankunftsort liegen auf demselben Breiten-
kreis. Die kurzeste Flugroute fuhrt nicht entlang des
Breitenkreises (Ausnahme Aquator), sondern sie liegt
auf dem Grosskreis der durch die beiden Orte geht. Je
weiter nordlich der Flug verlauft und je weiter die Orte von
einander entfernt sind, desto grosser sind Weg-, Zeit- und
Treibstoff-Erspanisse.

Beispiele fur zwei Orte mit 180° L&ngendifferenz
(halber Breitenkreis):

- Weg-Ersparnis
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