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Abbildungsgeometrische Bestimmung
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Dr. HEINZ BLATTER

der Bahnelemente von Doppelsternen
aus der scheinbaren Bahn (1)

Analytische Rechenmethoden haben in den Naturwissen-
schaften weitgehend die geometrischen Methoden abgel6st.
Fiir ein besseres Verstdndnis der Resultate in vielen Gebieten,
zum Beispiel in der Kristallographie, der Geodisie und insbe-
sondere in der Astronomie, bleibt aber die Geometrie ein un-
entbehrliches Hilfsmittel. Fiir Laien ist sie oft der einzige Zu-
gang zu physikalischen und astronomischen Vorgingen.

In diesem Zusammenhang kann die Darstellende Geome-
trie (DG) an den Mittelschulen eine wichtige Rolle iiberneh-
men. Um aber die rdumliche Geometrie lebendig gestalten zu
konnen, sind verstidndliche und interessante Anwendungs-
beispiele aus andern Disziplinen niitzlich. Die Astronomie
bietet mit den Bewegungen der Planeten oder von Doppel-
sternen einige hiibsche Aufgaben, die in der Reichweite der
Geometrie und DG an Kantonsschulen liegen.

In drei Aufsédtzen sollen dazu Konstruktionen fiir die Be-
stimmung von Doppelsternbahnen beschrieben werden:

1. Die Bestimmung der Bahnelemente aus der scheinbaren
Bahn durch Affinitdt (Umklappung)

2. Die Bestimmung der Bahnelemente mit einer einfachen
Konstruktion nach MLODZIEWSKY (1890)

3. Die Bestimmung der scheinbaren Bahnellipse aus fiinf Po-
sitionen mit Hilfe der Zentralkollineation.

Die Beispiele 1 und 2 benétigen neben den Grundlagen der
DG noch die Abbildungsgeometrie und die Geometrie von
Kreis und Ellipse und das Beispiel 3 zusétzlich noch die Zen-
tralkollineation. Aus der Physik sollten die Schiiler mit Vor-
teil mindestens die Kenntnis der drei Keplergesetze mitbrin-
gen.

Die Aufgaben kénnen gut bei einer allfilligen Repetition
des DG-Stoffes vor der Maturititspriifung verwendet wer-
den, da alle wesentlichen Elemente der Abbildungsgeometrie
und die Grundkonstruktionen der DG darin vorkommen. Es
lohnt sich vielleicht, pro Aufgabe etwa eine Doppelstunde fiir
die Einfiihrung in das Problem mit Erlduterungen zur L§-
sungsidee zu verwenden. Die Ausfiihrung sollte den Schiilern
als Ubung moglichst selber iiberlassen werden. Vor allem bei
der 3. Aufgabe empfiehlt es sich, auf grossen Blittern (min-
destens A3) zu zeichnen und eine geeignete Disposition vor-
zugeben.

Da die Beispiele eine ganze Palette von Lehrsidtzen und
Konstruktionen benétigen, sind die Losungen nicht einfach,
konnen aber fiir gute Schiiler eine interessante Herausforde-
rung bedeuten. Ich hoffe, diese Ideen konnen auch als Bei-
spiele dienen, wie die oft etwas starren und kiinstlichen Gren-
zen zwischen einzelnen Fichern etwas gelockert werden
konnten. Eine Absprache zwischen verschiedenen betroffe-
nen Fachlehrern (hier ev. Physik, Geographie und Mathema-
tik, DG) mag niitzlich sein und kann den Schiilern Querver-
bindungen zwischen verschiedenen Stoffgebieten demon-
strieren.

In einem Anhang zum ersten Aufsatz sind die wichtigsten
geometrischen Grundlagen fiir die Konstruktionen sehr
knapp zusammengefasst. Fiir ein genaueres Studium sind im
Literaturverzeichnis geeignete Lehrbiicher (Fliickiger, 1971)
angegeben.

1. Einfiihrung

Im Jahre 1803 ver6ffentlichte WILHELM HERSCHEL seine Ar-
beit «Account of the Changes that have happened, during the
last 25 Years, in the relative situation of double Stars, with an
Investigation of the Cause to which they are owing» in den
«Philosophical Transactions». Damit wies er nach, dass viele
scheinbare Doppelsterne echte Doppelsternsysteme sind.
Viele Messungen der relativen Lagen der Sterne zueinander
iiber einen geniigend grossen Teil ihrer Umlaufszeit ermogli-
chen eine Bestimmung der scheinbaren relativen Bahn des ei-
nen Sternes um den andern.

Die Positionen des schwicheren Sternes B werden in Polar-
koordinaten, wie in der Abb. 1 gezeigt, angegeben. Der helle-
re Stern S wird dabei im Nullpunkt der Koordinaten fixiert.
Der Positionswinkel ¥ des Begleiters zu einem bestimmten
Zeitpunkt wird in Winkelgraden im Gegenuhrsinn von der
Richtung Nord her gemessen und der scheinbare Abstand pin
Bogensekunden. Methoden der Berechnung der scheinbaren
Bahnellipse aus relativen Positionsmessungen sind in der
Fachliteratur (BAUSCHINGER, 1928, oder HEINTZ, 1971) zu
finden und sollen hier nicht beschrieben werden.
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J
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B

Abb. 1: Positionswinkel S und Abstand p des schwécheren Sternes B
relativ zum helleren Stern S.
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Zur Illustration der Bahnelemente, die fiir eine vollstindi-
ge Beschreibung einer Doppelsternbahn geniigen, seien hier
zwei berithmte Beispiele gewihlt: a-Centauri und o-Canis
Majoris. Die Angaben in der Tab. 1 beziehen sich alle auf die
wahre relative Bahn.
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a-Centauri o-Canis Majoris nord A

Rektaszension (1950.0) 14h36.2m  ghgp om y'

Deklination (1950.0) -60°38" -16°39’ v

Bahnelement

Grosse Halbachse a 17.583” 7.500”

Exzentrizitit e 0.516 0.592 .

Inklination i 79.24° 136.53°

Position des aufsteigenden

Knotens Q 24.87° 44.57°

Argument des Periastrons ® 51.56° 147.27° wost

Umlaufszeit P 79.92] 50.097J '

Periastrondurchgang T 1955.56 1894.13 U S

Tab. 1: Bahnelemente der Doppelsterne a-Centauri und a-Canis X

Majoris. B

Die Abb. 2 illustriert die geometrischen Bahnelemente ei-
nes Doppelsternes. Die scheinbare Bahn ist eine Normalpro-
jektion (Normalriss) der wahren Bahn auf eine Ebene senk-
recht zu unserer Blickrichtung (Rissebene). Die wahre Bahn
liegt im allgemeinen in einer zur Blickrichtung schiefen Ebe-
ne.

tKno'renlinie

zZur Erde

Abb. 2: Wahre und scheinbare Bahn eines Doppelsternes

2. Beziehungen zwischen der scheinbaren und

der wahren Bahn
Die scheinbare Bahn ist eine Ellipse und der Hauptstern, der
als ruhend angenommen wird, liegt in einem Punkt S’ im In-
nern der Ellipse (Abb. 3). Die Ellipse kann zum Beispiel
durch ihre Hauptachsen XY’ und U’ V” angegeben werden.

Aus der Physik wissen wir, dass der Hauptstern in einem
der Brennpunkte der wahren Bahnellipse steht. Diese Bedin-
gung und der bekannte Normalriss (scheinbare Bahn) der El-
lipse bestimmen die Bahn bis auf zwei mégliche Lagen. Der
aufsteigende und der absteigende Knoten der Bahn miissen
durch Messungen der radialen Geschwindigkeiten der Sterne
unterschieden werden. Die Bestimmung der restlichen geo-
metrischen Bahnelemente ist mit einer einfachen geometri-
schen Konstruktion moéglich.

Durch eine Umklappung der Bahnebene (Drehen der
Bahnebene um die Knotenlinie, bis sie mit der Rissebene zu-
sammenfillt) kann die wahre Form und Grésse der Bahn
konstruiert werden. Die Abbildung, die den Normalriss einer
Figur in ihre Umklappung iiberfiihrt, ist eine Normalaffini-
tdt. Die Knotenlinie wird jetzt zur Affinitdtsachse und der

Abb. 3: Beispiel fiir eine scheinbare relative Bahn eines Doppelster-
nes

Cosinus der Inklination, des Winkels zwischen der Bahnebe-
ne und der Rissebene, ist das Affinitatsverhéltnis.

Das Problem besteht jetzt darin, die Richtung der Affini-
tatsachse und das Affinititsverhéltnis zu finden. Im folgen-
den werden die Bezeichnungen so gewihlt, dass verschieden-
artige Bilder der Bahn unterschieden werden kénnen. Punkte
der scheinbaren Bahn werden gestrichen (A’) bezeichnet,
Punkte der wahren Bahn ohne weitere Bezeichnung (A) und
Punkte in Zeichnungen, die zur wahren Bahn dhnlich sind,
mit Kreuz (A 1).

3. Bestimmung der Bahnelemente

a) Numerische Exzentrizitét:

Der Durchmesser der scheinbaren Bahnellipse mit dem
Hauptstern S’ darauf ist das scheinbare Bild der grossen
Achse der wahren Bahn. Da die Affinitit teilverhiltnistreu
ist, ist das Verhiltnis M’S’ : M’'P’ = MS : MP = e die nu-
merische Exzentrizitit der wahren Bahn. Damit ist die wahre
Bahn bis auf ihre Grosse und ihre Lage im Raum bereits be-
kannt (Abb. 5).

Das scheinbare Bild der kleinen Achse der wahren Bahn ist
der zum Durchmesser A’P’ konjugierte Durchmesser der re-
lativen Bahn. Dieser Durchmesser kann leicht konstruiert
werden. Der Kreis iiber der grossen Achse A’P’ der schein-

Abb. 4: Konstruktion des zu A’ P’ konjugierten Durchmessers
ctD!
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baren Bahn ist normalaffin zur scheinbaren Bahn und die
konjugierten Durchmesser werden auf orthogonale Durch-
messer des Kreises abgebildet (Abb. 4).

b) Inklination und Knotenlinie:

Das scheinbare Bild irgendeines Kreises, der in der wahren
Bahnebene liegt, ist eine Ellipse. Da die Projektion alle Strek-
ken verkleinert und nur die Hauptgeraden (zur Rissebene pa-
rallele Geraden in der Bahnebene) in ihrer Lénge belésst, ist
die grosse Achse der Bildellipse des Kreises eine Hauptgerade
und damit parallel zur Knotenlinie. Das Verhéltnis der klei-
nen Achse zur grossen Achse b:a dieser Bildellipse ist dann
aber das Affinitdtsverhiltnis und ist gleich dem Cosinus der
Inklination. Die Inklination i selbst kann mit einem recht-
winkligen Dreieck, dessen Hypotenuse die Linge a und die
Ankathete des Winkels i die Lénge b hat, gezeichnet werden.
Das Problem ist jetzt, einen solchen Hilfskreis zu finden, von
dem man die Achsen der Bildellipse konstruieren kann. Es ge-
niigt, wenn im Kreis ein orthogonales Durchmesserpaar ab-
bildbar ist. Die Bilder der Durchmesser sind dann konjugierte
Durchmesser der Hilfsellipse, aus denen die Achsen mit Hilfe
der Rytz’schen Hauptachsenkonstruktion bestimmt werden
konnen. Kreise, die fiir diese Konstruktion geeignet sind, sind
die Umkreise von Dreiecken, die durch irgend drei bekannte
Punkte der wahren Bahnellipse definiert sind. Am einfach-
sten wird die Konstruktion, wenn als Hilfskreis der Kreis iiber
der grossen Achse der wahren Bahn gewéhlt wird (Abb. 5).

D-b

P-‘l-

A+

C+

E+

Abb. 5: Eine zur wahren Bahn dhnliche Ellipse mit dem Kreis iiber
ihrer grossen Achse

Diser Kreis kann als normalaffines Bild der Bahn aufgefasst
werden. Der Riss E” des Schnittpunktes E der verldngerten
kleinen Achse der Bahnellipse mit dem Hilfskreis kann be-
stimmt werden, da das Teilverhiltnis MC : ME erhalten
bleibt M+tC+ : MtE+ = M’C’ : M’E’). M'P’ und
M'E’ sind nun konjugierte Halbmesser (halbe Durchmesser)
der Hilfsellipse. Nun miissen noch die Achsen konstruiert
werden und damit sind die Inklination und die Knotenlinie
bestimmt. Die Position des aufsteigenden Knotens ist noch
nicht bestimmbar ohne Messung der Radialgeschwindigkei-
ten der Sterne. Falls keine Messung vorliegt, wird der Knoten
mit dem kleinern Positionswinkel als Referenzpunkt gewéhlt
(Abb. 6).

c¢) Grosse Achse und Periastrondurchgang:

Um die grosse Achse und das Argument des Periastrons o zu
finden, muss nun die scheinbare Bahn mit der gefundenen
Affinitat abgebildet werden (Abb. 7). Dazu kann mit Vorteil

Knotenlinie

ADbb. 6: Konstruktion der Knotenlinie als Parallele zur grossen Ach-
se des scheinbaren Bildes des Kreises iiber der grossen Achse der
wahren Bahnellipse

A

grosse
Halbachse /

: Knoten -
L linje

P w Argument des Perihel

Abb. 7: Konstruktion der wahren Bahnellipse durch Umklappen um
die Knotenlinie

die Knotenlinie selber als Affinitdtsachse verwendet werden.
Der Winkel zwischen den beiden Achsen der wahren Bahnel-
lipse muss ein rechter Winkel werden. Das ermdglicht, die
Genauigkeit der Konstruktion zu testen.

Anhang:

Fiir die Losung des Bahnproblems wurde elementare Abbil-
dungsgeometrie und Darstellende Geometrie verwendet, die
ein Mittelschiiler des Typus C etwa 2 Jahre vor der Maturitit
kennt. Fiir Leser ohne diese Vorkenntnisse sollen hier die
geometrischen Grundlagen erklart werden, die bei der Lo-
sung des Problemes verwendet werden. Die Definitionen und
Lehrsitze werden sehr knapp behandelt und oft nur die spe-
zielle Variante, die hier beniitzt wurde. Fiir vertiefende Stu-
dien sind in einem Literaturverzeichnis geeignete Biicher an-
gegeben. Eine ausfiihrliche Darstellung der Ellipse als affines
Bild des Kreises ist in FLUCKIGER (1971) im Kapitel «Bild des
Kreises» gegeben. Eine physikalische Behandlung astronomi-
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scher Bahnen mit einfachen mathematischen Mitteln ist in
BLATTER (1983) gegeben. Die Broschiire ist beim Sekretariat
der Kantonsschule Zofingen erhéltlich.

1. Ahnlichkeit:
Definition: Zwei Figuren heissen dhnlich, wenn sie durch eine
zentrische Streckung und Bewegungen (Drehung und Ver-
schiebung) aufeinander abgebildet werden konnen.
Definition: Die zentrische Streckung ist eine Abbildung
der Ebene auf sich. Die Abbildung ist bestimmt durch das
Streckungszentrum Z (Fixpunkt der Abbildung) und das
Streckungsverhéltnis f = ZA+ : ZA (Abb. 8). Das Zentrum,
ein Punkt A und sein Bild A t liegen auf einer Geraden.

A'l-

B+ A
sy

Abb. 8: Zentrische Streckung des Dreieckes ABC

Die zentrische Streckung ist geradentreu, winkeltreu, teil-
verhiltnistreu, verhéltnistreu, parallelentreu und kreistreu.
Die Beweise seien dem Leser als Ubung empfohlen.

2. Perspektive Affinitdt:

Definition: Eine perspektive Affinitit ist eine Abbildung der
Ebene auf sich. Die Abbildung ist durch folgende Angaben
bestimmt (Abb. 9):

- Die Affinitidtsachse a (Fixpunktgerade)

- Die Affinitétsrichtung (Die Gerade durch einen Punkt A
und seinen Bildpunkt A’ ist parallel zu einer gegebenen
Richtung)

- Das Affinitdtsverhéltnis f = d’:d (Der Abstand d eines
Punktes A und der Abstand d’ seines Bildes A’ zur Affini-
tdtsachse verhalten sich zueinander wie das Affinititsver-
haltnis).

. C
Abb. 9: Definition der perspektiven Affinitit

Die perspektive Affinitit ist geradentreu, teilverhéltnis-
treu, parallelentreu, nicht winkeltreu, nicht verhéltnistreu
und nicht ldngentreu.

Eine perspektive Affinitit, bei der die Affinitatsrichtung
senkrecht zur Affinitédtsachse steht, heisst Normalaffinitét.

3. Ellipsen:

Definition: Die Ellipse ist eine geschlossene Kurve, bei der die
Summe der Abstéinde jedes ihrer Punkte von zwei gegebenen
Punkten (Brennpunkte B, und B,) gleich ist (Abb. 10).

7
X I
& BZ

U P
Abb. 10: Ellipse mit den Achsen XY und UV

Es gelten folgende Aussagen:

- Die Ellipse hat zwei Symmetrieachsen (die grosse Achse
durch die Brennpunkte, die kleine Achse steht senkrecht
zur grossen Achse durch den Mittelpunkt der Ellipse)

- B,P + B.P = 2a fiir alle Punkte P der Ellipse. Die Lange
der grossen Achse ist 2a.

- Die Ellipse ist das normalaffine Bild des Kreises iiber ihrer
grossen Achse, die zugleich die Affinitatsachseist. Das Af-
finitatsverhéltnis ist b:a (b ist die Lange der halben kleinen
Achse).

Definition: Zwei Durchmesser einer Ellipse heissen konju-
giert, wenn sie das Bild eines orthogonalen Durchmesser-
paares (aufeinander senkrecht stehende Durchmesser) ei-
nes zur Ellipse affinen Kreises sind. Die Achsen sind kon-
jugierte Durchmesser.

Eine Ellipse ist durch ein konjugiertes Durchmesserpaar
eindeutig bestimmt. Die Achsen einer so gegebenen Ellipse
sind mit Hilfe der Rytz’schen Hauptachsenkonstruktion
bestimmbar (Abb. 11). Der Beweis der Konstruktion ist
eine hiibsche Ubung zum Einstimmen in das Problem der
Doppelsternbahnen.

Die Rytz’sche Hauptachsenkonstruktion:
Gegeben seien die konjugierten Durchmesser Q,Q und P, P
einer Ellipse, gesucht ihre Achsen.
Losungsweg:
- Qo mit MQ, senkrecht zu MQ, und MQ, = MQ,
- H: Mitte zwischen P und Q,
- Kreis k mit Mittelpunkt H und Radius HM
- Schnitte R und S von k mit der Geraden PQ,

Die grosse Achse liegt auf MS und die kleine Achse auf MR.
Die Lénge der grossen Halbachse ist a = SQ, = RP und die
Linge der kleinen Achse istb = SP = RQ,.

//s P 0
Qy
X

Abb. 11: Die Rytzsche Hauptachsenkonstruktion
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Das Zeitalter der Weltraumforschung begann 1957 mit Sputnik 1,
zwei Jahre spater wurde die erste Sonde, Lunik 1, zum Mond ge-
schickt, 1965 erreichte die erste Planetensonde, Mariner 4, den
Mars, und 1969 stand Neil Armstrong auf der Mondoberflache. Mit
vielen weiteren Mond- und Planetenmissionen und dem bemannten
Weltraumlaboratorium Skylab 1973 erhielten wir eine solch iiber-
wiltigende Zahl von Photographien und anderen Informationen

iiber das Sonnensystem, dass unser bisheriges Verstandnis von Son-
ne, Mond, den Planeten und dem interplanetaren Raum génzlich
verandert wurde. Voyager 2, seit 1977 im All, iibertrug inzwischen
Daten von Jupiter und Saturn in Erganzung der Voyager-1-Resultate
und ist nun unterwegs zum Uranus (1986) und Neptun (1989). «Eine
solche Phase der Expansion wird es nie mehr wieder gebeny, schreibt
GRAHAM SMITH im Vorwort.

Das bedeutet, dass die interplanetaren Erkundungsfliige ihren
vorldufigen Hohepunkt erreicht haben und mit spektakuldren und
vor allem kostspieligen Planeten-Raumfahrt-Projekten in den niach-
sten Jahren kaum zu rechnen ist. Es ist daher genau der richtige Zeit-
punkt, einen neuen Atlas des Sonnensystems vorzulegen, der nicht
nur den historischen Aspekt beriicksichtigt, sondern vor allem die
neuesten Forschungsergebnisse bringt. Alle neuen Bezeichnungen
wurden aufgenommen, und man wird feststellen, dass in manchen
Fillen die neue, von der Internationalen Astronomischen Union ein-
gefithrte Nomenklatur von der in &lteren Biichern verwendeten ab-
weicht.

Das Besondere dieses Werkes ist seine reichhaltige Illustration.
Mit 150 farbigen Abbildungen, iiber 700 einfarbigen Illustrationen
und iiber 500 Diagrammen und Schemazeichnungen, darunter die
sensationellen Bilder von den Raumsonden Voyager, Viking und
Pioneer, enthilt der Band eigens fiir diesen Atlas erarbeitetes, teil-
weise bisher noch nicht verdffentlichtes Karten- und Bildmaterial.
Er bietet eine Einfithrung in den Aufbau des Sonnensystems, Be-
schreibungen der Sonne, des Mondes, der inneren Planeten, der
Asteroiden, der Riesenplaneten sowie eine Darstellung des dusseren
Sonnensystems bis hin zu den Meteoren, Meteoriten und Kometen.
Kurzbiographien bedeutender Astronomen vom Altertum bis in die
Gegenwart, Tabellen iiber alle bisherigen Missionen, ein Glossar und
Ephemeridentabellen bilden den Abschluss. Abgesehen von einigen
Fliichtigkeitsfehlern ein ganz grossartiges Werk, das das Biicherre-
gal eines jeden Sternfreundes zieren sollte. Es hat wohl seinen Preis —
doch kann man es sich ja auch schenken lassen, zu Weihnachten
etwa. K. STADELI
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Soleil, Lune et planétes intérieures

Aus dieser Grafik konnen Auf- und Untergangszeiten von Sonne, Mond,
Merkur und Venus abgelesen werden,

Die Daten am linken Rand gelten fiir die Zeiten vor Mitternacht. Auf
derselben waagrechten Linie ist nach 00 Uhr der Beginn des nichsten Ta-
ges aufgezeichnet. Die Zeiten (MEZ) gelten fiir 47° nérdl. Breite und
8°30° ¢stl. Lange.

Bei Beginn der biirgerlichen Ddmmerung am Abend sind erst die hell-
sten Sterne — bestenfalls bis etwa 2. Grosse — von blossem Auge sicht-
bar. Nur zwischen Ende und Beginn der astronomischen Ddmmerung
wird der Himmel von der Sonne nicht mehr aufgehellt.

Les heures du lever et du coucher du soleil, de la lune, de Mercure et de
Vénus peuvent étre lues directement du graphique.

Les dates indiquées au bord gauche sont valables pour les heures avant
minuit. Sur la méme ligne horizontale est indiqué, aprés minuit, le début
du prochain jour. Les heures indiquées (HEC) sont valables pour 47° de
latitude nord et 8°30" de longitude est.

Au début du crépuscule civil, le soir, les premiéres étoiles claires —
dans le meilleur des cas jusqu’a la magnitude 2 — sont visibles a I’ceil
nu. C’est seulement entre le début et la fin du crépuscule astronomique
que le ciel n’est plus éclairé par le soleil.

Sonnenaufgang und Sonnenuntergang

Lever et coucher du soleil

Biirgerliche Dammerung (Sonnenhhe —6°)
Crépuscule civil (hauteur du soleil —6°)
Astronomische Dammerung (Sonnenhéhe —18°)
Crépuscule astronomique (hauteur du soleil —18°)

Mondaufgang / Lever de la lune
Monduntergang / Coucher de la lune

Kein Mondschein, Himmel vollstandig dunkel
Pas de clair de lune, ciel totalement sombre
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