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B4. System der Ekliptik
System E’

Fig. 1.n: rechtsorientiert

2. Koordinaten-Transformationen

Manchmal verwendet man fiir ein Problem mehrere Koor-
dinatensysteme, weil sich das eine System fiir eine Teilauf-
gabe besser eignet als das andere. Man muss deshalb die Ko-
ordinaten von einem System in diejenigen des andern Sy-
stems umrechnen konnen. Dazu dienen Transformations-
formeln.

Wir unterscheiden das Ausgangssystem vom Zielsystem.
Wir nehmen an, wir kennen die Koordinaten eines geome-
trischen Objektes im Ausgangssystem und, auf dasselbe Sy-
stem bezogen, die notwendigen Grossen, um das Zielsystem
festzulegen. Gesucht sind die Beziehungen, welche ge-
statten, aus den gegebenen Koordinaten diejenigen im Ziel-
system auszurechnen.

Zuerst betrachten wir wieder ebene Systeme. Man unter-
scheidet zwischen Schiebungen (Translationen), Drehungen
(Rotationen) und Spiegelungen.

2.1 Schiebungen

Wir gehen vom System K aus; in diesem System hat der Ur-
sprung O des Zielsystems K die Koordinaten x = #und y =
v. Durch diese Angabe ist das Zielsystem festgelegt, da bei
Schiebungen die Achsen je parallel bleiben.

Der Punkt P hat im (Fig. 2.a)

Ausgangssystem K Zielsystem K
die Koordinaten
x=0Q ¥=00Q
y=QP y=QP
Aus der Figur entnimmt man:
2.11 ’I ! P
X—u=X |
y—v= y l -
i‘ c
i a :
Fig. 2.a:
Beispiel:
u=5 v=3 8-5=3=X
x=8 =18 8§—3=5=y

Z'-Achse: Richtung zum nordlichen Ekliptikpol EP
x'-Achse: Richtung zum Friihlingspunkt
y'-Achse: Schnitt L = 90° mit Ekliptik-Ebene

E-E: Ekliptik

ri=vy Entfernung vom Himmelsk6rper oder 1
a:=L ekliptikale Lange

B:=B ekliptikale Breite

x'= vcos Bcos L

y = v cos Bsin L

7= vsin B

Adresse des Autors:

Prof. H. Schilt, Héheweg 5, CH-2502 Biel.

H. SCHILT

2.2 Drehungen
Zwei gleichorientierte kartesische Koordinatensysteme mit
nicht parallelen Achsen lassen sich immer durch eine Dre-
hung um einen bestimmten Punkt zur Deckung bringen;
sind sie verschieden orientiert, so ist eine Spiegelung not-
wendig (vgl. 2.3).

Wir betrachten den speziellen Fall der gleichorientierten
Systeme mit gemeinsamem Ursprung, der somit Drehpunkt
ist. (Fig. 2.b)

Fig. 2.b

Die Koordinaten von P sind .

im System K im System K

Ausgangssystem Zielsystem
X =rcosa X =Frcosa
y =rsina y=rsina

Bei einer Drehung von K um den Winkel ¢ gilt:

2.21 r=r
a—d =a

so dass

2.22 =rcos(a—®)

= rsin (a—P)

<l =i

Man merke sich:

Phi “®” ist der Winkel, welcher von der x-Achse des Aus-
gangssystems bis zur X-Achse des Zielsystems gemessen und
im Sinne des Ausgangssystems gezahlt wird.

Zum Rechnen mit einem Taschenrechner eignet sich fol-
gende Anweisung:
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2:23 R-P 0, x)P = (a,r) Es ist oft niitzlich zu wissen, dass diese Beziehung mit
— i Yy _ y
Drehung 5 q; _ ; Do ()?) (X)
dquivalent ist.
P-R (aar)R = GEI)

Zerlegt man die trigonometrischen Formen in 2.22 mit
Hilfe der Additionstheoreme und setzt die rechtwinkligen
Koordinaten x und y ein, so erhidlt man das bekannte Glei-
chungspaar:

2.24 xcos® + ysin

)
— xsin® + ycos®

Oft findet man dafiir die symbolische Abkiirzung (Ma-
trixschreibweise):

225 Do (§) = (5) mitbo = (_ o
Beispiel:
® = 120° )y‘zfi r s sa1se
F=5 X= —4.964
a=—173.13° 3= —0.698

Programm und Beispiel fiir die Drehung

¢: Winkel zwischen x- und ¥-Achse

i =

128 EMTERT
y = -4 EWHTER™
X = =
r .
a
&
a=a—-¢
ok
R
r S.E8a0 B
Ed
_ P-F
X = -4, 964 3k
-
v
y = -R.59% ok
54 .
Bedeutung der
Symbole: siehe Seite 22

Zum Auflésen des Systems 2.24 nach x und y geniigt die
Bemerkung, dass von K aus gesehen, der Drehwinkel — @
ist; somit gilt:

2.26 Xcos® — ysin® = x

Xsin® + ycos®d =y

-0 (5) = (5)

Beispiele:
P=13 F=s

b==120° .4 &= —53, 15
r=s x = 1.964
a=6687°  y=4.58

— o }7 = -4 Z =3

¢ = +120 =3 B = 143.130°
r=235 y = 4.598
f=23.130° x=1.964

2.3 Achsenspiegelung

Das Koordinatensystem K soll an einer Geraden gespiegelt
werden, dadurch entsteht aus der x-Achse die X-Achse
(Fig. 2c). Diese Achsen sollen den Winkel ® einschliessen.

Ein Punkt P
hat die Koordinaten

im System K
X =rcosa
y =rsina
im System K
X =TFcosa
y=rsina Fig. 2.¢
Es gilt bei der Spiegelung:
2.31 r=r
b—a=a
also ist
2.32 rcos(®@—a) =X
rsin(@—a) =y
Folgende Zusammenstellung ist fiir Taschenrechner
zweckmassig:
2.33 R-P x)P=(ar)
Spiegelung r=r
—a=a
P-R (@nr)R=U%
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Programm und Beispiel fiir die Spiegelung

®: Winkel zwischen x- und x-Achse

b= 128 EHTERT
Y= -4 EMTERT
3 .
r b s g # s
=511
a -S3. 138 #
# o
a=0—qa 173,136

r S.B88a
X = —-4._9e4 *
P = . 53% :
+

Bedeutung der

Symbole: siehe Seite 22

Die Festsetzung fiir ® in 2.2 gilt auch hier. Weil die bei-
den Systeme verschieden orientiert sind, hat jedoch @ fir
den Ubergang von K zu K und jenem von K zu K je das glei-
che Vorzeichen.

Analog wie in 2.2 konnen wir auch die Beziehung fiir die
rechtwinkligen Koordinaten gewinnen; wir erhalten

2.34 xcos® + ysind

=X
xsin® — ycosd =y

Was symbolisch mit
S, (X) _ (?z) : _ (cps¢, sin @
® y y worin S sin ®, — cos ¢
geschrieben werden kann. Es gilt auch:

() (5)

Beispiel:
® = 120° ;Zfi o 36470
F=35 X = -4.598
a=—156.87° 5= +1.964
2.4 Beispiele

Betrachtet man die vier wichtigsten Koordinatensysteme der
Astronomie, so kann man feststellen, dass je zwei durch ei-
ne Drehung um eine Koordinatenachse oder eine Spiegelung
ineinander ibergefiihrt werden konnen. Die einfiihrenden
Betrachtungen haben wir in der x-y-Ebene durchgefiihrt, im
dreidimensionalen Raum ist dazu noch eine z-Achse mit po-
sitivem Ende nach vorn zu denken. Diese Achse ist auch
Drehachse oder eine Gerade, welche in der Spiegelebene
liegt. Durch eine geeignete zyklische Vertauschung gelten
unsere Uberlegungen auch fir Drehungen bzw. Spiege-
lungen fiir die x- oder y-Achse. Dabei ist allerdings noch die
Orientierung des Systems zu beachten (vgl. Fig. 2.d)

|
v ’\J/ 2

w

‘-;.

links

|

.
\ \W\?
b

rechts

Fig. 2.d: Bestimmung der positiven Drehrichtung.

Ausgangssystem u v w

Zielsystem U V W

u v w istirgend eine gyklische Vertauschung vonx y z
U V W ist dieselbe zyklische Vertauschungvon X Y Z

Die Achsen w und W sind identisch, also Drehachsen,
beide nach vorn positiv gezdhlt (auf die Betrachter zukom-

mend)

Der eingezeichnete Drehwinkel @ ist je positiv.

Drehung

2o (3) = (V)

ucos® + vsind = U
—usin® + vcos® = V

2.41
(v,u)Pz(a,r)
a—d=a

(asr)R = (V, U)

B 1. Systeme des Aquators

Spiegelung

so (3) = (V)
ucos® + ysin e
usin® — ycos®

<Cc

I

v, u)P=(a,r)
- a=a

@, )R =(,0
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Nur bei den beiden Aquatorsystemen sind die Polarkoor-
dinaten der Umwandlung angepasst und die Spiegelung
kann direkt mit der Beziehung

2.42
erfolgen. (Fig. 2e und 2f)

AR =¥ — ¢

Zenit

Stiid

v
I

Fig. 2.f

Die Erdrotation ist so regelméssig, dass man sie bis 1958
zur Definition der Sekunde benutzte. Erst mit Quarz- und
Atomuhren konnte man Unregelméssigkeiten der Erdro-
tation feststellen. Fiir die meisten praktischen Zwecke kann
sie aber heute noch als gleichformig betrachtet werden. Des-
halb eignen sich die Systeme des Aquators besonders gut fiir
Probleme, in denen die Zeit eine Rolle spielt.

B 2. Systeme des Ortsdquators und des Horizontes

Die beiden linksorientierten Systeme des Ortsdquators und
des Horizontes haben eine gemeinsame y-Achse. Das Orts-
dquatorsystem sei unser Ausgangssystem: dieses geht bei ei-
ner Drehung mit dem Winkel ® = 90° — ¢ (von der Z- zur
z-Achse gemessen) in das Horizontsystem iiber. Symbolisch

geschrieben:
po (£) =(3) 7=

Diese Methode kann auch angewandt werden, wenn es
gilt, von einem Vektor v, der durch seine Komponenten v,
v,, V5 beziiglich des Ortsdquatorsystems gegeben ist, die
Komponenten vy, v,, v; im Horizontsystem zu bestimmen:

pe (3)=().v=»

ausgeschrieben:

2.43

2.44

V3c08® + V,sin® = v,
—V;8in® + ¥, cos P = v,

Vo=V,
num. Beispiel und Fig. 2.g
@ = —60°;® = 150°
V3:—6,\_11 :—2,'—1-12 =3

v =4.20,v; =4.73,v, =3

Vu -

=
1

X z

Fig. 2.g: v" ist der Aufriss des Vektors v. Der Vektor v hat eine
Komponente v,, die bei einem rechtsorientierten Koordinaten-
system nach hinten positiv gezdhlt wiirde; diese Komponente bleibt
bei der Drehung unverdndert. Die Figur entspricht dem numeri-
schen Beispiel.

Sind die Polarkoordinaten ¢, d, r gegeben (Fig. 2.h), so
miissen diese zuerst in rechtwinklige (¥, ¥, Z) umgewandelt,
nachher die Drehung ausgefiihrt und schliesslich (x, y, z) in
Polarkoordinaten a, 4, r zuriickverwandelt werden.

Fig. 2.h

Dies ist die einfachste und zuverlédssigste Methode, um
mit einem entsprechenden Taschenrechner das System:

2.45 cosPsind + sindcosdcost = sinh
—sin®sind + cos® cosdcost = coshcosa

cosdsint = cosksina

zu losen. Nach den im ORION /64 S. 36— 38 gegebenen
Hinweisen sind die Werte ®, ¢, d, r einzugeben und nach 19
Programmschritten erscheint das Resultat a, 4, r, dabei
werden ausser den vier Stackregistern keine Speicher belegt.

Die gleichen Programmschritte leisten den Ubergang von
—®,a, h, rnacht¢, d, r

num. Beispiele:

@ = —60°® = —150° a = 100° h = 20° r=28
t=71.351° §d = —12.393° r =38

® = 150° ¢ =100° d=-20° r=4

a =171.351 = 12.393 r=4

vgl. S. 22 bzw. S. 23
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B 3. Systeme der Ekliptik und des Himmels-{l' quators

Das Ekliptiksystem K’ und das Himmels-Aquator-System
K*, beide rechtsorientiert, haben eine gemeinsame x-Achse
(Richtung zum Frithlingspunkt y) (Fig. 2.1).

Fig. 2.i

Wir gehen vom Ekliptiksystem aus; drehen wir dieses um
die x'-Achse mit dem Winkel — ¢ (Schiefe der Ekliptik), so
kommt die y'-Achse auf die y*-Achse zu liegen. Somit gilt:

V] ¥
X =x* P (y) =
—iE z' z*
Mit
x =rcosBcosL Xx* = rcosdcos AR
y =rcosBsinlL y* =rcosd sin AR
Z =rsinB Z* = rsind

ergeben die Formeln:

2.46 cos BcosL = cosdcos AR
cosecos B sinL — sine sin B = cosd sin AR

sinecos B sin L+ cose sinB = sind

Die Bemerkungen beziiglich Taschenrechner in Beispiel 2
gelten auch hier.
Fiir die Sonneist B = 0, daher:

cos L = cos d cos AR

cose sinL = cosd sin AR
sine sinL = sind
num. Beispiel:
—e = —23.44°, L =120° , B =10° ,r=4
AR = 124.614° ,d = 29.906° ,r = 4%)
—e= —23.44°., L =120° sB =10° ,r=2
AR =122.18° ,d=120.15° ,r=2

*)vgl. S. 22 bzw. S. 23.

B 4. Das sphdrische Dreieck
Drei Punkte A, B, C auf einer Kugel, die durch Grosskreis-
bogen a, b, ¢ je zu zweien miteinander verbunden sind,
nennt man ein sphérisches Dreieck. Das Dreieck gebildet
aus dem Nordpol, dem Zenit und der Richtung zum Stern
ist ein solches Dreieck; man nennt es das nautische Dreieck,
weil es vor allem fiir die Navigation wichtig ist (Fig. 2.k).
Mit Hilfe der angefiihrten Transformationsformeln ge-
lingt es, die drei wichtigsten Sétze fiir das sphirische Drei-
eck abzuleiten. Wir legen vom Kugelmittelpunkt durch B
die Z-Achse und durch A die z-Achse, die y- und y-Achsen
sollen identisch sein und normal stehen zur Grosskreis-
ebene, die den Bogen ¢ und somit auch die Punkte A und B
enthalt.

Fig. 2.k: A B C: Ecken des
Sphdrischen Dreiecks.

w-w: Schnitt der winkelhal-
bierenden Ebene mit der
Kugel. System K ist spiegel-
bildlich zum System K beztig-
lich der Ebene w-w

Der Punkt C hat im System K die Koordinaten:

X = rsinacosf3

y =rsina sinf

Z=rcosa
und im System K hat derselbe Punkt die Koordinaten:

X =rsinbcosa

y=rsinbsina

z=rcosbh

Die beiden Systeme sind verschieden orientiert und gehen

daher durch eine Spiegelung an der Ebene, welche den Win-
kel zwischen den Koordinatenebenen x = 0 und ¥ = 0 hal-

biert, ineinander iiber. Die z- und die Z-Achse schliessen die
«Seitey c ein; somit gilt:

(3) =5 ()

und

mit Sp = (cqs ¢, sin c)
sin¢, —cos ¢
y=y

Wenn wir noch Polarkoordinaten einfiihren, gibt uns die er-
ste Gleichung

Z=2zcosc + xsinc
den Cosinus-Satz:

2.47 cosa = cosbcosc + sin bcos a sin ¢;

die zweite Gleichung

X =zsinc— xcosc
fiuhrt uns zum Sinus-Cosinus-Satz:
2.48

und aus der letzten Gleichung:

sina cos 8 = cos b sinc— sin b cos a cos ¢

y=vy
erhalten wir den Sinus-Satz:
2.49

Das Vertauschen von b mit ¢ und 8 mit y fithrt zu einem
neuen Tripel und mit den zyklischen Vertauschungen erge-
ben sich im ganzen sechs verschiedene Tripel.

sing sinf} = sin b sin a

num. Beispiel:

c=70° ,a=110° ,b=130° ,r=7
B =125.55% .4 = 117.78° F =T*)
b=130° ,a=110° ,c=70°
y = 86.41° ,a = 117.78°

*)vgl. S. 22 bzw. S. 23.
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B 5. Programme und Beispiele fiir HP-Rechner

Alle HP (Hewlett-Packard) Taschenrechner besitzen vier
Stack-Register, deren Namen, X, Y, Z, T man zweck-
maéssigerweise an die Ecken eines Quadrates schreibt:

Z Y
T X

Der Inhalt des Registers X wird jeweils angezeigt. Zur
Verschiebung der Inhalte stehen Befehle zur Verfiigung.

ZENTER: kopiert den Inhalt des X-Registers in das Y-Re-
gister und verschiebt die Inhalte von Y und Z je im Gegen-
uhrzeigersinn; der Inhalt von T geht verloren. Das Register
X st bereit zur Aufnahme einer neuen Zahl.

Drehung um x-Achse

—-&£ = -2Z7.44 ENTER
L= 12a. ENTERI- Eingabe
B = 1@. ENTER?
r = 4
XER "TX"
@lelLBL "DX"
FIX 2
@ =rcosB Gl e polare zu
Z =rsinB BA5  aa rechtwinklige
Q .94 e Koordinaten
x = rcosBcosL -1.97 g
7 s s Bl Ordnen des
y = rcosBsin L 3.41 x%;g Stack
¢ Sl o Drehung
a 11.51 *:
¢ =—¢ —22.44 = :l Drehwinkel ¢
*
a*=a-9¢ Z4.95 5
-
Q 3.48 e
y* = rcosdsin AR 2.a5 e
z* =rsind i e Ordnen des
y* 2.2 ngg Stack
X =x*=rcosdcos AR -1.97 o —
o* =rcosd 2.47 ;;: rechtwinklige
* 1.99 xft\* Zu pola.tre
o* 3,47 e Koordinaten
r= 4 .06 e ok
FIN
= e *r Ausgabe
AR = 1Zd.61 “ \i
Enn

Austausch der Inhalte von X und Y

«Roll Down» zyklische Vertauschung
im Uhrzeigersinn

«Roll up» zyklische Vertauschung
im Gegenuhrzeigersinn

Ist 4quivalent mit

:: Ist &quivalent mit

Ist 4quivalent mit

«to rectangular» ain Y zu yinY
rinX xin X
inY ain’Y
«to polar» Y . zu .
P xin X rin X
Drehung um y-Achse
¢ = 155, ENTERT
{= iBE. ENTERT Eingabe
= —-za ENTERT
4.
HER DYV
Alel . BL =DY*"
FIM Z
_ P-F
@ =rcosd 2.76 o polare zu
— . brg ] .
zZ=rsind -1.37 oy rechtwinklige
_ PDH .
2 =76 ox Koordinaten
X = rcosdcost —a.es aokn
_ . KDY
y =rcosdsint 7.78 - Ordnen
®¥<> T
z -1.37 B
, R-P
1.5= BT
e STk Drehung
a —154.49 *
* ok
KLY 3
(0] 15a. oa ® Drehwinkel ¢
Aok
a=a-90 —3R4.49 *
ek
RT
(o} 1.52 .
. P-R
zZ=rsinh @. 86 -
RDM Ordnen
X =rcoshcosa 1.25 ook
R-P . .
@=rcosh .91 ok rechtwinklige
. RT
z=rsinh a.86 ok zu polare
K<Y "
Q 2.91 e Koordinaten
P-F
r= 4.@0 kA
h PIDN
= ieie e Ausgabe
a= 7139 * o
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Fig. 2k: A B C: Ecken des
sphdrischen Dreiecks.

w-w: Schnitt der winkelhal-
bierenden Ebene mit der Ku-
gel. System K ist spiegelbild-
lich zum System K beziiglich
der Ebene w-w.

Spiegelung an Ebene durch y-Achse

(spharisches Dreieck)

c TE. EWTFF
a = 11@, ENTFRT Eingabe
b 173, ENTEFRT
r= F
XEQD “TR-
Ai<«LBEL "TIFE"
FI1s =
P-F
z=rcosb -4. 500 o polare zu
* - .
inb PN rechtwinklige
o = rsin s. 362 o .
> Koordinaten
. F-R
x = rsinbcos a -1.834 o
%
. . Wy Ordnen des
=rsinbsina =.039 wok
Y * Stack
R T
Z —4.50a .
&
’ R—F
o) 4.8%9 ok .
- Spiegelung
, FIDH
a -157.824
B
&= e o e EEE ¢ Winkel
e zwischen
4.859 *4 z-und z-Achse
= F—F
< =rcosa -R.2BZ *
B . - Ordnen
X =rsinacosf —3. 681 o
*
_ . P—F A :
G = rsing . o rechtwinklige
N o zu polare
z= =%.1262 . Koordinaten
F-F
r = 7.aRg F
@
g g Ausgabe
- ' Bk o
ER
[j = 125, 554
4 e
ENT

B 6. Programm und Beispiel fiir TI-Rechner ")

TI (Texas Instruments) Taschenrechner besitzen folgende
Befehle, deren Kenntnis fiir die angefiihrten Programme

niitzlich sind:

Registers X

«to polar»

C =
a:
b=
)
g =rsind
z =rcosb

y =rsinbsina

z
X = rsinbcos «

’

a

’

- a

c

a=c—a

X = rsinacosf3
Z=rcosa

y =rsinasinf8

«to rectangular»

rinT
ain X
xinT
yin X

zu

Zu

Austausch der Inhalte des X- und des T-Registers
n Austausch der Inhalte des X- und des Registers n

n Aufruf des Inhalts des Registers n in das

xinT
yinX
rinT
ain X

Eingabe

polare zu
rechtwinklige
Koordinaten

Ordnen

PR

0
l

Spiegelung

Ordnen

rechtwinklige
zu polare
Koordinaten

") In freundlicher Weise mitgeteilt von Herrn Pierre Weber, 8704

Herrliberg Postfach.
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