Zeitschrift: Orion : Zeitschrift der Schweizerischen Astronomischen Gesellschaft
Herausgeber: Schweizerische Astronomische Gesellschaft

Band: 36 (1978)

Heft: 168

Artikel: Ableitung der parabolischen Keplerbewegung aus dem Newtonischen
Gravitationsgesetz

Autor: Spirig, F.

DOl: https://doi.org/10.5169/seals-899497

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 07.01.2026

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-899497
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

des 20. Jahrhunderts objektiv gewertet werden, wird
man der Forschungsarbeit von Stephen Hawking einen
hervorragenden Platz in den Annalen der Naturwissen-
schaften zuerkennen. Seine bemerkenswerten Leistun-
gen sind denen der grossten Physiker der Vergangen-
heit gleichzustellen, weil er ein Bindeglied zwischen
Quantentheorie und Gravitationstheorie schuf.

Er hat einen so grossen Schritt wie Michael Faraday
getan, der Elektrizitat und Magnetismus miteinander in
Verbindung brachte — oder wie Einstein, der eine Be-
ziehung zwischen Energie und Masse feststellte — oder
wie Dirac, der die spezielle Relativitatstheorie und die
Quantenmechanik miteinander verband. Hawking hat
gezeigt, wie die Welt der Mikrophysik, in der die Ge-

setze der Quantentheorie herrschen, und die Struktur
des Universums im grossen, in der die Gesetze der Gra-
vitationstheorie herrschen, zueinander in Beziehung
stehen.

Seine Suche nach einer zusammengefassten Theorie
— einer Quantentheorie der Gravitation — wird die
Art und Weise aufzeigen, in der die Natur den unendli-
chen Kollaps von Materie bis zu einem singuldren
Raum-Zeit-Punkt aufzuhalten vermag — denn sicher-
lich muss es innerhalb der schwarzen Locher ein Sy-
stem und eine Wechselwirkung geben, die einen unauf-
haltsamen Kollaps bis zum absoluten Nichts verhiiten.

(BF), Dr. SIMON MITTON, Astron. Institut, Uni Cambridge, England

Ableitung der parabolischen Keplerbewegung aus dem Newtonschen
Gravitationsgesetz

von F. SPIRIG

Der interessante Artikel von Herrn GUBSER im ORION
166 hat mich dazu angeregt, mich wieder einmal mit
dem Keplerproblem zu beschéftigen. Dabei ist die vorlie-
gende Notiz entstanden, welche vielleicht bei dem einen
oder andern ORION-Leser auf Interesse stosst, dem die
einfachsten Regeln der Differential- und Integralrech-
nung vertraut sind. Im folgenden versuche ich auf mog-
lichst elementarem Weg, die Bewegung eines Himmels-
korpers, etwa eines Kometen, aus dem Newtonschen
Gravitationsgesetz herzuleiten. Der Einfachheit halber
beschrianke ich mich auf den parabolischen Fall.

Wihlt man ein kartesisches Koordinatensystem, in des-
sen Ursprung sich die Sonne befindet, so ldsst sich der
Ort des Kometen relativ zur Sonne durch die Koordina-
ten (x, y, z) beschreiben. Nach dem Newtonschen Gravi-
tationsgesetz gilt dann

. 5 i

o=k 5 (1.1)
T % (1.2)
i= k5 (1.3)

rl

Dabei ist r gleich der Distanz Sonne—Komet, also r =
W2+ y’+ z7, und °® bezeichnet die Ableitung nach der
Zeit t, also etwa

and, 0 =0 ,

U % dt?

t
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Multipliziert man Gleichung (1.3) mit y, Gleichung (1.2)
mit — z und zahlt die so erhaltenen Gleichungen zusam-
men, so bekommt man

yZz —zy = Ooder(yz — zy) = 0.
Es muss also eine Konstante A geben, so dass

yz —zy = A. Q2.1
Analog schliesst man, dass es Konstanten B und C gibt,
so dass

Zx —xz = B, 2.2)

xy —yx = C. 2.3)
Der Vektor (yz — zy, zx — Xz, Xy — yX) heisst Dreh-
impuls. Die Gleichungen (2) driicken somit die Erhal-
tung des Drehimpulses aus. Setzt man fiur A, B und C
die entsprechenden Ausdriicke aus (2) ein, so folgt sofort

Ax + By + Cz = 0. (3)

Das heisst aber nichts anderes, als dass sich der Komet in
einer Ebene bewegen muss. Denkt man sich das Koordi-
natensystem von Anfang an so gelegt, dass die Bahnebene
des Kometen mit der x-y-Ebene zusammenfallt, so ist
z = 0, und als interessante Gleichungen bleiben nur noch
(1.1), (1.2) mit r = Vx*+ y? und (2.3) ibrig. Wegen
(1.1) und (1.2) gilt nun weiter
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g x4y
Ve + vy

oder % x4+ vy —(\/‘lei y2> .

Es muss also eine Konstante h geben, so dass

XX + ¥y =

1

kZ
2 -

—. “)

X2+ y?) = h + =
&+ y) Tty

Gleichung (4) beinhaltet den Energiesatz:
kinetische Energie %(5{2+ y?) + potentielle Energie

2

—_kr_ = totale Energie h.

Die parabolische Bewegung ist dadurch ausgezeich-
net, dass h = 0 ist. Fithrt man nun Polarkoordinaten
X = rcosv,y = rsinv ein, so lauten (2.3) und (4) fir
h =0:

v = C, )

_1__'2 PARY _Lz
2(r+rvz)*r. (6)

Gleichung (5) driickt iibrigens die Konstanz der Flachen-

geschwindigkeit%r2 v, dh. das 2. Keplersche Gesetz aus:

da C konstant ist, ist die Winkelgeschwindigkeit v des
Kometen umso grosser, je kleiner sein Abstand r von
der Sonne ist, und umgekehrt ist v umso kleiner, je gros-
ser r ist. Um die Polargleichung der Kometenbahn zu er-
halten, muss man versuchen, r als Funktion von v aus
(5) und (6) zu gewinnen. Dazu lost man zunéchst (5) und
(6) nach v bzw. 1 auf:

; C
v= 3, )
g ’ 2 2
r:‘i—rzvZ oderr = 2_1;27% (8)
Nun gilt weiter
dr _dr dv oderr = r'v, )

dt — dv dt

wobei jetzt ’ die Ableitung nach v bezeichnet. Setzt man
schliesslich (7) und (8) in (9) ein, so folgt nach kurzer
Rechnung

2

; C
=1, wobelq = 2K - (10)

o,
1

Fithrt man die Hilfsvariable w = \/ {T — lein, so lasst
sich (10) schreiben als

W' _ 1 oder(arctgw) =( v ’ .
1+w? 2 2
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Also gilt

arctgw = oder w = tg

N <

Y
2
Fiir r erhdlt man endlich die Polargleichung der Parabel

r=q(1+wz)=q(1+tg2%)- (11

Um den zeitlichen Verlauf der Kometenbewegung zu be-
stimmen, setzt man (11)in (5) ein:

. 2
1+ w) :kw/—.
I+ w)v T

Beriicksichtigt man noch, dass
S S ) = n v
w—(lgz) (1+W)2,

so folgt
k
V2q°

(1+ w) W =

Also muss gelten

w k

37 \2q°

und T eine Integrationskonstante ist.

Es bleibt nur noch festzustellen, dass (11) und (12) mit
den Formeln (14) und (12) des eingangs erwdhnten Arti-
kels tibereinstimmen.

w + (t—T), wobeiw = tg % (12)

Adresse des Verfassers:
FRANZ SPIRIG, Wilenstrasse 10, CH-9400 Rorschacherberg.

Meteoritenfund in der Antarktis

Wissenschaftler der NASA und der «Smithsonian
Institution» haben bestdtigt, dass die im Winter
1977 in der Antarktis gefundenen Meteoriten zu
dem sehr seltenen Typus der Kohlenstoff-
Chondrite (Meteorit mit sechr hohem Kohlenstoff-
gehalt) gehoren. Der Meteorit wurde zusammen
mit ca. 300 dhnlichen Stiicken gefunden, die ver-
mutlich dem gleichen Typus angehéren. Koh-
lenstoff-Chondrite sind 4,5 bis 4,6 Milliarden
Jahre alt und bilden den Schliissel zur Anfangsge-
schichte. Bereits bei fritheren Analysen an solchen
Meteoriten wurden Amino-Sduren nicht terrestri-
schen Ursprungs gefunden. Dies weist darauf hin,
dass die fiir das Leben notigen komplexen organi-
schen Molekiile nicht unbedingt auf der Erde ent-
standen sind bzw. auch in anderen Regionen des
Sonnensystems vorkommen.

NASA-Release 78—87
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