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tgocosp,  sing,

cotg Az = s

sin s )
Wir brauchen also eigentlich die Koordinaten des
Beobachtungsorts schon jetzt, dabei wollen wir sie
ja erst bestimmen! Da wir das Azimut jedoch nicht
mit hochster Genauigkeit fir die weitere Rechnung
brauchen, kann man zum Beispiel die Maschine erst
den falschen Ort A (¢, /2,) berechnen lassen, damit
man ¢° in obige Formel einsetzen und aus A, und

dem Greenwicher Stundenwinkel einen brauchbaren

Wert fiir den Ortsstundenwinkel s berechnen kann.
Mit dem rechten Winkel bei D, der Distanz d und
dem Winkel 7 liefert die aus der sphirischen Trigono-
metrie bekannte Beziechung zwischen vier Stiicken:
sin 7 cotg 90° = cotg d sin k — cos k cos 7.
Da cotg 90° = 0 ist, erhilt man hieraus:
cotg d sin k = cos k cos 7,

oder

tg k = cos 7 tg d. 2
Das Rechenprogramm wird also ein erstes Dutch-
laufen des Standlinienprogtramms vorsehen, wobei
die gemessenen Zenitdistanzen eingegeben werden.
Mit dem so erhaltenen falschen Ort A (den man tibri-
gens durch den aus der Koppelrechnung bekannten
Loggeort ersetzen kann, der ja auch nur einen Nihe-
rungsort darstellt) sowie den bekannten Werten fir
Distanz und Kurs wird nach (1) das Azimut des zu-
erst beobachteten Gestirns berechnet und daraus nach
(2) die Korrektur k berechnet. Nachdem diese an z';
angebracht worden ist, wird mit der korrigierten Ze-
nitdistanz z; und dem unverinderten Wert z» das
Standlinienprogramm nochmals durchgespielt (Ite-
ration), was den Ort C (p/2) ergibt, dessen Genauig-
keit im wesentlichen nur noch von den Beobachtungs-
fehlern abhingt.

Anschrift des Verfassers : Martin Frick, Hochschule fiir Nautik, Bremen, B.R.D.

Nicht-statische Weltmodelle

von Doris WiEDEMANN, Basel

Die Erforschung des Universums durch Physiker und
Astronomen ist wohl eines der grossten intellektuel-
len Abenteuer unseres Jahrhunderts. Zur Zeit da
EmxstEIN seine Allgemeine Relativititstheorie ent-
wickelte, war der Glaube an die Bestindigkeit des Uni-
versums noch ein fester Bestandteil der westlichen
Philosophie. «Der Himmel dauert von Ewigkeit zu
Ewigkeit» nahm man an, und es war zunichst auch
kein Grund vorhanden, von dieser Vorstellung ab-
zuweichen. Damals war nimlich die systematische Re-
lativbewegung ferner Galaxien noch nicht entdeckt.
EimnsteIN soll daher auch ungliicklich dartiber gewe-
sen sein, dass die Grundgleichungen der Allgemeinen
Relativitdtstheorie £ezn statisches Universum beschrie-
ben. Sie machten vielmehr die phantastisch anmuten-
de Voraussage einer expandierenden Welt. Die Situa-
tion dnderte sich aber mit einem Schlag, als HUBBLE
im Jahre 1929 die vorausgesagte Expansion des Alls
nachwies. Diese HusBLE’sche Entdeckung war zu-
gleich eine erste Bestitigung der Allgemeinen Rela-
tivititstheorie.

Wie ldsst sich nun die Expansion des Universums
beschreiben? Die Allgemeine Relativititstheorie lie-
fert hierfiir die folgende einfache Differentialglei-
chung:

R2— =k,

N
R
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Fig. 1: E. P. HussLE 1889-1953

Hierin sind p und k Konstante und unter R (t) wollen
wir uns — zunichst noch etwas unprizis — den «Welt-
radiusy vorstellen. Die Theorie zeigt weiter, dass k
nur die Werte

k=0, +1

annehmen kann. Entsprechend diesen drei k-Werten,
die ein Mass fiir die Raumkriimmung sind, ergeben
sich auch drei vetrschiedene Weltmodelle, die hier
skizziert werden sollen.

Betrachtet man die obige Differentialgleichung, so
fallt die Ahnlichkeit mit einem einfachen Problem aus
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der NEwTON’schen Mechanik auf. Der erste Term
links hat nimlich den qualitativen Charakter einer
kinetischen Energie, det zweite den qualitativen Cha-
rakter einer potentiellen Energie, und rechts steht
eine Konstante, die uns an die Gesamtenergie erin-
nert. Aufgrund dieser Analogie kénnte man sich fra-
gen, ob sich diese Gleichung nicht auch im Rahmen

der NewTtonN’schen Mechanik verstehen lisst. In der
Tat haben 1934 E. A. MrNE und W. H. McCREA
gezeigt, dass dies moglich ist. Sie gehen dabei von der
NewTtox’schen Beschreibung einer homogenen Gas-
wolke aus, stecken aber noch die Annahme der Iso-
tropie hinein, um dem kosmologischen Prinzip zu ge-
niigen. Diese NEwToN’sche Kosmologie ist mathe-
matisch viel einfacher und fithrt in vielen Teilen zu
im wesentlichen gleichen Ergebnissen wie die rela-
tivistische. Wir wollen daher sie zum Ausgangspunkt
unserer Uberlegungen machen.

Betrachten wir daher eine kugelférmige Gaswolke
im euklidischen Raum, in der die Galaxien die Rolle
der Massenpunkte spielen. Die Annahme der Isotro-
pie bedeutet dann, dass ein im Zentrum sitzender
Beobachter cinen linearen Zusammenhang zwischen

Fig. 3: NEwToN’sches Modell des Universums
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Entfernung und Geschwindigkeit einer Galaxie, also
ein HusBLE-Gesetz, feststellt:

F = HOr*).

Die «HussLE-Konstante» H sei rdumlich konstant,
darf aber von der Zeit abhingen. Ebenso wird aber
auch jeder andere nicht im Zentrum der Wolke sit-
zende Beobachter ein solches Gesetz finden. Es ist
niamlich (vgl. Fig. 3):

d=r,-r, =H(r,-r)=Hd

Wenn wir uns die Wolke viel grosser vorstellen, als
irgend eine Distanz, die bis heute gemessen wurde,
so bietet das Weltall von jeder uns bekannten Galaxie
aus den gleichen Anblick, wenn man von lokalen Un-
regelmissigkeiten absieht. In diesem Sinne soll unser
Modell das kosmologische Prinzip erfiillen.

Machen wir den Ansatz

r(t)=R(t)r, mit r(t))=r,, R(ty)=1,

so ist das HuBBLE-Gesetz erfiillt und es gilt
R
H = R
Das kann man durch Finsetzen sogleich verifizieren.
Unter t, wollen wir uns den Zeitpunkt «heutey vor-
stellen.

Der Mafstabsfaktor R(t) ist offenbar proportional
zum Radius der Gaswolke. Versuchen wir jetzt das
Verhalten von R(t) aus dynamischen Uberlegungen
zu gewinnen! Zu diesem Zweck betrachten wir zu-
nichst die Bewegungsgleichung eines Massenpunktes
im Abstand t vom Zentrum der Wolke **). Die Kraft
auf diesen Massenpunkt rithrt dann von der Masse
innerhalb der Kugel vom Radius ¢ her und das New-
TON’sche Gravitationsgesetz lautet

(4n/3)0 13
t= —y e

(Bewegungsgleichung)

y bedeutet die Gravitationskonstante und ¢ die Dichte
der Gaswolke zum betrachteten Zeitpunkt. Ausser-
dem gilt die Erhaltung der Masse. Wir konnen sie bis
auf einen Faktor 4x/3 in folgender Form schreiben:
or3 = g1, = const.

4

(Kontinuititsgleichung)

Aus der Bewegungsgleichung, der Kontinuititsglei-
chung und mit r = R 1, finden wir die gesuchte Dif-
ferentialgleichung fir den MaBstabsfaktor R(t):

*) Fettgedruckte Buchstaben bedeuten Vektoren

*#*) Der Druck des Gases ist dabei vernachléssigt. Er spielt nur
in der Geburtsphase des Universums eine gewisse Rolle.

ORION 32. Jg. (1974) No. 141



1/2)u X 8 n
( 4{2) = () mlt/t:y—‘g—go.

R +

Nach Multiplikation mit 2R lasst sie sich leicht ein-
mal integrieren. Man findet

: CONL R My

Energieintegral
R g g

k ist Integrationskonstante. Es besteht also so etwas
wie ein Energieintegral fiir unseren Massenpunkt.

Unsere Uberlegungen haben nun aber zu einer
Gleichung gefiihrt, wie sie auch in der Allgemeinen
Relativitdtstheorie auftritt. Dort hat k allerdings die
unterschiedliche Bedeutung der Raumkrimmung
und ist nur der Werte 0,-+1 fihig. Bleiben wir noch
bei diesem unrelativistischen Bild! Drei Fille sind
dann physikalisch zu unterscheiden: positive, nega-
tive und verschwindende Gesamtenergie, das heisst
k = 0, k = 0. Wie verhilt sich das Universum in die-
sen drei Fillen?

Beginnen wir mit
1) k = 0. Durch Trennung der Variablen ldsst sich
das Energicintegral leicht integrieren und man erhilt:

R — (97?) w2 213

Die Anfangsbedingung ist dabei so gewihlt, dass
R und t gleichzeitig Null werden. In diesem Modell
dehnt sich die Welt ewig aus, mit der Zeit jedoch im-
mer langsamer, denn R ist proportional 1/t. In der
Relativititstheorie ist dieses Modell unter dem Na-
men EINSTEIN-DE SrrTER-Modell bekannt. k — 0 be-
deutet dort verschwindende Raumkriimmung, also
ein enklidisches Universum. Der zeitliche Verlauf von
R(t) ist in Figur 4 skizziert.

Fig. 4: Zeitlicher Verlauf von R und q fir die Modelle
k = 0,41

Gehen wir nun iiber zum zweiten Fall

2) k > 0. Eine qualitative Aussage tiber das Verhal-
ten einer solchen Welt gewinnen wir, wenn wir das
Energieintegral in der Form
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R— /e
R
schreiben. Da nur reelle Werte fiir R physikalisch

sinnvoll sind, muss der Wurzelausdruck fiir alle Zei-
ten positiv sein, was bedeutet

n"
R < m Rmax'

Der Radius dieser Welt wird also endlich bleiben.
k > 0 bedeutet in die Sprache der Relativititstheorie
ibersetzt, der Raum besitzt uberall eine konstante
positive Krimmung (k = -+ 1). Man spricht von ei-
nem e/liptischen Raum. Zur Bestimmung des zeitli-
chen Verlaufs von R(t) ist es hier nicht zweckmissig,
die Integration nach Trennung der Variablen auszu-
tithren. Man kommt eleganter durch Einfiihrung ei-

nes Parameters v zum Ziel, indem man setzt:
dt R

R — R — =

) > g =%

Bezeichnet man die Ableitung von R nach 7 mit
R’, so ergibt sich damit fur das Energicintegral die
sogenannte FRIEDMANN’sche Differentialgleichung:

R’Z—%R—l—RZ:O.

W 4

Fig. 5: A A. Friepmann 1888-1925

Sie ist nach dem russischen Mathematiker ALExAN-
DER ALEXANDROVITCH FRIEDMANN benannt. FRIED-
MaNN, der 1888 in Petersburg geboren wurde, hatte
schon bevor HusBsLE seine Entdeckung gemacht hat-
te, eine ganze Reihe expandierender Weltmodelle auf-
gestellt, in denen jene von EINSTEIN und DE SITTER
als Grenzfille enthalten waren. Man kann leicht ve-
rifizieren, dass diese FrrEbpmaxn’sche Gleichung
durch

R u

:Z—k(l—COS‘E)

gelost wird. Setzt man dieses R in den Ausdruck fiir
dt/dt ein und integriert, so folgt

iy 7L o
l/kt—Zk(r sin 7).
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Die Anfangsbedingung ist wiederum so gewihlt,
dass R, t und 7 gleichzeitig verschwinden. Diese bei-
den letzten Beziehungen geben die Parameterdarstel-
lung einer Zykloide. Sie ist die Bahnkurve eines Punk-
tes auf einem Kreis, der auf einer Geraden rollt; ihr
Bild ist in Figur 4 wiedergegeben. In unserem Fall
besitzt der Kreis den Radius x/2k, und der Parameter
7 hat die anschauliche Bedeutung des Rollwinkels. In
der Kosmologie spricht man auch vom «Entwick-
lungswinkel» des Universums. Unser Modell liefert
also cin oszillierendes Universum, dessen grosster
Radius R max = p/k wird. Nach einer endlichen Zeit
wird die Welt in einer katastrophalen Implosion in
sich zusammenstiirzen und es bleibt offen, ob sich
dann ein weiterer Zyklus anschliessen wird.

Es bleibt nun noch der dritte Fall

3) k < 0. Auch hier ergibt sich sehr einfach eine
Parameterdarstellung. Das obige Resultat lisst sich
verwenden, wenn man k = — |k| setzt. Dann geht =
in ir, k in iJ/k| tiber, und wenn man noch den Zu-
sammenhang zwischen den hyperbolischen und den
trigonometrischen Funktionen beniitzt, ergibt sich:

— _
R = 2l (cosh 7 1),
L " .
l/|k| ti— m (sinh = — 7).

Dadutch wird wiederum ein ewig sich ausdehnen-
des Weltall beschrieben. Der Verlauf von R(t) ist
ebenfalls in Figur 4 dargestellt. Nach sehr langer Zeit
wird die Expansionsgeschwindigkeit konstant wer-
den, denn aus dem Verhalten der hyperbolischen
Funktionen folgt, dass R fur grosse Zeiten propozr-
tional t wird. Relativistisch bedeutet dieses Modell
ein Universum, bei dem der Raum eine konstante ne-
gative Krimmung besitzt (k = —1). Man spricht auch
von einem Ayperbolischen Raum. Die hier auftretenden
hyperbolischen Funktionen mégen diese Bezeichnung
rechtfertigen.

Interessant ist, dass fiir die beiden Modelle k = 0
eine Reihenentwicklung

\ 173
R—(%ﬂ)/ 23 4. (t klein, k = 0)
ergibt. Die beiden Modelle verhalten sich also fiir
kleine Zeiten wie das Modell fiir k = 0, also wie ein
euklidisches Universum. Man wird daher erwarten,
dass es in einem frithen Stadium der Welt schwierig
sein wird, das Vorzeichen der Raumkriimmung aus
Beobachtungen zu ermitteln. Dies hat einen physi-
kalischen Grund: Das Licht, welches uns ja die In-
formation iber die Struktur der Welt iiberbringt, ist
dann zu kurze Distanzen unterwegs, um eine even-
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tuell vorhandene Raumkrimmung gentigend zu ver-
spiren und uns mitteilen zu kénnen. Damit werden
wir fast automatisch auf die Frage gelenkt, ob es heute
moglich ist, sich fiir eines der drei Modelle zu ent-
scheiden und wie dieser Entscheid aufgrund von
Beobachtungen gefillt werden konnte.

Die HussrLe-Konstante allein reicht nicht aus zur
Beantwortung dieser Frage. Neue Information erhal-
ten wir, wenn wit berticksichtigen, dass die Expan-
sion dieser drei Weltmodelle unterschiedlich stark ge-
bremst ist. Das Vorhandensein einer Bremsung kon-
nen wir im NEwrToN’schen Modell einfach verstehen,
da die Gravitationskrifte der Expansion dauernd ent-
gegenwirken. Man sieht ibrigens auch aus der Bewe-
gungsgleichung, dass R immer negativ ist. Diese
Bremsung wird erfasst durch den sogenannten Brems-
parameter q:

q ldsst sich auch in einer etwas anderen Form darstel-
len, wenn man u/R aus dem Energieintegral und der
Bewegungsgleichung eliminiert:

FoeL e
1= T

Hieraus zeigt sich, dass sich unsere drei Modelle auch
durch verschiedene q-Werte unterscheiden lassen. Es
ist namlich

q>% tur k >0,
1f" k

q= 5 fur =0
3 i

9< 3 far k < 0.

Auf den ersten Blick scheint dadurch fir die Ent-
scheidung tiber das tatsichlich realisierte Weltmodell
nichts gewonnen zu sein. Umso iberraschender
klingt es, dass damit ein prinzipieller Weg gefunden
ist, Uber die Dichte im Universum auf die Raum-
krimmung zu schliessen. Man muss zu diesem Zweck
q mit Hilfe der Bewegungsgleichung so darstellen,
dass es die Massendichte enthilt. Dann ist, wenn wir
uns an die Bedeutung fiir u erinnern,

o _ U2 _(adye,
RR?2 RR2

Beziehen wir alles auf den Zeitpunkt t, — «heutey,
so ist R(t,) = 1 und R(t,) = H, und das Kriterium
lautet

(47/3)y00 >
qO - AHOZ

]
5

Al
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Es lisst sich nun noch nach der Dichte auflosen:
>3 Hy?

Ll 8wy

Durch unabhingige Messung der beiden Gréssen
0o und H, sollte sich also entscheiden lassen, welches
Vorzeichen gilt, mit anderen Worten, ob der Raum
positiv oder negativ gekriitmmt ist oder ob er eukli-
disch ist. Wenn wir als heutige Werte fiir o, =
1073%/cm? und fiir H, = 107° Jahre™ nehmen, so
wiirden diese Werte fur das < —Zeichen, also ein hy-
perbolisches Universum sprechen. Leider sind die
Messungen aber noch zu ungenau, um hier mit eini-
ger Sicherheit eine Entscheidung treffen zu kénnen.

Es bietet sich aber noch ein anderer Weg. Er hingt
mit einem Effekt zusammen, der sich erst bei den ent-
ferntesten Nebeln bemerkbar macht, nimlich mit der
Laufzeit des Lichts. Wir sehen ja jeden Nebel in dem
Zustand, den er bei der Aussendung des Lichts hatte,
welches uns heute erreicht. Je weiter wir also in den
Raum hinausblicken, umso weiter blicken wir in die
Vergangenheit zuriick. Ist die Expansion gebremst,
so miissen die beobachteten Geschwindigkeiten der
fernen Galaxien grosser sein als ihre heutigen. Das
bedeutet, dass die beobachteten Geschwindigkeiten
der fernsten Objekte etwas grosser sein sollten, als
es dem HuBBLE-Gesetz entspricht. Eine relativistische
Ubetlegung ergibt eine Korrektur des HusbLE-Ge-
setzes, welche den Bremsparameter q enthilt. Man
findet fiir die Rotverschiebung in Abhingigkeit der
Distanz d

A 1
¢ - =Hd + 7 (1 + q0) (Hd? + ...

In Figur 6 ist z = c (42/2) fiir ein festes H, und
verschiedene q,-Werte dargestellt. Die Punkte stellen
Beobachtungen von SANDAGE dar; anstelle der Di-
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Nachtrag der Redaktion

Beim Titelbild von ORION 139, das Farbaufnahmen
der Planeten Erde, Mars, Jupiter und Saturn zeigt,
ist versehentlich der Copyright-Vermerk fiir die Auf-
nahmen der drei letztgenannten Planeten unterblie-
ben, was hiermit nachgeholt sei. Er lautet:

«Copyright by the California Institute of Technology and Cat-
negie Institution of Washingtony.
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