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D. Viele Doppelstred{en in Biindeln

X. Prismen mit parallelen Doppelstrecken

Prismen F senkrecht iiber regelmafliger Grundflache wer-
den durch Ebenen geschnitten, parallel zu den Seitenflachen,
in gleichen Abstinden von diesen. Sie schneiden aus dem
Prisma Rechtecke heraus, die einander in den Doppel-
strecken durchdringen. Die Grundflaichen werden dabei ge-
randert, so daf’ Trapeze an deren Seiten entstehen und Rau-
ten in den Ecken. Nach Auswahl der Scheitelteile, die nur
in Doppelstrecken zusammenstofien, sind die Korperteile
tiber den Trapezen um ein Hohlprisma angeordnet und bil-
den zusammen das eine Teilvielflach F,, wahrend das andere
F, seinen Mittelteil iiber dem inneren Vieleck hat und die
aulleren Teile iiber den Rauten. Die einzelnen Korperteile
der Teilvielflache beriihren einander nur an den Doppel:
strecken, und ihr Zusammenhang wird von den durchgehen-
den Schnittebenen gebildet.

1. Dreiseitiges Prisma, zerlegt in ein einseitiges 12Flach 176
und ein zweiseitiges 17Flach 177. Die drei Rechtecke I, 11, III
- derSchnittebenenwerdenaneiner 177

der beiden Doppelstrecken ge-

teilt und so in das Netz aufge: | X
nommen, um die Durchdringun:
gen zu ermoglichen. Im Netz 178
des 12Flachs F, stoflen an die
lingeren Grundlinien der Tra- 1t
peze die drei Seitentlichen und 17Flach F.
an die kiirzeren Teile der Schnitt-

figuren. Die Aufklappung erfolgt um die punktierten Seiten

nach oben, um die ausgezogenen inneren nach unten, so daf}

12Flach F,
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aufeinanderfolgende Wendungen entstehen, und nach der
dritten schlieBen sich die Mobiusbinder an den Wende:
strecken, so daf} die
178 Oberseite des Netzes
bei 1 an die Unterseite : A
bei (1) sich anschlief3t, 7|
bis 4 an (4), womit die
Einseitigkeit eintritt.
fe=T12 &="18, k=730,
N a,,_\ ce=—=e — k + f= 0
[ ™ @ Von den drei Korper:
‘ ; P | teilen dieses 12Flachs
) > zeigen zwei die obere
- ! und einer die untere
L ..omim 2] Seite des Netzes.
L NN/ Das Netz des 17-
Flachs F, ist um A in
drei Asten angeordnet, von denen nur einer gezeichnet ist
179. An allen Umrifstrecken schlief3t sich das Netz gleich:-
seitig, so daf} dieses 17Flach zweiseitig wird. Von den vier
Korperteilen zeigt der mittlere die untere Seite des Netzes
und die ubrigen drei die obere. f =17, e = 24, k = 39, c = 2.

179

I
N |

I

2. n seitiges Prisma, zerlegt durch n Ebenen mit n Doppel:
strecken. Durch Verallgemeinerung des vorigen Falles kon:-
nen die Netze entsprechend dazu erhalten werden. Man er-
hilt F, mit der Zahl der Flachen f, = 4n, der Ecken e, = 6n
und der Kanten k, = 10n, so daf} die Charakteristik ¢ = 0
wird und also h = 3. Fur ungerades n wird F, einseitig, fur
gerades n zweiseitig, da dann die Anzahl der Wendungen
beim Aufklappen auch gerade wird und zuletzt gleiche Sei-
ten aneinander kommen.

Fiir Fs st fs—5n.+ 2, ez = 8n, ks = 130, c = 2. F, ist
immer zweiseitig.

Als Zusammensetzung von F, und F, entsteht aus einem
Prisma ein Teilvieltflach F,, durch Annahme noch einer wei-
weiteren Schnittebene, z. B. der Mittelebene.
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3. Der Wiirfel, zerlegt in zwei einseitige kongruente
26Flache. Die vier seitlichen Schnittebenen und die dazu-
tretende Mittelebene ergeben 8 Doppelstrecken, indem zu
den urspriinglichen 4 parallelen noch 4 in der Mittelebene
kommen, die ein inneres Quadrat einschlie-
len. Zu F, tiber der Mittelebene ist F,
darunter in Scheitellagen ihrer Teile zuge:
ordnet. F; und F, einzeln fiir sich sind fur
Tn — 4 hier beide zweiseitig, aber zu Fi,

180

vereinigt entsteht ein einseitiges Vielflach
180. Die beiden Netze lassen sich an die
Mitteltlache setzen, und durch Aufklappung
Fi» 26Flach h =35 ergeben sich die Wendestrecken 1, 2, 3, 4
We{‘dgs";e‘;ken zwischen Flachen von F; und solchen von
S F,. Das Hohlprisma im oberen Teil F,
reicht nur bis zur Mittelfliche; unter dieser ist das mittlere
Prisma des unteren Teiles, an dessen Seitenkanten hier qua-
dratische Prismen angesetzt sind, als Stiitzen. Diese zeigen,
wie auch zwei gegeniiberliegende Teile von F,, die entgegen:-
gesetzte Seite des Netzes, als die iibrigen Korperteile. Die
Korperteile des zweiten zugleich entstehenden 26Flachs pas:-
sen in die Licken des ersten. f = 26, e — 40, k — 68,
=

TN

4. Fiinfseitiges Prisma, I zerlegt in zwei kongruente ein-
seitige 32Flache 181. Die 6 Schnittebenen ergeben 5 parallele

Doppelstrecken und dazu noch 5 in 181

der Mittelebene, die jene schneiden ; 4

und ein inneres Finfeck bilden. Im L ! Fi
Netz 182 ist der obere Teil F;, mit A e

zusammenhingend an eine Seite des
Finfecks der Mittelilaiche ange- B I
schlossen, wiahrend der untere Teil F.. 32Flach h=6

F,, mit den Rauten, in drei Ab- Wendestrecken 1 bis 8
schnitten an drei Seiten des Fliinfecks angefiigt ist. Diese drei
Teile sind nach unten zu klappen, der uibrige Teil, um den
punktierten Abschnitt der Fiunfeckseite, nach oben fur F;.

______

den Trapezen um das Hohlprisma, E i A
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Innert F, entstehen fir die Mobiusbander die Wendestrecken
1, 2, 3, von denen 2 eine obere Kante ist, welche die Doppel:
strecken 1 und 3 verbindet, in
denen eine Schnittebene ihre S —
Seiten des Netzes wendet. Die l | "
ibrigen Wendestrecken 4 bis —— / / — /jl
8 bestehen zwischen Flichen - e —
des oberen Teiles F; und des o &
unteren F,, und zwar liegen 4

und 6 in Doppelstrecken und

5 und 7 in Kanten an der Mit-

telfliche. f= 32, e =50, k = 7

182

85, € =i — 3. 2y

5. n seitiges Prisma, zerlegt, )

entsprechend dem vorigen Fall, Netz des 32Flachs
durch (n + 1) Ebenen mit 2 Mobiusbander 1—(1) bis 8—(8)
n Doppelstrecken in zwei kongruente einseitige Teilvielflache
Fi; mit f =6n + 2, e = 10n, k = 17n und der Charakteristik
¢c=2-—noderaus h=3 — ¢, also h = 1 + n. Damit ist
jeder Zusammenhangszahl h > 3 ein zweiteiliges prismati-
sches einseitiges Vielflach F,, zugeordnet, dessen Mittel-
fliche ein (h — 1) Eck ist.

Die einfachen F, haben h = 3, abwechselnd fur einseitige
Vieltlache bei ungeradem n und fur zweiseitige bei geradem
n. Fur alle F, ist h = 1. Es fehlt also in diesen Reihen ein
Beispiel tiir h = 2, weil dazu drei Doppelstrecken sich innen
schneiden miissen.

6. Grenzfall. Die Schnittebenen, die mit der Seitenzahl
n des Prismas an Zahl bestindig zunehmen und immer schma-
lere Rechtecke enthalten, sind fortwiahrend so zu legen, daf3
im Rande Trapeze und Rauten nebeneinander entstehen und
daruber Prismen als Zellen der Teilvielflache. Man kann
dazu die Annahme machen, daf} die duflere Trapezseite einen
bestimmten inneren Teil, immer im gleichen Verhiltnis, der
Seite der ursprunglichen Grundfliche des Prismas einnimmt.
Fir wachsendes n werden die Rander immer schmaler, und
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F, wird schlieBBlich zu einem doppelten gelegten Zylinder:
mantel, ohne einen Korperinhalt einzuschlie3en. Der innere
Mantel ist aus den Schnittflichen entstanden und wird voll:
standig dicht; der duflere Mantel, aus Streifen der Seiten-
flachen des Prismas gebildet, die abwechselnd zu F, oder F,
gehoren, hat zwischen benachbarten Mantellinien Liicken.
Diese Lucken an F;, werden zu Streifen im Mantel von F, an
den Zellen iiber den Rauten, welche um den inneren Zylinder
angeordnet sind, der ausgefiillt zu F, gehort und auch jenen
dichten Mantel hat. Aus F, und F, zusammengesetzt, hat
F,, also unter der Mittelfliche einen ausgefiillten Zylinder
und dariiber einen leeren Hohlzylinder. Der duflere dazu be:-
nachbarte Mantel hat Liicken zwischen benachbarten Mantel-
linien, abwechselnd oben und unten. Diese Zylinderflachen
sind also gelockert und ihr Inhalt hangt ab von dem Verhalt:-
nis der Teilung der Seiten der Grundflachen.

XI. Doppelstrecken im Biindel, in Prismen gerédndert

Die Schnittebenen werden von der Mitte des geraden
Prismas aus so gelegt, daf} sie aus den Grundflichen, als
regelmafdigen Vielecken gerader Seitenzahl, Parallele zu deren
Seiten in gleichen Abstinden von diesen herausschneiden,
wodurch in den Grundflichen ein inneres Vieleck entsteht,
das dem ganzen dhnlich ist. Damit sind die Grundflachen
gerandert.

1. Wiirfel zerlegt in 22Flach 183 einseitig und 20Flach 184
zweiseitig. Die vier Schnittebenen teilen die Grundflichen
in Quadrate B in den 184
Ecken und in Rechtecke
H an den Seiten, um ein
inneres Quadrat C. In
den Seitenflichen ent-
stehen je zwei gleich-
schenklige Dreiecke F
und Funftecke A. Als
Durchdringungen der 20Flach

22Flach
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vier Rechtecke der Achsenschnitte in den Schnittebenen I
bis IV entstehen sechs Doppelstrecken, von denen vier von
der Wirfelmitte O aus nach den Ecken der inneren Qua-
drate C gehen und zwei die Mitten der gegeniiberliegenden
Seitenflaichen verbinden. Der Wiirfel zerfillt in 14 Zellen,
von denen sechs das 22Flach und acht das 20Flach bilden.

Zum 22Flach 183 gehoren die zwei inneren Quadrate C,
die acht Eckquadrate E und die acht Fiinfecke A, nebst den
vier Achsenschnitten. Die inneren
Zellen sind zwei quadratische Pyra-
~.. miden, wie die von C nach O, und die
aufleren vier Zellen sind 8Flache. Da-
zwischen sind acht Liicken. Das Netz
laf3t sich um C regelmiflig anordnen
und ist 185 teilweise gezeichnet. Die
Klappungen erfolgen nach unten, nur
(G) wird entgegengesetzt geklappt. Aus den Rechtecken der
Achsenschnitte sind je vier Ausschnitte nach O hergestellt,
in welche Trapeze, wie die an (1) und 4, eingeklappt werden.
Die Wendestrecken bilden viermal Vierecke, wie 1, 2, 3, 4,
worin 1 und 4 halbe Doppelstrecken sind und 3 und 4
Kanten.

Das Netz 186 des 20Flachs besteht aus vier Gruppen von
Flachen, die um die Hauptteile I bis IV der Achsenschnitte
angesetzt sind. Zuerst wird I um
a aufgerichtet, dann II um b nach
unten gedreht, bis sein O in das von
I tallt, hierauf wird III um c in glei-
cher Richtung weiter gedreht und
schlieBBlich auch IV um d, bis alle
vier O zusammenfallen. Alle Dre-
hungen setzen sich aneinander in
tortgesetzt gleicher Richtung, so
daf’ an allen entstehenden Kanten
sich die Flichen gleichseitig schlie-
flen und dieses 20Flach damit zwei-
seitig wird. Im Netz sind von O aus die Doppelstrecken
strichpunktiert eingetragen.

185

186
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2. Sechsseitiges Prisma, zerlegt in 44Flach F, einseitig und
36Flach F., zweiseitig. Jede Kante der Grundflichen ist 187
187 in drei gleiche Strecken geteilt, und

die Teilpunkte sind so verbunden,

daf’ Parallele zu den Seiten entstehen

0 und damit ein inneres Sechseck und

: e SV Rauten in den Ecken neben Trapezen
é a4 7. & an den Seiten. Durch die Parallelen
werden Ebenen gelegt nach der Mitte
O des Prismas, welche aus diesem
sechs Sechsecke als Achsenschnitte
ergeben, die einander in 15 Doppel-
strecken durchdringen. Davon gehen
sechs Doppelstrecken 188 nach
Ecken der inneren Sechsecke, wie 7, und drei verbinden Mit-
ten von seitlichen Gegenkanten, wie 3, und sechs gehen,
wie 1, geneigt nach den Schnitten der Spuren in Seiten:-
flichen. Durch die Spuren wird jede Seitenfliche in sieben
Flachen geteilt und jede Grundfliche in 13, so daf’ 68 Fla-
chen 187 entstehen, die in zwei Scheitel-
gebiete zerfallen: das schraffierte mit 38 Fla-
chen und das andere mit 30 Flichen. Das
erste bildet mit den sechs Achsenschnitten
das 44Flach, das zweite das 36Flach. Das
' Scheitelgebiet der 30 nicht schratfierten Fla-
chen zerfillt in zwei voneinander getrennte
Untergebiete, gebildet von den mit o be:
zeichneten 15 Flichen und den 15 leergelas:-
senen. Alle Flichen des einen dieser beiden
Untergebiete sind durch die Flachen des an-
deren voneinander getrennt, so daf3 fur das 36Flach Zwei-
seitigkeit eintritt, indem das eine Untergebiet die Oberseite
o des Netzes einnimmt und das andere die Unterseite u. In
dem Scheitelgebiet der 38 schraffierten Flachen ist das eine
Untergebiet, das von u, zweifach schraffiert, aber dieses ist
von dem anderen Untergebiet, von dem von o, das einfach
schraffiert ist, nicht vollstindig getrennt; es ist nicht in sich
geschlossen, sondern es stofdt je in drei Rauten mit den in-

poiinaas

Scheitelgebiete
mit ihren Untergebieten

188

n==o
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neren Sechsecken zusammen, deren Zuteilung, ob zu o oder u,
unbestimmt bleibt, aber in beiden Fillen stellen diese Sechs:
ecke den Ubergang her zwischen o und u der beiden Unter:-
gebiete, wodurch fur das 44Flach Einseitigkeit eintreten muf3.
Das Netz 191 des 44Flachs ergibt in der Tat bei der Auf-
189 190 klappung Wendestrecken, die sechs
1 ., Dreiecke, wie 1, 2, 3, und sechs Vier:-
= 5 ecke, wie 4, 5, 6, 7, bilden 188. Das Netz
g E laf3t sich um ein inneres Sechseck G
§ E regelmafdig anordnen. Aus den sechs
§°§ 1 Sechsecken der Achsenschnitte sind an
g iﬁ Doppelstrecken je vier Ausschnitte, wie

n = 8 n = 10

die an 1 und 3, herausgenommen, die sich
beim Autklappen wieder einfiigen an O,
aber mit Wendungen. Solche Dreiecke iiberdecken teilweise
andere Flachen. 191

3. Allgemein: n sei-
tiges Prisma, zerlegt
wie im vorigen Bei-
spiel durch n Ebenen
in zwei Teilvielflache
F, und F, fiur derades
n = 2t, Doppelstrek-
ken d, Zellen z, mit
Seitenflichen wie 189
und 190. Die erhalte-
nen Zahlwerte der
Elemente sind in der
Tabelle zusammenge:-
stellt.

Teil des Netzes des 44Flachs

Fi einseitig Fe zweiseitig

t n| fi e k 1 f: e ke €2 d| z 2122 |h h

21 4| 22 36 60 — 2 20 28 48 0| 6 14\68 5 8
3| 6| 44 66120 —10 |36 54 96| — 6|15 32 1418 |13 9
4 8| 74104 200 | —22 | 56 88 160 | —16 | 28 | 58 | 26 32 | 25 19
510 | 112 150 300 | ——38 | 80 130 240 | —30 | 45 | 92 | 42 50 | 41 33
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Dazu ergeben sich folgende Formeln fir n = 2¢, t = 2:;
Fir =2t 2t+1)+42 e=2¢ (2t+5) k=I10¢ (t4+1)\
Fi: p=2¢t (t43) =2t (2t+3) ka= 8t (t-+1))

Doppelstrecken d = ¢ (2t — 1), Zellen z = 2 (d + 1),
e, — e, = 41, weil F, alle Ecken 2n des Prismas hat.

e, = 2d + 8t, weil F, auller den Enden der Doppel-
strecken noch zwei Ecken erhilt neben jeder Ecke des
Prismas.

ki—kr =2t (11

Zellen von F;: z, :--;— (t—1)und von F,: z, :*;f + (f—1),
Charakteristik:
o =2(1+t—t)=24+t—d, c,=2t2—1t) =3t —d.
Gy — €y =—2({f—1), 8lso ¢, ~— €, = .2, — Z.,

Zusammenhangszahl:
h1:2t3——2t + 1, h2:2t2_4t+ 3, h1 —h2:2(t— 1).

Liicken:
1, =iy ls = 7 | also

hlzll—2t+1 hgzlg_zt—f_ll'hl—hg:‘ll;ljg-

Die Ditfterenz der Zusammenhangszahlen ist also gleich
der Difterenz der Liicken.

4. Grenzfall. Man erhilt fur lim n = o einen Zylinder,
weil die Rander der Grundflichen immer schmaler werden
und schlief3lich am Kreisrand verschwinden, so dal} F, als
seine beiden Grundflachen zwei Kreise von den Kegeln er-
hilt, die als innere dichte Zellen ihre Spitze in O haben. Statt
dessen hat F, zwei Hohlkegel als Liicken. Die tibrigen Raum-
teile der Teilvieltlache sind durch Liicken gelockert, wie in
dem einfacheren fritheren Fall,® fiir Prismen ohne Rinder
an den Grundflichen, ausgefithrt wurde.

XII. Einseitige Zellenpolyeder aus Prismatoiden.

Prismatoide mit gleichen regelmifligen Grundtlichen un-
gerader Seitenzahl und gleichseitigen oder gleichschenkligen
Dreiecken als Seitenflaichen werden mittelst Schnittebenen
in zwei kongruente einseitige Vielflache zerlegt.
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a) Kantenschnitte.

Die Schnittebenen werden durch zwei gegeniiberliegende
parallele Kanten von Grund- und Deckfliche gelegt.

1. Zerlegung des Oktaeders in zwei Heptaeder. Das Okta-
eder als Prismatoid fur n = 3 betrachtet, wird durch drei
Ebenen in acht Korperteile zerlegt, von denen vier Scheitel-
teile, die nur in Doppelstrecken zusammenstof3en, je ein
Heptaeder bilden. Hier
ist vom Heptaeder 32 ein
neues Netz 192 gezeich:-
net, das sich fir beliebige
ungerade n verallgemei:-
nern laf3t. Zur Ermog:
lichung der Durchdrin-
gungen ist aus jedem
Achsenschnittquadrat an
den Diagonalen ein Vier:
tel herausgeschnitten. Da-
durch werden alle Um:-
rilkanten des Netzes
beim Aufklappen, das
uberall nach gleicher Seite - d e rtaa?

s % = R etz es eptaeders

f)l:lfr?clig; iﬂr \C;:ngi‘;f;:i: Wendestrecken 1-9 = (1)—(9)
ken von 1 nach (1) bis 9 nach (9), und zwar sind es sechsmal
Halften von Doppelstrecken und dazu drei Oktaederkanten
2, 5, 8. Die Wendestrecken bilden drei Dreiecke 123, 456, 789
um O, in jeder Achsenschnittebene eines, und zwar ist 1 auf
der Doppelstrecke der I. Schnittebene, 2 liegt in der II. und
3 in der IIl.; 4 nochmals in der III. und 5 dann wieder in der
I. Schnittebene.

192

2. Das Prismatoid des Fiinfecks, nach Archimedes, zer:
legt in zwei 26Flache 193. Die funf Schnittebenen von jeder
Kante einer Grundfliche nach der gegeniiberliegenden paral:
lelen ergeben 10 Doppelstrecken durch die Mitte O; fiinf da-
von verbinden Gegenecken, und finf gehen von der Mitte
einer Seitenfliche geneigt nach der Mitte der Gegentliche.
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Die Schnittfiguren in den Ebenen sind Sechsecke und ent:
halten je vier Doppelstrecken. Die fiinf Schnittebenen tei-

193

Prismatoidales 26Flach
Wendestrecken 1—6

len das Prismatoid in 22 Zel:
len, und je 11 Scheitelzellen
davon, die mit benachbarten
nur in Doppelstrecken zu:
sammenstof3en, bilden ein
einseitiges 26Flach. Die bei-
den so entstehenden Teil:
vielflache sind kongruent, so
daf3 die Zellen des einen
Licken des anderen sind, eine
ganz hiibsche, die Betrach-
tung erleichternde Gestal:
tung. Ein solches 26Flach hat

ein Fiunfeck als Grundfliche und dariiber eine Pyramide bis
O, wiahrend die Deckflache fehlt und von ihrem Rand der
Trichter einer Hohlpyramide bis O als Liicke reicht. An den
Seitenkanten der Grundpyramide sind in vierkantigen Zellen
7Flache angefiigt und dariiber in dreikantigen Zellen 4Flache

unter dem Trichter.

Fir das Netz 194, das sich um das Fiinfeck der Grund-
flaiche regelmiafiig anordnen lift, sind aus jedem Sechseck

der Schnittflichen drei Dreiecke von O
aus herausgeschnitten, zur Ermoglichung
der Durchdringungen. Diese Dreiecke sind
an den dufleren Flachen angefiigt und

kenntlich an der Ecke O. Die Flichen sind _»

alle nach der gleichen Seite aufzuklappen,
und die Mobiusbander schlieffen sich in
sechs Wendestrecken, die fiinfmal vor:
kommen und je zwei Dreiecke 1, 2, 3 und
4,5, 6 bilden; darin sind 1, 3 und 4, 6 halbe
Doppelstrecken, deren Enden durch die
Kanten 2 und 5 zu den Dreiecken ge-

194

Teil des Netzes
des 26Flachs
Mobiusbander

1—(1) bis 6—(6)

schlossen werden. Die Unterseite des Netzes zeigt sich nur
in den Licken wie unter 2 und 5, alle uibrigen Flachen zeis

gen auflen die Oberseite des Netzes.
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3. Allgemein: Das Prismatoid, fiir ungerade Seitenzahl n,
zerlegt durch Kantenschnitte von n Ebenen. In folgender
Tabelle sind die Elemente der 195
entstehenden einseitigen Teil- <
vielflache angegeben, als Flachen
f, Ecken e, Kanten k mit der Cha-
rakteristik ¢c = e — k + £, und
den Doppelstrecken d, Zellen z
und der Zusammenhangszahl — _ n=0 =11
h=3—clirn=2t+11¢>1 Geteilte Seitenflichen am

|
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Seitenflachen 195. Prismatoid, Zellen
t n f e k c d z 21 h
2 26 30 60 — 4 10 22 11 7
3 7 57 84 154 —13 21 44 22 16
4 9 100 162 288 —26 36 74 37 29
5 11 | 155 264 462 —43 55 112 . 56 46

Dazu ergeben sich folgende Formeln:
f=¢t6t+1),e=6QRft+1D{F—1),k=202t+ 1) (5t —4).
Doppelstrecken d = (2t + 1), Zellen z=2t 2t + 1) + 2,

also z=2(d + 1), z.=d + 1.

Dreikantige Zellen (2¢ + 1), vierkantige Zellen (4¢* + 1).

Charakteristik c =2 + t —2t* oderc =2 + 2t — d.

Zusammenhangszahl h=2{* — t + 1 oder h =d — 2t + 1,
also h = z;, — 2t.

Ergebnis: Die Zusammenhangszahl ist gleich der Zahl der
Liicken, vermindert um die um 1 verkleinerte Anzahl der
Ecken der Grundfliche oder der Anzahl Reihen von Liicken
dariiber.

Ein solcher Zellenkorper besteht aus einer inneren Grund:-
pyramide, iber deren Seitenkanten die vierkantigen und am
obersten Rande dreikantigen Zellen der Doppelstrecken
tibereinander aufgebaut sind, wie ein Fruchtzapfen, bis zur
doppelten Hohe der Pyramide, so daf} oben, gestiitzt von
den Zellen, ein Trichter entsteht, der hinunter nach der Mitte
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reicht. Uber den Flichen der Grundpyramide erheben sich
zwischen den Zellen die Stockwerke der Liicken bis an die
Ecken des oberen Randes der Hohlpyramide, wie dies aus
den geteilten Seitenflachen 195 der Prismatoide ersichtlich ist.

4. Im Grenzfall lim n = o geht der Umrif3 des geschilder-
ten Zellenzapfens in einen Zylinder iber mit eingeschrie:-
benem Doppelkegel von O aus, von dem die untere Hailfte
uber der Grundfliche den voll zu rechnenden Korperinhalt
besitzt, wahrend der obere leer ist als Liicke ohne Deckel.
Der Raum zwischen diesen Kegeln und dem' Zylinder ist
durch Zellen geteilt in Korper und in Liicken, wenn nur das
eine der Polyeder in Betracht fillt, so daf dieser Raumteil
tir ein solches nicht als dicht zu rechnen ist und nur die
Halfte seines Inhaltes erhilt. Es ist also eine Lockerung des
Raumes eingetreten durch die nach O eindringenden Liicken.
Auch die Mantelfliche des Zylinders zerfallt in unendlich
kleine Drei- und Vierecke, die als Flichen und Liicken ab-
wechseln in der Anordnung ihrer Seiten und zusammenhan-
gen in Scheitellage. Die Flichen eines Teilvielflaches iiber-
decken daher den Zylinder nicht dicht, sondern mit Lucken,
und machen nur den halben Flicheninhalt aus.

Die Gesamtoberfliche eines Teilvielflachs wachst infolge
der Zunahme der Schnittebenen unbegrenzt. Die Ober-
tlache wird also unendlich grof3 bei gleichbleibendem Vo-
lumen. Das Volumen als Funktion der Oberflache bleibt ein
endlicher Wert, auch fiir die unendlich grofie Oberiliche.

b) Geranderte Grundflachen.

Die Schnittebenen werden von der Mitte O des Prisma-
toides aus so gelegt, daf} sie die Grundflachen parallel zu
ihren Seiten schneiden und so, daf} ein iiberall gleich breiter
Rand entsteht, mit Trapezen an den Seiten und Rauten in
den Ecken. Diese Trapeze begrenzen an der Deckflache den
Rand der Hohlpyramide, und die Rauten bilden in der Grund-
fliche, um das innere Vieleck der Grundpyramide, die Stiitz-
flichen der untersten Eckzellen als Fufde, ringsum die Zier:
form des Polyeders.
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1. Das Oktaeder gerindert geschnitten zum einseitigen
19Flach 196. Die Schnittfigsuren der drei Ebenen sind Sechs:

ecke, aus denen fur das
Netz von O aus ein
Fiuntfeck geschnitten
wird, das dann auflen
den Seitenflachen anzu-
fugen ist. Durch Auf:
klappung schliefien sich
die Mobiusbander in den
Wendestrecken 1 bis 6,
in drei Fillen. Die drei
Seitenflachen sind Finf:
ecke, die aus den Okta-
ederdreiecken entstan-
den sind, durch Weg:
schneiden zweier Drei-
ecke oben, wie sie dann

19Flach aus Oktaeder, gerandert

unten noch vorkommen als Reste an den Liicken weggetal-
lener Fiinfecke um die Rauten der Fufle. Die Spuren der
Schnittebenen kommen innert den Oktaederflichen nicht
zum Schnitt, weshalb dieses 19Flach nicht zur folgenden
Reihe von Polyedern gehort (wie auch das Heptaeder nicht
zur friheren Reihe gehort). f =19, e = 27, k = 45, ¢ — 1.

197

36Flach aus Prismatoid geridndert
Wendestrecken 1—8

2. Fiinfseiti-
ges Prismatoid
gerandert  zer:
legt in zwei ein-
seitige 36Flache
197. Das voll-
standig gezeich-
nete Netz 198 ist
um das innere
Finfeck A4 der
Grundfliche an-
geordnet. Daran
anstoflend sind
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Schnittfiguren I bis V mit Ausschnitt gezeichnet, in den dann
drei Vierecke mit Ecke o gehoren, die aullen angesetzt sind.
Alle Aufklappungen erfolgen nach gleicher Seite. Zuerst wer-
den die Teile I bis V der Schnitte aufgeklappt, bis die O in
einem Punkt liegen, womit die Anordnung aller iibrigen Fli-
chen bestimmt ist, die sich leicht einfiigen. Trapeze wie 2
bilden den oberen Rand am Trichter, 6 bildet eine Kante am
Fuf3 mit der Raute 7 darunter.

Die Mébiusbidnder 198 jedes Fiinftels schliefen sich in
acht Wendestrecken, die zwei Vierecke von O aus bilden:
1, 2, 3, 4 in der Schnittebene I
und 5, 6, 7, 8 in II. Dabei sind
1, 4, 5, 8 zugleich Hilften von
Doppelstrecken: 1 von I und
V,4vonIund 1V, 5 von Il und
IV und 8 von II und III. Als
Wendestrecke liegt 1 in V, 4
und 5 sind Wendestrecken in
IV, und 8 ist es in III, so daf}
alle fiinf Schnittebenen an die-
sem Zug der acht Wende:-
strecken beteiligt sind, wie er
an diesem 36Flach im ganzen
finfmal vorkommt. Im Netz
sind 4 und 5 nicht in IV vor:
handen, weil sie zu dem aus IV herausgeschnittenen Mittel:
stiick gehoren, das erst nach der Aufklappung in IV ein-
gefiigt wird.

Mébiusbinder 1—(1) bis (8)—S8

3. Allgemein: n seitiges Prismatoid, ungerader Seitenzahl,
gerandert geschnitten, wobei die Riander fortwiahrend nicht
zu breit, sondern so angenommen werden, dafd noch Trapeze
an den Seiten neben den Rauten, in den Ecken, entstehen,
um weitere Anderungen zu vermeiden. Man verwende dazu
die Schnittpunkte der Projektion der Seiten der Deckflache,
auf die Grundfliche, mit deren Seiten. Die Riander werden
daher bei wachsendem n immer schmaler, und die Seitens
flichen unterscheiden sich immer weniger von den fritheren,
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durch Kantenschnitte entstandenen. Die Zahl aller Flichen
nimmt dabei gegen jenem Fall um 2 n zu, die der Ecken um
5 n und die der Kanten um 7 n, so daf3 die Charakteristik
gleich bleibt. Man erhilt folgende Formeln: f = 6#*> + 5¢ + 2,
e=12F -4t — 1. k=204 8F — 1,

4. Der Grenzfall fiihrt infolge der beschrinkenden An-
nahme fiir die Rinder zu dem ndmlichen Zylinder mit ein-
geschriebenem Kegel wie im ersten Fall der Kantenschnitte.
Es zeigt sich also, daf’ in der Entwicklung von Polyedern
solche Anderungen, welche die Zusammenhangszahl nicht
beeinflussen, auch den Grenzfall nicht andern.

XIII. Prismatische Scheitelzellen im Wiirfel

Der Wirfel werde von Ebenen geschnitten. die senk:
recht zu einer seiner Grundflichen so anzunehmen sind, daf}
alle ihre Schnittgeraden durch das Innere des Wiirfels gehen
und darin die Doppelstrecken der entstehenden Teilvielflache
bilden. Um eine iibersichtliche Anordnung zu erhalten, werde
innerhalb der Grundfliche des Wirfels um eine seiner Ecken
ein Viertelskreis gezeichnet und in gleiche Bogen geteilt. Die
Tangenten in den Teilpunkten seien dann die Spuren der
Schnittebenen. Vorerst wird die Ausfithrung zweier Beispiele
beschrieben.

1. Wiirfel zerlegt 199 in ein einseitiges 20Flach F, und in
ein zweiseitiges 20Flach F, durch n=4 Schnittebenen. Die
Grundflaiche wird in finf Flachen in 199
Scheitellage fur F, und in sechs Flachen
fur F, geteilt. Die Schnittflichen, zwei
Quadrate und zwei Rechtecke, miussen |
fiir das Netz 200 lings Doppelstrecken \ ©
zerlegt werden, um die Durchdringungen 2%
zu ermoglichen. Nur eines der Quadrate F. 1 f

i1 U”

17
>

wurde als durchgehend ganz gelassen,
und daran sind anstof’ende Rechtecke
von Seitenflichen und Schnittflichen zu h= 4

einem Mittelteil zusammengesetzt, an welchen die ubrigen
Flachen angehiangt sind. Die Aufklappung des Netzes von

| NG
1 !
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F, ergibt Mobiusbiander, die sich in den Wendestrecken 1—4

zu einem Rechteck an einer inneren Liicke schlieffen. Die

200 beiden Prismen tuber dem Ecksechs:

‘ - eck und dem inneren Viereck, benach:-

@ '/ bart in der Doppelstrecke 2, die zu-

G . gleich Wendestrecke ist, weisen eine

r namliche Seite des Netzes nach aufien,

\ wihrend die tibrigen drei Prismen die

{% | andere Seite zeigen. An F, dagegen

| J wechseln alle sechs Prismen an ihrer

n = 4 Auflenseite mit den Netzseiten o und

u ab, an den Doppelstrecken, in denen sie zusammenstofien,
so dafl Netz 201 ohne Wendestrecken ist.

2. Wiirfel zerlegt 202 in ein einseitiges 25Flach und in ein

zweiseitiges 29Flach durch n = 5 Schnittebenen. Das Netz

203 von F, ergibt bei der Aufklappung 201
acht Wendestrecken, die zwei Recht:- e
ecke 1234 und 567 8 an zwei inneren %5

Licken bilden, mittelst Doppelstrek-
ken 2 und 4 und ihren Verbindungs:
kanten 1 und 3, ebenso 6 und 8 mit
5und 7. In den Doppelstrecken 2 und
8 stoflen je zwei Prismen zusammen,
welche die ndmliche Seite des Netzes
nach auBen zeigen, wodurch die Ein- H 3 o F;
seitigkeit bedingt wird. Sonst wech:
seln die iibrigen Scheitelprismen von
F, miteinander ab in Ober- und Unter-
seite der Netzfliche und ebenso alle 20
von F, in o und u. u

\ = LI

202

o

Y
-

;P

o

3. Verallgemeinerung. Um die n £ Iy
Spuren der Schnittebenen zu erhalten, 4 N=
ist der Viertelkreis in (n— 1) Bogen zu teilen. Die n Tan-
genten in den Teilpunkten als Spuren ergeben n (n — 1) : 2
— d Schnittpunkte, und dazu gehoren ebensoviele Doppel:
strecken d in den beiden Teilvielflachen des Wiirfels. Durch
die n Geraden wird das Quadrat20dinz=1+n(n +1):2
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Flachen eingeteilt. Diese zerfallen in zwei Scheifelgebiete,
indem man alle die Fl'eichen zu einem Gebiet zusammenfafit,
die nur in Ecken zusammenstofien. 203

- Von den Teilflichen ist ausgezeichnet
der Teil des Quadrates, der von den
Tangenten abgeschlossen wird und ein
(n + 2) Eck bildet. Das ganze Scheitel-
gebiet, das zu diesem (n + 2) Eck ge-
hort, sei als §; bezeichnet, und die An-
zahl seiner Fldchenteile sei z;. Es be-
sitzt auller dem (n -+ 2) Eck noch die in
seinen Ecken anstof’enden Vierecke

204
(o]
0
4
W
0]
W ;
o =
S EE‘:.,
K X
n=6 W t
o]
Vg .

samt allen tibrigen Vier:
ecken in Scheitellage.
Dann besteht das an-
dere Scheitelgebiet S,
mit z, Flachen, aus den
Dreiecken an den Tan-
genten und den in Ecken
anstoffenden  Scheitel-
vierecken. Zur Verein-
fachung kann die An-
nahme immer so getrof:
fen werden, daf} in den
Ecken des Quadrates
keine Fiinfecke entste-
hen,indem man zwei der
Ecken auf Tangenten
annimmt. 2z, + z, = z.

Zu diesen zwei Scheitelflichengebieten S, und S, als
Grundflichen gehoren dariiber im Wiirfel zwei aus prismati-
schen Zellen von der Anzahl z, bzw. z, zusammengesetzte
Vielflache F, und F,, beide mit den Doppelstrecken d, in
denen die Zellen zusammenstoflen. Die durchgehenden
Schnittebenen bilden den Zusammenhang der Zellen. Zu S,
gehort ein einseitiges Vielflach F;, zu S, ein zweiseitiges F..
Um die Elemente der Vielflache zu bestimmen, hat man die
beiden Fille fur ungerades und fiir gerades n auseinander zu
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halten, fiir die Anzahl f der Flichen, e der Ecken, k der Kan-
ten und der Charakteristik c = e — k + f samt der Zusam-
menhangszahl h = 3 — c.

Bei ungeradem n fehlt in S, 205 das dem (n -+ 2)Eck
gegeniiberliegende Quadrat; F, hat dann an dieser Stelle eine
Randlicke. Bei geradem
n 204 dagegen gehort
jenes Quadrat auch zu 7
S;. Damit sind die ein- o) o
seitigen Vieltlache F, mit [
z, Zellen gekennzeichnet;
sie besitzen immer die w
Hauptzelle iber dem
(n + 2) Eck, an deren
Begrenzung samtliche N=7
Schnittebenen  beteiligt
sind. Dieses (n + 2) Eck S
fehlt an den zweiseitigen 1 W
F,, dafur besitzen diese
Vielflache die Zellen iiber
den n Dreiecken lings den Seiten des (n + 2) Ecks, welche
die Hauptrandliicke von F, einfassen. Sowohl F, als F, be:
sitzen je n Randliicken. Die Anzahl der inneren Liicken sei
mit /; bzw. I, bezeichnet.

205

a) Anzahl n der Schnittebenen ungerade. 202 und 205.

1. Das Scheitelgebiet S, besitzt z, = (n* + 3) : 4 Flichen,
darunter das (n + 2) Eck, und im iibrigen alles Vierecke mit
zusammen (n* + n + 1) Seiten und (n® + 3n + 2) : 2 Ecken.
Das zugehorige Vielflach F, mit z, Zellen hat: f, = (n* + 4n
+5):2, es=n*+3n+ 2 k, =2n>+ 4n + 3, ¢y == (3 +
2n — n*) : 2 und innere Liicken I, = (n — 1)* : 4.

2. Das Scheitelgebiet S, besitzt z, = (n + 1)* : 4 Flachen,
namlich n Dreiecke und im ibrigen Vierecke. F, mit z,
Zellen hat daher: f,=(n*+6n +3):2, e, —n>+ 3n + 2
ke=2n"+4n+3, c,=(1+ 4n—n? : 2 und g == — 1]
(n—3):4
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Durch n = 2t + 1 erhilt man: Doppelstrecken d = ¢
(2t + 1):

l. 2=+t + 1.T,= 2% +6f + 5,8 =45 + 10t + 6,
ky=8F =+ 16f+ 9, alsor gy =2(1 — ), hy =2+ 1,
, = 1%
o=+ 1) HL=2F1+8F-+5 @ =4+ 10f+ 6,
ks = 8 - 16Ff + 9, also: & = 2 {I + F— Y
hy=—2t* — 2t 1, L=1{—1).

Daraus folgt: h, — h, =2 {(; — L), k=2l + 1,
h, = 21, + 1. Die Zusammenhangszahlen lassen sich also
aus der Zahl der inneren Liicken ablesen. Schliefllich ist die
Differenz der Zusammenhangszahlen gleich dem Doppelten
der Differenz der inneren Liucken.

b) Anzahl n der Schnittebenen gerade. 199 und 204.

1. Das Scheitelgebiet S; besitzt z, = (n® + 4) : 4 Flachen,
bestehend aus einem (n + 2) Eck und n* : 4 Vierecken mit zu-
sammen (n* + n + 1) Seiten und (n®* + 3n + 4): 2 Ecken.
Das zugehorige Vielflach F, hat: f;, = (n®> + 4n + 8):2,
e, —=n>+3n+4 k=2 + 2n + 3), also: ¢;, = 4 +
2n—n®) 2 L= n (0 —2) »4

2. Das Scheitelgebiet S, besitzt z, = n (n + 2) : 4 Flichen,
bestehend aus n Dreiecken und im ibrigen aus Vierecken,
mit zusammen n (n + 1) Seiten und n (n + 3) : 2 Ecken. Das
zugehorige Vielflach F, hat: fo=n(n + 6) : 2, e, = n (n + 3),
ke, = 2n (n + 2), also: ¢, = (4n — n*) : 2. Innere Liicken:
ly=1{n — 2)* 24,

2

F1 einseitig ‘ Fs2 zweiseitig
t nl 21 oz i e ki I "fz es ka2 !hx hz L I
2/a| 5| 620 32 54| —2]2 28 48| ol 5| 3| 2|1
3 r 6|10 12|34 58 102 | —10 36 54 96 | — 6 i 13 9 6| 4
4 | 81712052 92166 | —22 | 56 88160 | —16 | 25|19 |12 | 9
| |
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Durch n = 2¢, t > 1, erhialt man: Doppelstrecken d =
F(2F — 1) |

1, gi=F1+1, =201+ 2f +2),e,=2012F+ 3t + 2},
k, =2 (4t + 4t + 3), also:c; =21 + t — ),
hy =222t +1; L =1 (t—1);
2. z,=t({+)), f.=2t(t + 3), ec = 2t 2t + 3),
ko=8t(t+ 1), also: c,=2t (2— 1), h, = 2t* — 4t + 3;
by=(# — 1)%
Daber wie turaz by — b =2, — L) h, =2l + 1,
h, =21, |- 1,

Aus den beiden Tabellen ist ersichtlich, daf} unter h,, h,,
l,, I, fir a und b die namlichen Zahlenreihen entstehen, aber
in 1 und 2 vertauscht und um eine Zeile gegeneinander ver:
schoben. Denn es ist:

ci,=cy, wennt=++1 und ¢, = ¢, tir gleiche ¢
a b b a a b

4. Zweiseitigkeit und Einseitigkeit der Vielflache F, und
F, sind bedingt durch den Wechsel von Oberseite o und
Unterseite u des Netzes an den Oberflichen von miteinander
zusammenstof3enden Scheitelzellen, was man am Modell
leicht erkennt, wenn die beiden Seiten des Papiers, das man
dazu verwendet, unterscheidbar sind.

An F, findet dieser Wechsel zwischen den prismatischen
Zellen an jeder Doppelstrecke statt, und er ist ersichtlich an
der gegenseitigen Lage der z, Scheitelflichen im Gebiet S..
Wird namlich irgendeine Fliche in S, mit o bezeichnet und
jede in deren Ecken anstof3ende Scheitelfliche mit u, und
weiter dann jede an diese anstoflende Flache wieder mit o
usw., so lafdt sich diese Bezeichnung fortsetzen, bis alle Fla-
chen von S, mit o oder u besetzt sind, so dal} nirgends an
einer Ecke zwei gleichartige Netzseiten, o0 mit o oder u mit u
zusammenstoflen. Diese FEinteilung eines jeden Scheitel-
tlichegebietes S, in diese zwei voneinander getrennten Unter:-
gebiete O, und U, der zwei Flachenarten o und u ist nur auf
eine Weise moglich, abgesehen von der zuldssigen Vertau:-
schung von o und u iiberhaupt. Daraus folgt die Zweiseitig-
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keit von F,, denn werden die Seitenflichen einer Zelle unter
einer Deckflache o aufien auch als o bezeichnet, so wechselt
durch die Doppelstrecke fiir die nichste Zelle die Aufien-
flaiche zu u, wie auch die Deckfliche. Es besteht also keine
Moglichkeit, trotz der Durchdringungen, von einer Flichen-
seite o0 auf die andere u zu gelangen. Dieser an allen Doppel-
strecken bestehende Wechsel zwischen o und u an den
Auflenseiten der Zellen bedingt die Zweiseitigkeit der Viel-
flache F,, also derjenigen Vielflache, denen die Hauptzelle
tiber dem (n + 2) Eck fehlt. Die Zweiseitigkeit der einzelnen
Zellen wird ungestort auf das ganze Vielflach F, tibertragen.

Fir die Vielflache F, hat diese Hauptzelle die Einseitig-
keit zur Folge. Die Flachen in §,, aufler dem (n + 2) Eck,
lassen sich ebenfalls zu zwei voneinander getrennten Unter:
gebieten O, und U, in o und u teilen, so daf} immer ein u
zwischen zwei o liegt. Daher stof’en an die inneren Ecken
des (n + 2) Ecks die innersten (n— 1) Vierecke, in einer
Kette in 0 und u miteinander abwechselnd. Ob nun das
(n + 2) Eck zu o oder u geziahlt wird, auf jeden Fall stoflen
dabei gleichartige Flichen in einem Teil w der Ecken zu-
sammen. Damit wird die Zweiseitigkeit durchbrochen, indem
hier Doppelstrecken zu Wendestrecken w von Mobiusban:
dern werden, so daf} hier die Oberseite o des urspriinglichen
Netzes mit dessen Unterseite u zusammenflief3t.

Um die Anzahl von o und u der Flichen der Gebiete O
und U zu bestimmen, hat man in jedem der Scheiteltlichen:-
gebiete §; und S, vier Fille zu unterscheiden nach Modul 4.

I. Scheitelgebiet S,, zerlegt in die Untergebiete O, und
U, fiir F, einseitig, mit o + u = z, — 1, weil ohne
Zahlung der Hauptzelle, mit den besonderen Doppel:
strecken w als Wendestrecken: w = (n — 1) : 2 fur
ungerades nund w =n : 2oder n : 2 — 1 fur gerades n.

II. Scheitélgebiet S,, zerlegt in die Untergebiete O, und
U, fur F, zweiseitig, mit o + u = z,, ohne w.
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] 2 3 4

n 4|5 6|78 9lw|m 12 1314 15 16

S o|1|3]3|6|6]10]10 15|15 21]21 2828

Ca—1 | w|3|3|6|6 10 1015 15|21 21|28 2836

S |o|3|3 6|6[10]10]15 1521 21|28 28]36

= |u|3]6 6|05 15!21 21 28 | 28 36 | 36
| s |23 4 |5 e T 8

Allgemein: Die fur o und u auftretenden Zahlen sind von
der Form [1 + (s — 1) (s + 2):2], und ihre Verteilung ist
durch folgende Formeln angegeben, in Anordnung nach

Modul 4:
t>0 | n | 4t | 4t41 4t42 | 4t43 |

7 -
5 o £EE—1) | #@t41) | E@ET) | (D) @1
C Y ERe+1) | t@EFD @D @D | D) @)

S o t@t4 F@ET) (1) @D (1) @44)
Lw | Qe | D) @) (1) @R (D) (2643)

Zusammenfassend: Die durch die n Geraden in der
Grundflache des Wiirfels erhaltenen Teilflichen zerfallen in
zwei, unter sich nur in Ecken zusammenhingende Scheitel:
flichengebiete S, und S,. Dann zerfillt weiter S, in zwei
Untergebiete O, und U, mit getrennten Fliachen, so daf} die
Flachen von O, voneinander getrennt werden durch die Flai-
chen von U, und umgekehrt. Dagegen erhilt S,, ebenso ein-
geteilt in seinen Vierecken, in O, und U, einen Zusammen:-
hang zwischen diesen zwei Untergebieten durch die Haupt-
fliche, das (n + 2) Eck, die mit Flichen beider Gebiete in
Ecken zusammenhingt. Diesen beiden Arten flichenhafter
Beziehungen in ihren Grundflichen entsprechen an den Zel-
lenvielflachen F, und F, die rdaumlichen in Zweiseitigkeit und
Einseitigkeit.

Fir die rdaumlichen Beziehungen aber, die zwischen den
Flichen des Netzes durch die Aufklappungen zum Vielflach
F, entstehen, ist noch beizufiigen, daf} die Wendestrecken w
unter den Doppelstrecken d nicht fiir sich allein bestehen
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konnen, daf? noch andere Strecken und zwar vorerst an:
schlieflende Kanten dazu kommen miissen, damit die gesam:-
ten Wendestrecken geschlossene Streckenziige bilden, hier
Rechtecke, die aus den gezeichneten Beispielen ersichtlich
sind. Im Falle n = 4 ist von den beiden durch w = 2 gehen-
den Schnittebenen die Ebene lings 1 durchgehend, wiahrend
die Wendung von o zu u in der anderen Ebene stattfindet, so
daf3 im anderen Endpunkt der Kante 1 die gewohnliche
Doppelstrecke 4, die kein w ist, als Wendestrecke, von der
unteren Kante 3 kommend, das Rechteck schlief3dt. Im Falle
n = 5 202 kommt dies zweimal vor, von w = 2 und w = §
aus. Im Falle n = 6 204 sind drei besondere Doppelstrecken
w ersichtlich, von denen die beiden dufleren w mit der be:
nachbarten dufleren Seitenkanfe v der Hauptzelle durch
Grundkanten auch als Wendestrecken verbunden sind. An
einem solchen Wenderechteck ist also nur eine Doppelstrecke
w beteiligt, die ubrigen Seiten sind zwei Grund: und eine
Seitenkante v von F,. Damit sind die verschiedenen mog-
lichen Falle tiir die Rechtecke der Wendestrecke dargelegt.
Zwei Doppelstrecken von der Art w konnen nicht am niams-
lichen Rechteck vorkommen. Man hat also bei diesen Viel-
flachen F, mit parallelen Doppelstrecken einen Uberblick fir
die Lage der Wendestrecken aus dem Bild der Einteilung der
Grundflache des Vielflaches, wiahrend sonst sich die Mobius-
biander erst aus dem Netz durch Aufklappung ergeben.
Zugleich erhilt man daraus fiir den Fall eines Biindels®
von Doppelstrecken einen Einblick in den dort weniger tiber-
sichtlichen Zusammenhang. Der prismatischen Hauptzelle
aus dem Wiirfel entspricht dort die innere Pyramide des ein-
seitigen Vielflaches F,, die auch von allen Schnittebenen ein-
geschlossen ist. Die Doppelstrecken von ihrer Spitze aus
treffen die Seitenflichen des Prismas, welche durch die Spu:-
ren der Schnittebenen auch in die Scheitelgebiete S, und S,
geteilt werden. Zu S, von F, gehoren noch die beiden Grund-
flichen des Prismas, auf denen die sonst getrennten Gebiete
O, und U, ineinander iibergehen und die Einseitigkeit von
F, herbeifiihren. Umgekehrt kann jetzt, ohne das Netz zu
verwenden, eingesehen werden, warum dort F, mit den bei-
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den Hohlpyramiden als Liicken trotz der Durchdringungen
zweiseitig bleiben muf}, namlich wegen der vollstindigen
Trennung der Untergebiete O, und U, auf den Seitenflaichen
~ des Prismas® und dem Fehlen von anstoflenden Haupt:-
gebieten. Siehe auch 187,

Aus den Berechnungen folgt die Einseitigkeit aus einer
Unbestimmtheit. Wahrend namlich fir S, immer bestimmt
05 1 W, = 2, ist, erhdlt man fiir S, nur oy + u; = 2z, — 1,
indem die Zuteilung der Hauptteilfliche, des (n + 2) Ecks,
unbestimmt bleibt, ob zu o; oder u,. Erst die Ausfithrung
eines Netzes entscheidet aus den besonderen Annahmen
durch die Aufklappung. Dabei konnen auch w im Inneren
entstehen.

5. Grenzfall. Die Hauptteilflaiche geht fiir lim n = o in
einen Viertelkreis uiber, der ungeteilt dicht bleibt. Der iibrige
Teil des Quadrates wird durchsetzt von Flichenelementen,
die abwechselnd zu den Scheitelgebieten S; und S, gehoren,
so daf} jedes dieser Gebiete fiir sich eine gelockerte Flache
darstellt. Das Maf3 der Lockerung an einer bestimmten Stelle
wire zu bestimmen als Verhiltnis eines Fliachenelementes
zu seiner Summe mit einem seitlich benachbarten. Ferner
~ ergibe sich noch die Zellfeinheit als Verhiltnis eines Flichen:-
elementes im Inneren zu einem solchen am Rande. Als bei
Prismen ibertragen sich diese Verhiltnisse auf den Raum.
Das Volumen als Summe der korperlichen Zellen eines Teil-
vielflaches bleibt endlich, wahrend ihre Gesamtoberflache ins
Unendliche wichst.

XIV. Wiirfelroste
1. Einfache Roste.

Ein Quadrat werde in z = n® gleiche Quadrate eingeteilt.
Diese Quadrate lassen sich, wie auf dem Schachbrett, in zwei
Scheitelgebiete trennen, deren Quadrate nur in Ecken zu-
sammenstofien. Fiir ungerade n 206 entstehen zwei verschie:-
dene Scheitelgebiete S; und S;. §; mit z; Quadraten sei das
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Gebiet ohne die Eckquadrate, S; mit z, Quadraten sei das
mit den vier Eckquadraten. z, + z; = z. Beide Gebiete S,
und §; sind symmetrisch beziiglich der Mit-
telparallelen des ganzen Quadrates. Fir ge-
rade n 208 entstehen zwei gleiche Gebiete
S., symmetrisch zu den Diagonalen und o o
nach Drehung des einen um den rechten %
Winkel deckend das andere. Das Gebiet i
S, hat gegeniiberliegend nur zwei Eckqua-
drate und statt der anderen Liicken. Z
z, = z : 2. Jedes dieser drei Scheitelgebiete Scheitelgebiete
S zerfillt in zwei Untergebiete O und U, %nltl:rdgeigieﬁg
bestehend aus Quadraten o oder u, von
denen die einen durch die anderen getrennt sind. Fiir n un-
gerade sind O und U verschieden, z. B. fiir n = 3 besteht
S; aus 0, = 2 und u, = 2, dagegen S; aus 0; = 1 und u; = 4.
Fiir n gerade sind beide Untergebiete gleich, fir n = 4 ist
0, — U, — 4. In der nichsten Tabelle sind weitere Zahlwerte
enthalten. In 206 sind die Untergebiete durch Schraffur unter-
schieden oder durch o.

Die Zahl der Quadrate jedes Gebietes wird durch fol-
gende Formeln angegeben: |

206

a) n uhgerade b) n gerade
Sy my ==l —1)z2 Set Zp = 1" : 2
Oy =y = — 1) v 4 G == ly = #i® : 4

8 2,=(p*+1) : 2
o, =(n —1)*:4
|lu; = (n+ 1)* : 4

Uber jedem der Scheitelgebiete S, S., S; werden auf ihre
Quadrate Wiirfel gesetzt, die in Kanten zusammenstoflen,
womit die Wiirfelroste R,, R,, R, entstehen. Fiir n = 3 z. B.
entsteht R, mit 4 Wirfeln in einem Kreuz, gesetzt um eine
innere Wirfellucke, und R, mit funf Wirfeln, vier an den
Ecken des inneren Wiirfels angeordnet.

Fir n = 4 besteht R, aus acht Wirfeln, um zwei innere
Waiirfelliicken gesetzt mit sechs Randliicken, so daf} alle
Liicken zusammen wieder R, ausmachen. Allgemein R, hat
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vier Ecklucken, R; hat vier Eckwiurfel und R, zwei gegen-
tiberliegende Eckwiirfel und zwei solche Eckliicken.

Diese Wiirfelroste sind als Teilvielflache zu betrachten,
entstanden aus einem quadratischen Quader durch 2 (n—1)
Schnittebenen, je zur Halfte parallel zu den namlichen Sei-
tenflachen. Fiir das Netz eines Wirfelrostes konnen (n — 1)
parallele Schnittflichen als Recht:
ecke ganz gelassen werden, wih-
3 3 rend die anderen, von jenen ge-
- schnitten, in Quadrate zerlegt
werden missen fir die Durch:
e == dringungen in den d = (n—1)*
(B L Doppelstrecken. Ein Netz ist
= . hier gezeichnet fiir n = 4 207, wie
es fur weitere Werte von n ent:-
i ! | sprechend ausgefiihrt werden

kann. Die aus einem solchen
Netz entstehenden Wiirfelroste
sind alle zweiseitig, weil ihre Fla-
chen Scheitelgebiete sind, in
denen ihre Untergebiete O und
U je fur sich abgeschlossen sind
und nirgends ein Ubergang iiber Ecken von Quadraten o zu
solchen u stattfindet. Jeder der Wiirfel zeigt auflen ganz ent-
weder die Oberseite o des Netzes oder dessen Unterseite u,
diese wechseln in Scheitellage liberall miteinander ab, so daf
nirgends ein Ubergang von o zu u stattfinden kann.

Folgende Tabellen und Formeln geben die Zahlwerte an
fur die Elemente der Wirfelroste R als Flachen f, Ecken e,
Kanten k, Charakteristik ¢, Zusammenhangszahl h = 3 — ¢
und der inneren Liicken I. Diese [ bilden in R fiir n eben-
falls einen Rost R fiir (n — 2), und zwar findet fir ungerade n
eine Vertauschung statt, aufeinanderfolgend von R, zu R,
und umgekehrt, wihrend in R, auch die inneren Licken
solche Roste bilden.

207

T
=

=
(ol

1.
A

{-

T

Netz R: n = 4
Wendestrecken zu Roo
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a.nungerade b. n gerade

Ri: {f1_n?—}—4n5 Rs: Jf3:n2—}—4n~+—1 R:: [f2:H2+4ll—2
en=2(n*+2n—23) es=2(n—+41)? Y ea=2n*+44n—2
hi=4n"+n—2) l ks=4@n*+n-+1) Re=4n*+4n—2
a=—n’+4n—3 . a=—n"+4n—1 c2=—n*+4n—2
hh=n>—4n-+}6 hs=n*—4n-+4 h:=n*—4n-+5
h=(n*—4n-+425):2 b=n"—4+43):2 b= (n*—4n-+4-4):2
hi=2h-+1 h:s=25+41 he==2lz-}-1

Fir jeden Wiirtelrost ist somit die Zusammenhangszahl
um 1 grofder als die doppelte Zahl der inneren Liicken.

R Wiirfelroste Rs

| | | " ’
niz ‘ o i i ee ki }‘ 23 ‘ 03 U3 i f3 es ks 1 C3 { o ks i h Is
i | ! '

51 4l22 a2 52 2 3 1

4l 2 2/16 24 20 o

3 10

5(12) 6 640 64112— 8|13 4 9 46 72124 —6[11 9| 5 4

7|24|12 12 72 120 216 ~24(25 O 1678 128 22822127 25 |13 11
|

Wiirfelroste R:

n 22 02 w2 ‘l fr e ke o r h:  [2

4 4|30 46 782 5

9 958 94 166 —14|17 8

6 16|94 158 286[—34‘ 37 18
|

[\]

1

|
4 8‘

l 6 | 18
8 32‘

2. Der Wiirfeldoppelrost.

Um einseitige Vielflache zu erhalten, miissen diese zwei-
seitigen Wirfelroste zusammengesetzt werden durch Uber:
einanderlegen, so daf} die Zellen des zweiten Rostes auf die
Liicken des ersten passen, also R, auf R, bei gleichem n und
und R, auf R, um den rechten Winkel gedreht. Dadurch
werden alle Quadrate in der entstehenden Mittelebene zu
einer Flache vereinigt, die als neue Schnittebene von den be:
reits friher angenommenen 2(n— 1) Schnittebenen in
2(n—1) neuen Doppelstrecken geschnitten wird, so daf}
dieser Wiirfeldoppelrost durch die (2n — 1) Schnittebenen
zusammen (n” — 1) Doppelstrecken erhailt.
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In der Zeichnung ist das Nefz eines Doppelrostes R,, fur
n — 4 208 ausgefihrt. Durch die Autklappung dieses Netzes

zum Vielflach entstehen fiir die

Mobiusbiander die Wendestrek-
— ken 1, 2, 3, 4 und 5, 6, 7, 8, die
zwei Rechtecke in der Mittel:
flaiche bilden; dabei sind 1, 3, 5
zugleich Doppelstrecken, und die
[ | tibrigen Wendestrecken sind
= — Kanten an der Mittelfliche. In
Mg)?::gff‘“dppeliOSflR‘-’% n = 4 densechs Endpunkten dieser drei

dnder 1—(1) bis 8—@®) 1y, helstrecken 1, 3, 5 stoBen
Quadrate des namlichen Untergebietes zusammen, o mit o
oder u mit u, wodurch die urspriingliche Zweiseitigkeit der
beiden einzelnen Roste aufgehoben wird, so daf3 fiir den
Doppelrost Einseitigkeit eintritt. Aufler in diesen sechs
Ecken stoflen in allen ubrigen Endpunkten der Doppel:
strecken, an den vier iibrigen Gesamtseiten des Doppelrostes,
nur Quadrate von o mit solchen von u zusammen, d. h. Qua-
drate der Oberseite des urspriinglichen Netzes mit solchen
der Unterseite. Auf den Grund- und Deckflichen des Dop-
pelrostes und auf zwei Seitenflichen bleiben also die Unter:-
gebiete 0o und u getrennt, wahrend sie auf den iubrigen zwei
gegeniiberliegenden Seitenflichen ineinander tiibergehen, d. h.
ein an o in einer Ecke anstofiendes Quadrat, das daher u
sein sollte, ist trotzdem o, wodurch tiberhaupt die beiden
Untergebiete ineinander iibergehen, also die Oberseite des
Netzes mit dessen Unterseite zusammenhangt.

Statt einen Doppelrost ganz aus einem Netz zu bilden,
wie dies soeben beschrieben wurde, konnen zuerst zwei ein-
zelne zusammenpassende Roste aus ihren Netzen autgeklappt
werden, um sie dann nachtraglich zusammenzusetzen. Dieses
Verfahren muf} eingefiihrt werden, weil fiir mehr als zwei-
fache Roste das Gesamtnetz nicht mehr moglich wird, weil
fir die inneren Quadrate der Schnittflichen keine Anschluf3-
kanten mehr bestehen. Diese Anderung bedingt aber auch
eine solche in den Wendestrecken, indem diese nun einzeln
als Doppelwendestrecken auftreten, indem beide Ebenen, die

208

|
bla] sl
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durch sie gehen, ihre Ober: und Unterseite des Netzes wen=
den. Die drei Doppelstrecken 1, 3, 5, im gezeichneten Wiirfel-
doppelrost R,, 208 fiir n = 4, als Wendestrecken in der
Mittelebene, die dadurch aus vier gegeneinander gewende:-
ten Streifen besteht, werden zugleich als 14, 3,, 5; zu Wende:-
strecken in den zur Mittelebene senkrechten drei Schnitt-
ebenen. Dafiir fallen die iibrigen Wendestrecken, aus Kan-
ten bestehend, weg, so dal} eine Doppelwendestrecke ein
fritheres Rechteck vertritt. Im ersten Netz eines einfachen
Rostes R, fir n = 4 207 sind die beiden Arten von Wende:
strecken angegeben, die an ein solches zweites gleiches Netz
den Anschlufy zur Bildung des Doppelrostes herstellen. In-
nert eines einzelnen solchen Netzes entstehen beim Autf-
klappen keine Wendestrecken; erst bei der Verbindung bei-
der Roste sind sie zu ersehen aus der Unterscheidbarkeit der
beiden Seiten der Netze, indem man dazu die eine Seite des
Zeichnungspapiers etwa liniert nimmt. Damit ist die Zu-
lassigkeit ersichtlich der Zusammensetzung zweier Einzel-
roste zu einem’ Doppelrost. Sie hat zugleich, aufier der Ver-
einfachung der Netze, den Vorteil, da} jeder einzelne Wiir-
fel fur sich gleichartige Auflenfliche o oder u behilt, vom
einfachen Rost her, und dafl die Anordnung der Wende:-
strecken ubersichtlicher wird in Doppelwendestrecken statt
in Rechtecken, die noch auf Kanten ubergreifen.
~ Damit ist ferner die Moglichkeit gegeben, an einem aus
zwei Einzelrosten zusammengesetzt gedachten Doppelrost
209 209 die Einseitigkeit ohne Verwen:-
dung des Netzes zu erkennen, auch
wenn die Netzseiten der einzelnen
Wiirtel nicht ersichtlich sind. Aber
- ein Scheitelgebiet liegt vor in der
Run =5 Gesamtheit der Quadrate der
Doppelwendestrecken Auflenflichen, d. h. abgesehen von
1,23 4 den Quadraten, die innen in den
Schnittebenen liegen. Nun beginnt man z.B. in der Deck=
fliche des Doppelrostes mit der Bildung der Untergebiete
o und u, von irgendeinem Quadrat ausgehend; dann wird
an einem Rande durch die Wiirfel, da jeder Wiirfel fiir sich

Y

A lals] e
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nur gleichartige Flichen hat, die Bezeichnung o oder u auf
eine Seitenfliche ubertragen und damit weiter auch auf die
Grundflache und von dieser auf die gegeniiberliegende Sei-
tenflache, wobei geschlossene Untergebiete entstehen. Der
Ubergang auf die anderen Seitenflichen ergibt aber eine Ver:-
einigung der Untergebiete, indem in jenen Quadrate o mit o
oder u mit u zusammenstof3en, und zwar sind fiir n gerade
diese beiden Gegenseitenflaichen verschieden, fiir n ungerade
beide gleich in der Bezeichnung o oder u. Also muf} fiir den
Doppelrost Einseitigkeit bestehen. Die zwei Einzelroste
konnen auf zwei Arten aufeinandergelegt werden, und es gibt
damit zwei Moglichkeiten fiir den Verlaut der Doppelwende-
strecken, als von den Ecken ausgehend, in denen gleichartige
(Quadrate zusammenstofien.

Aus der Zusammensetzung der Doppelroste konnen deren
Elemente aus denen der einfachen Wiirfelroste berechnet
werden. Dabei sind die gemeinsam werdenden 2 (n — 1)
Schnittebenen nur einmal zu zahlen und die in der Mittel:
flaiche aufgehenden n*® kleinen Quadrate zusammen als nur
eine Flache, als die des grof3en Quadrates, zu nehmen. Auch
die inneren Seiten und Ecken dieser kleinen Quadrate in der
Mittelfliche sind abzurechnen, weil sie in Doppelstrecken
fallen, die nicht als Kanten zahlen.

1. Doppelrost R,,;, n ungerade: 2. Doppelrost R,,, n gerade:
R, auf R, gesetzt 209 R, gedreht auf R, gesetzt 208

fis = +Hh—2Hnm—1) foo =2f, —2(n — 1) —
— (n* — 1) (n* — 1)

es=e T e —4(n—1) e — 2e, — (n + 1) + 4
— 2 (n —])2 _ (n _ 1)2

k15:k]+k3—4n(n—1) k22:2k2“—4n(n4—1)

Diese beiden Fille fiuhren zu den namlichen Formeln, die
also fur alle Doppelroste gelten, fiir alle ganzen Zahlen n > 1:

[f:n2+6nf1 c=2—(Hn—1)>7

e =2n®>+8n—2 h=1+ (n—1)°
1k:4n2+12n——4 I =ln—2F

e
l I +2(n—1)
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Die Zusammenhangszahl eines Wirfeldoppelrostes ist
also gleich der Anzahl seiner inneren Liicken, vermehrt um
das Doppelte der um 1 verkleinerten Ordnungszahl.

Wiirfeldoppelroste.
n f e k c h l
2 15 22 36 1 2 0
3 26 40 68 — 2 5 1
4 39 62 108 — 7 10 4
5 54 88 156 —14 17 9

Fiir n = 2 entsteht das schon frither beschriebene 15Flach*
der «vier Wiirfel» und fiir n = 3 das aus Prismen mit paral:
lelen Doppelstrecken gebildete 26Flach.

3. Der Wiirfelrostblock.

Durch Teilung eines Wiirfels mittelst 3 (n — 1) Schnitt-
ebenen in z = n® Wiirfel und nach Auswahl einer Gesamt:
heit von Scheitelwiirfeln, die nur in Kanten untereinander
zusammenstoflen, entsteht ein Wiirfelrostblock, dessen
Licken zusammen auch wieder einen Block bilden. Ein
solcher Block besitzt 3 (n — 1) Doppelstrecken und
(n —1)* dreifache Punkte, welche Schnittpunkte von je drei
Doppelstrecken sind. Fiir n ungerade entstehen zwei ver:
schiedene Blocke: W, 210 mit (n®* —1) :2 Zellen und W,
211 mit (n® + 1) : 2 Zellen. Fiir n gerade besteht der Block
Wo aus n®:2Zellen. Die 210 211
Blocke konnen aus n einfachen
Wiirtelrosten aufgesetzt wer:-

den:W13:R1+R3+...+ o OJ °
R1, ng — R3 - R1 + .+ . A ;o : -3
R; und W5, = nR,. Diese je 14 | o"' :
n Roste gleicher Ordnungszahl °
Wi n = 3 Wau n = 3

n lassen sich so mit Zellen
auf Liicken aufeinandersetzen, dafl im Gesamtscheitelgebiet
der Auflenflichen des Blockes nach deren Teilung in zwei
Untergebiete auf zwei gegenuberliegenden Flichen des gan-

8
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zen Blockes in deren einzelnen Quadraten die Untergebiete
o und u nicht mehr getrennt bestehen, indem darin lauter
Quadrate gleicher Art in Ecken zusammenstofien, wiahrend
auf den ubrigen vier Flichenseiten des Blockes die Unter:-
gebiete getrennt bleiben. Jeder Block ist also einseitig mit
(n —1)* Doppelwendestrecken, die von denjenigen Ecken zu-
sammenstoflender Quadrate ausgehen, in denen gleiche Sei-
ten o oder u der Netze zusammentreten.

Fir die Formelnh der Elemente der Blocke hat man die
drei Falle W,;, W,,, W, auseinander zu halten. Dazu seien
noch bezeichnet: an den Aufienflichen die inneren Liicken
mit / und im Inneren des Blockes die Hohlwiirfel mit v. Die
Elemente der Hohlwurfel zihlen nicht mit, weil ihre Flachen
in Schnittebenen liegen, die als Ganze gezahlt werden, und
ihre Kanten sind in Doppelstrecken, die uiberhaupt nicht ge-
zahlt werden, wie auch nicht die Ecken, als Schnittpunkte je
dreier Doppelstrecken. Diese Elemente entstehen durch die
Durchdringungen im Raum und gehoren nicht zu den Elemen-
ten des Vielflaches als solchem.

In folgenden Tabellen sind Zahlwerte der Elemente an-
gegeben:

Wis — Wiirfelrostblock — W

z3 | f e | kR | c||h | |v ||k v

3|13 30| 48 84‘ ——6‘ 14| 36| 56| 96
62| 84| 144|264 —36| 63| 90| 152|276 —34| 30 | 39 | 13 243714
7 171 162 | 288 540‘-90;172 168 | 296 | 552 |—a8| 78 | 93 | 62 | 72|91 |63

Wiirfelrostblock Wes

n Z2 f e k c he Il U2

2 4 15 99 36 | 1 2 o | o

4 39 57 94 | 168 | —17 | 20 12 4

6 108 | 123 | 214 | 396 | —50 | 62 48 32
g ! | |
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Allgemein erhalt man zu diesen Werten folgende Formeln:

a.nungerade b. n gerade
1. Wis: 2z21=n%—1 2. War:2z3=n?*+1 3. Wea:222=n?

f=3(n4n—2 f=3n(n+1) f=34n—1)
e=6@n*"—1) e=203n*+1) e=2@Bn*—1)
k=6@2n*—n-+1) h=602n*—n-+1) k=6n(2n—1)
c=—3n*4+9n—6 c=—3n*+9n—4 c=—3n"4+9n—35
h=—3(n*—3n-+3) h=3n"—9n-+7 h=3n"—9n-+38
I=3n*"—4n-+9) =3 n*—4n+3) l=3(n*—4n-+4)
h=1!43n—6 h=1+4+3n—2 h=1[1+4+3n—4
2v=(n—2°%—1 20=(n—2%+1 20=(n—2)3

Die Zusammenhangszahl eines Wiirfelrostblockes ist also
aus der Anzahl seiner inneren Liicken an den Aufienflichen
und aus seiner Ordnungszahl linear bestimmt.

Am Block sind auf3en die Liicken an Ecken des urspriing-
lichen Wiirfels von drei Quadraten eingeschlossen, die an
Kanten von vier und die innert den Flachen, als innere
Liicken, von funf Flichen. Die Hohlwiirfel, als Liicken mit
sechs Flachen im Inneren des Blockes n, entstehen aus den
inneren Liicken der inneren Roste. Diese Hohlwiirfel bilden
zusammen den vorhergehenden Block (n — 2) der betreffen-
den Art. Weiter treten an Stelle der Hohlwiirfel dieses
Blockes (n—2) wieder die Zellen des nichsten Blockes
(n—4), so da} ein Block in sich seine vorhergehenden ent:
halt, abwechselnd gebildet aus Liicken oder Zellen.

Umgekehrt entstehen aus Blocken n solche immer hoherer
Ordnung durch fortgesetztes Ansetzen von Scheitelzellen,
durch eine Art Wachsfum aus den dufleren Kanten und zwar
uber Eckliucken aus zwei Kanten, tiber Kantenliicken aus drei
und iber inneren Flachenliicken aus vier Kanten. Dabei sind
drei Reihen in der Entwicklung zu unterscheiden, je nachdem
man urspringlich von einem Wiirfel ausgeht oder von einem
Punkt oder von einem Hohlwiirfel.

Von einem Wiirfel ausgehend, entsteht mit seinen 12
Scheitelwiirfeln an seinen Kanten der Block W, 210 n=23
mit z;, = 13. Dieser Block ldf3t sich zwischen zwei Roste R,
n = 5, an deren inneren je vier Liicken ansetzen, wodurch
26 neue Zellen dazu kommen. Dann wird in den vier Seiten
je ein R, n=23 eingesetzt mit zusammen 20 Zellen, und
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schliefflich kommen noch vier einzelne Wiirfel an die Seiten-
kanten, womit mit 63 Zellen W;, n=1>5 gebildet ist. Dieser
W, 1aB3t sich tiber die Liicken von R, n=7 setzen, und es
entsteht in entsprechender Weise W,; n=7. Man erhilt
also jedesmal bei Zunahme von n ungerade um 2 einen Wech:-
sel des Blockes und damit die Reihe: W,, n=3, W,, n=135,
Wi..n=7 ... Die Zunahme der Anzahl der Zellen, aus z,
und z; berechnet, ist abwechselnd A z, = 3n®* + 6n + 1 oder
A z;=23n*> 4+ 6n—1. Von einem Hohlwiirfel ausgehend, ein-
geschlossen von seinen sechs Seitenwiirfeln, zu denen noch
acht Scheitelwiirfel an seinen Kanten kommen, erhalt man
entsprechend die Reihe W4, 211 n=3," W,, n=5, W,,
n=17, ... Diese beiden Reihen erginzen einander zu siamt-
lichen W,; und W3, bei ungeraden n.

Von einem Punkt ausgehend, erhilt man die Reihe der R...
Um einen Punkt werden die vier Scheitelwirfel Wy, n =2
angeordnet. Dieser Block paldt zwischen zwei parallel gegen:-
ubergesetzte Roste R, n=4 z,=2_8, 1iliber je zwei innere
Licken. In die Seiten kommen vier R, n=2 mit je zwei
Zellen und dazu noch je eine Zelle an den vier Seitenkanten,
womit W,, n =4 mit z, — 32 Zellen gebildet ist. Allgemein
vermehrt sich z, von n auf (n + 2) um A z,=23n* + 6n + 4,
was fur den vorhin beschriebenen Fall A z, = 28 gibt. Fur
die Reihe der geraden Zahlen entsteht damit die Reihe der
Wiirfelrostblocke Wo, n=2, W.. n=4, ...

Fir grof3e Zahlen kann fir alle drei Arten von Blocken
die Zunahme beim Wachstum A z = 3n* —6 angenommen
werden mit den kleinen Fehlern + 1 oder 4 fiir Eckwirfel.
Fiir sehr grofie n genligt unter Weglassung der Wiirfel an den
Kanten A z=3n* d. h. die Oberfliche des Gesamtwirtels n
wird halb dicht mit neuen Zellen besetzt.

Der Grenzfall ist somit nach beiden Richtungen zu be:
trachten, nach der einen Richtung bei der fortgesetzt weiter-
gehenden Teilung eines vorliegenden Wiirfels an seinen Kan-
ten in je n gleiche Teile fur lim n = oo, und nach der an:
deren, von einem Wirfel ausgehend, bei unbegrenztem An-
satz neuer Wiirfel in Scheitellage. Der erste Grenzfall fiihrt
von einem raumlich dicht angenommenen Wiirfel zu einem
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halbdichten Wiirfelrostblock, wobei die Lockerung in der
Grenze punktweise benachbart anzunehmen ist. Dabei geht
aber schliefilich die Wiirfelform in Punkten verloren, und die
Entwicklung in der entgegengesetzten Richtung zurick ist
nicht mehr moglich, weil dazu, wenn auch sehr kleine, Wirfel
notig sind. Der erste Grenzfall ist also nicht zuldssig; es sind
nicht unbegrenzt kleine Wiirfel als moglich zu setzen, son-
dern es muf’} angenommen werden, daf’ nur kleinste Wiirfel
bestehen, entsprechend der Quantentheorie der Physik. Der
Raum als solcher ist nicht unbegrenzt teilbar, die kleinsten
Raumteile miissen noch solche bleiben; sie diirfen nicht zu
Punkten vernichtet werden. Damit sind aus der unbegrenzt
angenommenen Teilbarkeit entspringende Widerspriiche hier
Zu vermeiden.

XV. Radiale Scheitelzellenpolyeder

An einem Prisma, senkrecht zu einer regelmafiigen Grund-
fliche von gerader Seitenzahl, werden durch gegeniber:-
liegende Seitenkanten Schnittebenen gelegt, die einander in
der Achse als vielfache Strecke schneiden, in der also die
Rechtecke der Achsenschnitte einander durchdringen. Zu-
dem werden noch weitere, aus Rechtecken zusammengesetzte
Schnittflichen parallel zu dem Mantel des Prismas gelegt.
Diese Teilrechtecke einer einen gesamten Umfang als Mantel
ausmachenden Schnittfliche stofien in Doppelstrecken zu-
sammen, welche in den Achsenschnitten liegen. Durch diese
Annahme als eine Flache ist vermieden, daf3 mehr als zwei
Flichen zusammen Strecken am Vielflach bilden. Die radial
angeordneten Achsenschnitte und diese, uber Vielecken in
den Grundflichen des Prismas, parallel zum Mantel verlau-
fenden Schnittflichen zusammen teilen das Prisma in radial
angeordnete Zellen, aus denen je eine Gesamtheit von Schei-
telzellen ein Teilvieltlach bildet mit Doppelstrecken und einer
mehrfachen Strecke in der Achse.

1. Quadratisches Prisma, zerlegt 212 in zwei kongruente
einseitige 13Flache. Die drei Schnittflichen bestehen aus den
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zwei Diagonalebenen und aus den vier Rechtecken, die, zu-
sammen als eine Flache genommen, die Achsenschnitte in den

212 Doppelstrecken bei A, B, C, D durchsetzen.
Das 13Flach hat vier Zellen, die in fiint Dop-

8 g}géf pelstrecken zusammenstof3en. Fur das Netz
AP p 213 ist die Annahme so getrotffen, daf} jedes

IR Achsenschnittrechteck in zwei Quadrate zer-
13Flach, legt wird, die um ein leeres Quadrat angeordnet

einseitig, » = 4 gind und die um die punktierten Kanten nach
oben, um die iibrigen dann nach unten so geklappt werden,
daf} zuerst (1) und (2) zusammenfallen und in diese dann
noch 1 und 2. Dadurch werden als

gegeniiberliegend 1 und (1) sowie 2 213

und (2) zu Wendestrecken von Mo-

biusbandern und 1 = 2, also zu -

einer Doppelwendestrecke, in wel: | | /
cher das Netz zur Einseitigkeit des X
Vielflachs sich schlief;t. Die vier U

Rechtecke an AB, BD, DC, C A
bilden zusammen die innere Man-
telschnittfliche und sind auf’en am Netz angehingt zur Ein-
klappung in die inneren Liicken L.

Doppelwendestrecke 1 = 2

Das aus vier Flichen bestehende Scheitelgebiet in der
Grundflache zerfillt in zwei aus je zwei Flichen bestehende
Untergebiete. In der Mitte stoflen zwei gleichartige Flachen
zusammen, womit die Einseitigkeit schon aus den Flichen
ersichtlich ist.

214 2. Sechsseitiges Prisma, zerlegt in zwei zwei:
seitige 26Flache 214 mit neun Zellen und sechs
inneren Licken. Zu den drei Ebenen der Ach:
senschnitte treten noch zwei Mantelschnitt:
flichen, die lings der inneren Sechsecke ver:

26Flac laufen, in deren Ecken die 12 Doppelstrecken
sweiseitig, = ansetzen. In 1 ist die dreifache Strecke. Im
n==o Netz 215 teilweise gezeichnet ist jeder Achsen:

schnitt durch zwei Quadrate enthalten, so daf’ sechs Qua-
drate entstehen um ein leeres Sechseck. Zwischen diesen
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Quadraten sind die Grundflichen eingefiigt und an diese die
drei dufleren Seitentlichen angehingt sowie die 12 schma-
leren Rechtecke, teilweise iiberdeckt, fur die Liicken, als
Teile der Mantelschnitte. Die
sechs Strecken 1 fallen nach
den Klappungen alle in die eine
dreifache Strecke der Achse
und zwar ohne Bildung von Mo- S / ;
biusbandern, da gegenuberlie- 5
gende Quadrate mit gleichen
Netzseiten  zusammenstofien.
Das Scheitelgebiet der Grund-
fliche, bestehend aus neun Fla-
chen, hat, durch Schraffur un-
terschieden, als Untergebiete
drei und sechs Flichen. In 1
stolen drei Flachen gleicher Netzseite zusammen.
Ergebnis. Durch Zusammenstofien von drei Flichen des
namlichen Untergebietes bleibt die Zweiseitigkeit der Zel:
len auch am ganzen Vielflach erhalten, indem der dritt:
folgende Achsenschnitteil gleichseiti¢ an den ersten als
gegeniiberliegend sich anschlief3t. Diese Klappungen sind
namlich keine Wendungen, da immer gleiche Seiten abwech:
selnd in Ober: und Unterseite o und u des Netzes gegen:
einander kommen.
216 3. Achtseitiges Prisma, zerlegt
in zwei einseitige 43Flache 216
mit 16 Zellen. Vom Netz sind -
nur die acht Quadrate der Ach:-
senschnitthilften gezeichnet mit
den Wendestrecken 1 zu (1) bis
4 zu (4), die durch wechselndes
Auf: und Abklappen alle in die
eine Achse fallen, und zwar sto-
3en dabei gegeniiberliegende
Quadrate mit ungleichen Netz:
seiten zusammen, wodurch eine

215

43Flach, einseitig, n = 8 ) ‘
Vierfache Wendestrecke 1 = 4 vierfache ‘Wendestrecke ent:-
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steht zur Bildung der Einseitigkeit des 43Flachs. Das
Scheitelgebiet der 16 Flichen einer Grundfliche des 43Flachs
zerfillt in zwei Untergebiete o und u von je acht Flichen,
und in der Mitte stof3en vier gleichartige Flachen zusammen.

Ergebnis. Stoflen Fliachen gleichen Untergebietes zen-
trisch in gerader Anzahl an der Achse zusammen, so wird
das Vielflach einseitig. Dazu muf} die Seitenzahl des Prismas
ein Vielfaches von 4 sein, damit die Anzahl der Achsen:-
schnitte gerade ist. Bei den Klappungen werden namlich im
Netze nebeneinanderliegende Quadrate der Achsenschnitte
mit gleichen Seiten o oder u gegeneinander gekehrt, so daf}
im Rund nach einer geraden Anzahl von Quadraten ungleiche
Seiten an der Achse zusammenstofien. Am fertigen Vielflach
kann durch Einteilung der Grundfliche in die beiden Unter:-
gebiete die Art der Seitigkeit bestimmt werden.

Folgende Tabelle gibt die Zahlen der Elemente dieser
Vieltlache an fiir gerades n=2¢f und bei (f—1) Mantel-
schnittflichen.

Radiale Zellenvielflache F

t n z i f e k ¢ | h !
9 l 4 4 } 13 18 32 \ 1 ‘ 4
3 6 | 9 % 3B 7 8 11
4 8 16 | 43 66 128 ' 19 92 12
; |

4. Allgemein fiir n = 2t, f > 1 entstehen die Formeln:

[f:2t2+3t*1 c:~2t?+3f—|—ll
zfﬁ e—4t*+2 h=2¢t—3t+2 } h=21{—1t+2
=81 [=t({t—1) I

Fiir ungerade t ist F einseitig oder also auch fiur h unge:-
rade. Untergebiete: o =+¢f(ft —1):2, u=+¢(f + 1) : 2. Fiir
t oder h gerade ist F zweiseitig. o = u = t* : 2. t ist auch
die Anzahl der Flichen gleichen Untergebietes an der Achse.

5. Vereinfachung: F,. Aufler den ¢ Achsenschnitten
werde, statt (f — 1) Flichen, nur noch eine Mantelschnitt-
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flaiche genommen, bestehend aus n = 2f
Rechtecken, so daf} 2¢ Doppelstrecken ent: 217
stehen, nebst der #fachen Achse.

217 zeigt den Fall n = 12 mit einem Teil
218 des Netzes.

Beéispiel: A= 12, F = 3i; € = bU, k = 90,

c = — 9, h = 12, einseitig.
37Flach n = 12
einseitig
. [ f=6t+4+1 ¢=—2t+43 1 vereinfacht
0 o e — h =12
ylgpy e=8t+2 h=2t h=21
k=16¢ [ =t

Man hat also damit zu jeder geraden
Zusammenhangszahl h = 2t ein ein-
faches radiales Scheitelzellenvielflach,
das einseitig ist bei gerader Anzahl t
der Zellen, die an der Achse des Viel:
flaches zusammenstof3en, das aber zwei-
seitig ist fur # ungerade.

Anmerkung: Flur Prismen ungerader
I Seitenzahl lassen sich die entsprechen-
den Konstruktionen ausfihren, wie 219
tir ein 19Flach n = 3, mit der Halfte
des Netzes 220 zeigt. Die entstehenden radialen Scheitel:
zellenvielflache werden dabei alle zweiseitig, da um die
Achse 1 immer Zellen in ungerader Anzahl ge-
ordnet erscheinen. Doch konnen aus zwei sol:
chen Vielflachen F; und F,, weil nach Drehung
die Zellen des einen auf die Liicken des andern
passen, einseitige Vielflache zusammengesetzt
werden, wie 221 zeigt. Dabei entsteht eine durch: ~
gehende Mittelfliche aus einzelnen Flichen der 19Flach » =3
beiden Teile, die als neue Schnittflache zu rech- zweiseltig
nen ist. Die Zusammensetzung kann dabei auf zwei Arten
geschehen. Nimmt man die beiden Netze der einzelnen Viel:
flache, beide gleichartige nach Ober: und Unterseite, so lie:
gen die entsprechenden Doppelwendestrecken, wie z. B. D E
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Doppelwendestrecken

in den Achsenschnitten in der Mittel:
flache, in der die Fliachenteile sich eben:-
falls daran wenden. Aufen stoflen dann
wie in E Flachen gleicher Seite o zu:
sammen. Die beiden Netze konnen aber
auch mit gegenseitiger Vertauschung
22 von Ober: und Unterseite gezeichnet
werden. Dann fallen die Doppelwende-

2 und 3 zum 23Flach strecken in den Umfang des Dreiecks
ABC, also in das Innere der Mantel:

schnittfliche, und die Wendung
findet in dieser statt und zudem in
der Mittelflache. An den Auflden-
flichen stoflen dann namlich nur
ungleiche Untergebiete o und u zu-
sammen, so dal} keine Wende:-
strecken auflen endigen konnen.
Bei Annahme innerer Schnittfla-
chen, wie hier die Mantelschnitt:-
flachen, kann also die Seitigkeit des
Vielflaches aus den AufBlenflichen
allein nicht ersehen werden.

221

23Flach, n = 3, einseitig
zusammengesetzt

XVI. Zentrische Zellen und die Kugel

Ein regelmifliges Achteck werde um die Verbindungs:
strecke der Mitten zweier Gegenseiten als Achse in vier
Lagen 2t gleichwinklig gedreht. Damit wird ein 26Flach be:-
stimmt mit acht Quadraten im Girtel, mit nach beiden Sei:
ten daran anstoflenden 16 Trapezen und zwei Achtecken als
Deckflichen. Ebenso entsteht fir n = 12 ein 62Flach mit
12 Quadraten, 48 Trapezen und 2 Zwolfecken. Allgemein
entstehen fur n = 4f zweiseitige Vielflache F mit:

t

n f e k

If:8t'-’—4t—f—2
P Ie:8t~
k=16¢t* — 4¢

F

4 6 8 12
8 26 32 56
12 62 72 132
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Durch lim t = o wird als Grenzfall die Kugel er:
halten.

Diese der Kugel sich annihernden Vielflache F werden
in zwei kongruente einseitige Teilvielflache F, zerlegt durch
die Achsenschnitte der regelmiafiigen n Ecke und durch die
Pyramidenmantelflichen, die von der Mitte des Vieltlachs
nach den Kanten gehen, die in parallelen Ebenen liegen, senk-
recht zur Achse. Die von der Mitte aus beidseitig sich aus:
dehnenden Mantelteile gelten zusammen als eine Fliche, so
daf} fir n = 8 z. B. 16 Dreiecke zur namlichen Schnittfliche
gehoren, welche die Achsenschnitte in acht Doppelstrecken
durchsetzt. Die Achse ist als Durchdringung aller Achsen-
schnitte vielfache Strecke.

1. Das zweiseitige 26Flach fir n = 8, zerlegt in zwei ein=
seitige 26Flache 222 durch die vier Achsenschnitte und durch
zwei Mantelflichen. Die beiden
Deckflichen als Achtecke werden ,
je in acht Dreiecke zerlegt, und es =
entstehen an der Oberfliche 40 7 :
Flachen, die in zwei Scheitelgebiete
von je 20 Flichen zu trennen sind,
mit Untergebieten von 8 und 12
Flichen, wobei an den Polen je
vier Dreiecke gleichen Unterge:-
bietes zusammenstof3en, sonst aber
in jeder Ecke nur zwei Flachen
ungleichen Untergebietes. Ein sol:
ches Scheitelgebiet bestimmt mit 20 Zellen, darunter vier
nach der Mitte, ein einseitiges 26Flach, indem noch die sechs
Schnittflachen zuzurechnen sind. Dieses 26Flach hat eben:
falls 20 Liicken, wie die Zellen an den 16 Doppelstrecken in
Scheitellage und an der Achse als vierfache Strecke.

Fir das Nefz 223 sind die vier Achsenschnitte in der
Achse halbiert und die beiden Mantelflichen in ihre 32
gleichschenkligen Dreiecke von zwei Formen zerlegt. Zwi-
schen zwei halbe Achtecke sind abwechselnd Trapeze und
kleine Dreiecke von den Deckflichen gelegt, so daf} eine

222

26Flach, n = 8, einseitig
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Kette von acht Gliedern entsteht, von denen nur zwei ge:
zeichnet sind. An Mittelseiten von Achteckhilften kommen

223 abwechselnd Quadrate des Giir-
tels und seitlich Trapeze und an
beide noch Manteldreiecke, die
teilweise tiberdecken. Beim wech-
selnden Auf: und Abklappen
schlieffen die Mittellinien 1 bis 4
mit (1) bis (4) Mobiusbander, so
daf3 die Achse zur vierfachen
Wendestrecke wird. Die Drei-
ecke der Mantelschnittflichen kommen gleichseitig neben:-
einander, doch entsteht eine Wendung im Mittelpunkt von
einer Mantelfliche zur anderen.

Zum Netz des 2¢Flachs

2. Das 62Flach fiir n = 12 zerlegt in zwei-einseitige
51Flache 224 durch sechs Achsenschnitte und drei Pyrami-
denschnitte. Die Gesamtobertliche 224

hat 84 Flachen und ein Scheitel-

gebiet daraus 42 Flichen, zu denen ,ﬁ%
42 Zellen gehoren. Die Unterge:- /
biete bestehen aus 18 und 24 Fla-
chen. In den Polen stofen sechs | ———
flaichengleiche Untergebiete zusams-
men, wodurch die Achse als sechs:
fache Wendestrecke zu erkennen
ist, so dal} darin sich sechs Mobius:
bander schlie3en. Fur das Netz 225
sind die Zwolfecke der Achsen- 51Flach, n = 12
schnitte halbiert und je zwei der zentrische Zellen
Hailften an die Gegenseiten eines Quadrates angesetzt und
dann durch kleine Dreiecke der Deckflichen verbunden zu
einer sechsgliedrigen Kette, von der nur zwei Glieder ge-
zeichnet sind mit angehiangten iibrigen Flichen. Die drei
Mantelschnittflichen liefern 72 Dreiecke in drei Arten.

3. Allgemein fur n = 4¢ erhdlt man fur die einseitigen
Vielflache F, folgende Elemente:
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f, = 4t* + 5t h=4 —t+1
F ‘e1:81‘2+2 Z = 4% - 2f
1 k, = 16 + 4f he= z-—3t + 1
c =—4* + ¢t + 2 | ==z
t n i el k1 1 h 2
9 10 20 —1 4 6
2 8 26 34 72 —12 15 20
3 12 51 74 156 —31 | 34 42
I |
Die Zusammenhangszahl 225

eines zentrischen Zellen-

polyeders ist also linear ab:
hingig von der Ordnungs:
zahl und von der Anzahl
Im Grenzfall
lim t = oo erfiillt eines der
Teilvielflache in der Kugel
einen zentrisch strahlenfor:
mig halb gelockerten Raums-

der Ltcken.

teil.

Zum Netz des 51Flachs

4. Vereinfachung fiir den Fall # = 1 durch Riuckfiihrung
aus den vorigen Formeln. Aus dem 6Flach erhilt man zwei

227

9Flach mit 6 Zellen

einseitige 9Flache 226. Dieser Fall
laf3t sich auf den Wiirfel anwen-
den, indem man zwei der Dia:-
gonalrechtecke als die beiden Ach:-
senschnitte nimmt. Dadurch er:
halt man eine interessante Zer:
legung des Wirfels, auf die man
sonst nicht so leicht gekommen
ware. Die weitere dritte Schnitt-
flache ist der Mantel der Pyramide
von der Mitte des Wiirfels zu den

beiden Quadraten senkrecht zur
Achse. Durch die vier Wiirfel-



126

diagonalen gehen damit eigentlich je drei Flachen, da sie
aber keine Kanten bilden, sondern Doppelstrecken, so
konnen die vier Teile dieses Mantels als eine Schnittfliche
fir die Zerlegung des Wirfels betrachtet werden. Das ent-
stehende 9Flach hat an fiinf Doppelstrecken sechs Zellen:
zwei vierseitige Pyramiden tiber zwei Gegenflichen des Wiir:-
fels und vier dreiseitige Pyramiden uber Vierteln von Wiir:
telflachen. Das gezeichnete Netz gibt nach der Aufklappung
die Achse 1 = 2 als Doppelwendestrecke und den Schnitt
der Wirfeldiagonalen als Wendepunkt fur die Netzseiten o
und u in der Mantelschnittfliche. In den Endpunkten der
Achse stoflen je zwei Dreiecke des gleichen Untergebietes o
zusammen, das also aus vier Flachen besteht, wihrend das
andere u aus den ganzbleibenden zwei Wirfelflaichen ge-
bildet wird. Dieses 9Flach hat diese sechs Aufienflachen und
die drei Schnittflaichen. Jede Zelle fiir sich ist ganz von der
namlichen Netzseite begrenzt, vier von o und zwei von u.
Der Wirfel zerfillt in zwei deckungsgleiche solche 9Flache.

E. Doppelstrecken in Polyederkanten

XVIL Innenpolyeder und Hohlpolyeder

Nachdem in den vorhergehenden Abschnitten die Schnitt:
ebenen in Biindeln oder Buscheln durch die gegebenen kon-
vexen Polyeder gelegt wurden, sollen sie auch noch so an-
genommen werden, daf} sie ein dazu inneres konvexes Poly:
eder einschlie3en. Dabei seien die Schnittebenen parallel zu
Flachen des urspriinglichen Polyeders gelegt und zwar vor:-
erst zur Vorbereitung nur durch einen inneren Punkt O, von
dem aus dann die Ebenen verschoben werden.

1. Tetraeder in einseitiges 16Flach und zweiseitiges 20Flach
zerlegt, um einen 6fachen Punkt O. Durch das regelmafdige
Tetraeder gehen durch seinen Schwerpunkt O die vier
Schnittebenen parallel zu dessen Flichen. Die vier Ebenen
schneiden einander in d = 6 Doppelstrecken durch O und
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zerlegen den Rauminhalt des Tetraeders in 14 Zellen z = 2
(d + 1). In jeder dieser Ebenen entsteht als Schnittflache
ein Dreieck mit drei Doppelstrecken durch O. Jede Fliache
des Tetraeders 228 und 229 wird in sieben Teile 228
zerlegt: in ein inneres Dreieck, an dessen Sei-
ten drei Trapeze anliegen und in dessen Ecken
drei Rauten anstoflfen. Von diesen 28 Flachen
bilden die inneren Dreiecke und die Rauten das
eine Scheitelgebiet von 16 Flichen, die mit den
vier Schnittflichen das 20Flach 228 zusammen:  20Flach
setzen, bestehend aus acht Zellen: vier Tetraedern um O und
vier Sechsflachen, mit Rauten nach den Ecken. Im Netz 232
sind um das innere Dreieck (A4) der Grundfliche drei Drei-
ecke als Teile von Schnittflichen angefiigt, die aufgeklappt
die mittlere Zelle iber A mit der Spitze in O ergeben. Die
tibrigen Teile der Schnitte sind Trapeze und Rauten mit je
einer Ecke, die auch in O fillt. Die iibrigen 12 Rauten und
vier Dreiecke geben die aufleren Flichen der Zellen. Die vier
Eckzellen zeigen nach der Aufklappung die ndmliche eine
Netzseite, und die vier Mittelzellen die andere. Damit be:
steht an allen Doppelstrecken ein Wechsel der Netzseiten,
so daf} die Zweiseitigkeit der Zellen auch am
ganzen 20Flach erhalten bleibt. f = 20, e = 28,
k=48 ¢ =0, h = 3.

Das einseitige 16Flach 229 besteht aus sechs
deckungsgleichen Zellen, als 6Flache mit zwei

l6Flach  Lrapezen, zwei Rauten und zwei Dreiecken. Sie

haben drei parallele Kanten und eine in O lie-

gende Spitze, nach der Doppel- 230 231
streckenhilften als vier Kanten
gehen. In den drei ausgefiithrten
Netzen sind die Trapeze, die zu
zweien ein Sechseck bilden, duflere
Flachen dieser Zellen, wahrend die
uibrigen Flachen Teile der inneren
Schnittdreiecke sind. Im Netz 234 sind drei Schnittdreiecke
je in Trapez und Dreieck zerlegt, und das vierte ist durch die
drei Doppelstrecken in drei Dreiecke und drei Rauten geteilt.

Wendestrecken



Durch Autklappung entstehen 14 Wende:-
strecken 230, die von O aus ein Dreieck 1, 2, 3
bilden, ein Sechseck 4 bis 9 und ein Fiunfeck
10 bis 14; davon sind je die erste und letzte
der Strecken halbe Doppelstrecken, und die
232 ibrigen acht sind Kanten. Im Netz 235 ist
aus drei Schnittdreiecken je eine Raute ge-
schnitten, wie bei 9 und 10, so daf} diese Teile
durch die Aufklappung ineinander verschrinkt
werden und den Hauptteil des 16Flachs
bestimmen, an den noch die drei Trapeze
des vierten Schnittdreiecks kommen. Durch
die Wendestrecken entstehen 231 ein Sechs:
eck 1 bis 6 und zwei Dreiecke 7, 8, 9 und 10,
234 11, 12. Im Netz 233 ist eines der Schnitt:
dreiecke mit O ganz gelassen, weshalb
die anderen in Rauten zerfallen. Die
Wendestrecken bilden 229 zwei Vierecke
1 bis 4 und 8 bis 11 und ein Dreieck 5, 6, 7.
Von den Zellen zeigen vier die Oberseite
’ . des Netzes und zwei, die an 5 und 6, die
Unterseite. f = 16, e = 24, k = 48, 235
E = — 2, h= 5.

2. Tetraeder mit Innentetraeder, in
einseitiges 16Flach 236 und zweiseitiges
20Flach 237 zerlegt. Die vier Schnitt-
ebenen, in gleichen Abstinden von den Flachen, schliefien
das innere Tetraeder ein, dessen Kanten, verldangert bis
zum dufleren, die sechs Doppelstrecken bilden mit vier drei-
fachen Punkten in den Ecken.
Die vier Ebenen zerlegen das
Tetraeder in 15 Zellen, von
denen das 16Flach sieben Zellen
umfafdt: das innere Tetraeder
und seine sechs Scheitelzellen

16Flach mit ~ 20Flach mit  UPer den Kanten. f =16, e = 24,
Innentetraeder Hohltetraeder k = 42, ¢ = — 2, h = 5. Das

236
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20Flach hat tiiber den Flichen des als Liicke geltenden inneren
Hohltetraeders vier mittlere Zellen und dazu noch vier Eck-
zellen mit Rauten, also acht Zellen. f = 20, e = 28, k = 48,
gl k=3

Das Netz 238 des 16Flachs ist um die Grundflache 1, 2, 3
des inneren Tetreaeders angeordnet; an dieses Dreieck schlie-
3en sich Teile der Seitenflichen an, die auf-
geklappt jenes Tetraeder bilden. Daran sind
Trapeze angetugt, wie bei 6 und 7, der dufde-
ren Flachen von drei seitlichen Zellen. Die
Trapeze fir die unteren Zellen sind wie bei
2 und 6 herausgeriickt wegen Uberdeckung.
Durch die Aufklappung entstehen sechs
Doppelwendestrecken 1 = 1, bis 6 = 6, und
vier einfache Wendestrecken 7 bis 10. Diese liegen oben,
und die daranstof’enden Trapeze zeigen die Unterseite des
Netzes, wiahrend die drei unteren Zellen wie bei 6 die Ober:
seite zeigen. In 2 = 2, wenden z. B. beide durch 2 gehenden
Schnittflaichen ihre Netzseiten.

Das Netz 239 des 20Flachs ist entsprechend um A ange-
ordnet. Die leeren Dreiecke im Netz sind durch kurze Striche
umgeben, die Rand andeuten. Je drei zusam:
menstoflende Rauten gehoren zu den vier
Eckzellen. Diese zeigen 237 die Unterseite
des Netzes, die mittleren Zellen aber die
Oberseite, so dald} die zusammenstof3enden
Zellen uberall die Netzseiten wechseln an den
Doppelstrecken, wodurch die Zweiseitigkeit
eintritt. Das Hohltetraeder hat innen die Unterseite des
Netzes. Alle Randkanten des Netzes schlieffen sich mit
gleicher Netzseite.

238

239

3. Tetraeder zerlegt in 4 Oktaeder und 11 Tetraeder. Die
besondere Anordnung der Schnittebenen wird hierzu er:-
halten, indem man die Kanten des Tetraeders je in drei
gleiche Strecken teilt und die acht Ebenen legt, die je
durch drei Teilpunkte parallel zu Flichen gehen. Dadurch
wird jede Tetraederfliche in neun Dreiecke zerlegt. An den

o
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sechs Dreiecken der Kanten liegen Tetraeder, und an den
inneren drei Dreiecken Oktaeder. Auf der Grundfliche des
ursprunglichen grofen Tetraeders liegen damit sechs kleine
Tetraeder und zwischen ihnen drei Oktaeder, zwischen denen
noch eine Liicke bleibt fiir ein inneres Tetraeder. Damit hat
diese unterste Schicht sieben Tetraeder und drei Oktaeder.
Auf dem inneren Tetraeder liegt in der zweiten Schicht noch
ein Oktaeder, von drei Tetraedern umgeben, und darauf ist
noch ein Tetraeder aufgesetzt.

Die vier Oktaeder fur sich in Scheitellage zueinander bil:
den ein 20Flach 240, bestehend aus 16 Oktaederdreiecken und
vier Schnittdreiecken dop-
pelter Seite. Die vier Okta-
eder umschlieflen als innere
Licke ein Hohltetraeder,
dessen Kanten die sechs
Doppelstrecken sind und

20Flach 16Flach dessen Ecken als dreifache

der 4 Oktaeder der 7 Tetraeder Punkte in die Flachen des
mik Hohltetragdir ganzen Tetraeders geriickt
sind. f =20, e = 16, k = 36, ¢ = 0. Das Hohltetraeder ist
in Scheitellage zu den sechs dufieren Liicken, in welche Tetra-
eder passen. Das Netz 242 dieses 20Flachs
kann um eine Flache A des Hohltetraeders
angeordnet werden, die im Innern eines /\2\
Schnittdreiecks zwischen Doppelstrecken \/\/\}/

liegt. An A ist eine Raute B angesetzt, als Av e

Teil eines anderen Schnittdreiecks, mit an- w
gefiigten sechs Oktaederdreiecken. So

lassen sich an A die drei unteren Oktaeder B anfiigen. Fiur
das obere Oktaeder sind seine Flichen C an die Seite x von
B noch anzusetzen. Dieses 20Flach wird zweiseitig. Alle
Oktaederflichen zeigen auflen die Oberseite des Netzes, und
nur im Inneren des Hohltetraeders ist die Unterseite, indem
in den Doppelstrecken der Wechsel der Netzseiten statt:
findet, ohne Wendestrecken. Dieses 20Flach zeigt daher

trotz der sechs Doppelstrecken iiberall die namliche Netz:-
seite auflen.

242
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Das 16Flach der sieben Tetraeder 241 besteht aus dem in-
neren Tetraeder als Mittelzelle und aus den, an dessen Kan-
ten in Scheitellage liegenden sechs Tetraedern, zwischen
denen vier Lucken sind fur Oktaeder. f = 16, e = 16, k = 30,
¢ = 2, h = 1. Die Flichen bestehen aus 12 Dreiecken der
kleinen Tetraeder und vier Schnittdreiecken doppelter Seite.
Das Netz 243 1af3t sich wieder um A4 anordnen,
mit Rauten B fur die unteren drei Tetraeder
und mit Dreiecken C fiir die oberen, wo: N/ \/
bei die drei Rauten B je zwei Dreiecke tiber: h“'
decken. B ist entgegengesetzt zu klappen als
die anderen Flachen. Dieses 16Flach wird ebenfalls zwei-
seitig; das mittlere Tetraeder zeigt die Netzunterseite, wah:-
rend die ubrigen Tetraeder die Oberseite zeigen, indem in
den sechs Doppelstrecken diese Seiten wechseln. Damit
stofien in den dreifachen Punkten drei Flachen gleicher Netz-
seite zusammen. .

In den beiden vorigen Fillen des 20Flachs und des 16Flachs
sind die vier Ecktetraeder weggelassen. Sie konnen beibehal:
ten werden, indem man nur die vier inneren Schnittebenen
nimmt. Dann tritt an Stelle des 20Flachs auch ein 16Flach,
zusammengesetzt aus vier 7Flachen, je mit drei Rauten und
vier Dreiecken, indem auf jedes Oktaeder ein Tetraeder ge-
setzt ist, f= 16, e=20 k=36, ¢ =0, h=3 Die Zahl der
Kanten bleibt erhalten, indem die drei Seiten der vier frii-
heren Dreiecke durch die drei Kanten nach den Spitzen der
vier aufgesetzten Tetraeder ersetzt werden.

243

4. Wiirfel mit Innenwiirfel zerlegt in 30Flach und 36Flach,
beide einseitig. Die sechs Schnittebenen liegen parallel zu
Wiirfelflichen in gleichen Abstinden und schliefen den
Innenwurfel ein. Der Wiirfel wird dadurch in 27 Zellen zer:
legt, von denen 13 Zellen das 30Flach 244 bilden, namlich der
Innenwiirfel und an dessen Kanten 12 Zellen in Scheitellage,
wahrend das 36Flach 245 aus 14 Zellen besteht, sechs Zellen,
die den Hohlwirfel einschlieflfen und acht Zellen an dessen
Ecken. In den sechs Schnittflichen sind je vier Doppel:
strecken, welche die Quadrate des Innenwiirfels einschliefien,
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dessen Ecken acht dreifache Punkte sind. f = 30, e = 48,
k=84, c—= —6; f=136,e=56, k=9, c =—4.

Fiir die Netze sind zwei parallele Schnittquadrate F, und
E. ganz gelassen, und daran sind Aufenflichen angesetzt,

24 245
| ] —
i 2P B
Z ' .Eé [
% P i s#
[ B
30Flach 36Flach
mit Innenwiirfel mit Hohlwiirfel

ist durch x oder v angedeutet.
stehen am 30Flach 16 Wendestrecken, die zwei einander

gegenuberliegende
gleiche raumliche Acht-
ecke bilden, wie das
eine 1 bis 8 244, mit
Kanten 1 und 5 und im
iibrigen mit Doppel:
strecken. Die vier obe:
ren Zellen zeigen die
Unterseite des Netzes,

an welche die Teile

der ubrigen vier

Schnitte als Recht:
ecke angefiigt sind.
Da  Flachen im
Netz einander uber:
decken, sind ein-
zelne Teile ausein-
ander geruckt, und
ihr Zusammenhang

Aus dem Netz 246 ent-

L.

246

wie auch die unteren Zellen, wahrend die vier dazwischen
stehenden die Oberseite weisen. Aus dem Netz 247 ent:
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stehen

10 Wendestrecken

am 36Flach 245, von denen
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und 2 Doppelwende:
 strecken sind, zwischen
Le)  denen 3 bis 10 ein geschlos:-
{b‘l senes Achteck bilden. Die
e acht Eckwiirfel zeigen die
eine Netzseite und die iib:
I rigen Zellen die andere, so
daf} aus diesem Wechsel die

Einseitigkeit aufen nicht er:
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kennbar ist, weil die Doppelwendestrecken im Innern liegen.
An der Innenseite des Hohlwiirfels finden sich die Netzseiten
zusammenhingend, als Ersatz fiur die Auflenseite. Diese bei:
den Vielflache sind auch beim Wiirfelrostblock angegeben,
aber ohne diese beiden einheitlichen Netze.

5. Oktaeder, zerlegt in 12Flach und 28Flach durch vier
Ebenen durch O, parallel zu den Flichen. Diese Ebenen
schneiden vier Sechsecke her: 248 249
aus, die einander in sechs
Doppelstrecken durchdringen,
welche die Mitten von Gegen:
kanten verbinden und einander
im sechsfachen Punkt O schnei-
den. Die Ebenen teilen das
Oktaeder in sechs Oktaeder ]
und acht Tetraeder, als in 14 28Flach 12Flach der

der 6 Oktaeder 8 Tetraeder
Zellen.

Das 28Flach 248 setzt sich aus den sechs Oktaedern zu-
sammen, zwischen welche acht Tetraeder in die Licken pas:
sen, und es besteht aus 24 Dreiecken
und vier Sechsecken. f = 28, e = 18,
k=48, c= — 2. Im Netz 250 sind an-
die Flachen A, B, C, D einer Ecke je
die Halften von Schnittsechsecken an-
gefuigt, die aufzuklappen sind, bis die
vier O zusammenfallen, worauf in
gleicher Weise auch die uibrigen Flachen eingeklappt werden
konnen. Dazu sind die tibrigen Halften der Sechsecke in Rau-
ten und Dreiecke geteilt, wobei im Netz viermal zwei Drei-
ecke mit Doppelrand, tiberdecken. Durch die Aufklappung
entstehen 16 Wendestrecken, die am 28Flach vier Quadrate
einschliefen, von denen je zwei gegeniiberliegende zusammen
ein Uberschlagenes Sechseck bilden, wie 1, 2, 3—4, 5, 6, 7—S8
mit O als Doppelpunkt, der damit vierfach wird. Die Zelle
A wie auch ihre Gegenzelle zeigen u des Netzes, und die
iibrigen vier Zellen zeigen zur einen Hilfte o und zur an-
deren u. '

VY

250
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‘Das I2Flach 249 der acht Tetraeder besteht aus acht Drei-
ecken und vier Sechsecken.'' Seine sechs Liicken sind vier:
seitige Trichter von Kantenquadraten aus. Schliefst man

diese Liicken durch die sechs Quadrattlaichen

251 ab, so entsteht ein 14Flach des Archimedes.

s Im Netz 251 sind um (A) drei Hilften von
Sechsecken angefiigt, die autzuklappen sind,
bis die drei O zusammenfallen. Das vierte
Sechseck ist in vier Dreiecke mit O geteilt,
die zwischen die ersten drei Sechsecke sich
einfigen. Alle Netzrinder schlieffen sich
gleichseitig. Die acht Tetraeder wechseln an allen Doppel:-
strecken ihre Netzseiten, so daf} auch an den dufleren Drei-

ecken als an zwei getrennten Untergebieten die Zweiseitig:
keit ersichtlich ist. f= 12, e=12, k= 24, ¢ = 0.

6. Oktaeder, zerlegt in einseitiges 56Flach und zweiseitiges
40Flach 252 und 253. Die acht Schnittebenen sind parallel
zu den Flichen des Okta- 252 253
eders in gleichem Abstand
gelegt, so dall sie ein
Innenoktaeder® umschlie-
Ben. Jede Oktaederflache
wird in ein inneres Drei-
eck, umgeben von drei
Trapezen, geteilt, neben
denen noch zwei Dreiecke _ 56Flach mit __40Flach
segen jede Ecke liegen, so innerem Oktaeder mit Hohloktaeder
daf’ 80 Flachen entstehen. Die Trapeze
und die Eckdreiecke bilden das eine
Scheitelgebiet von 48 Flachen, die mit
den acht Schnittsechsecken wie A in
254 das 56Flach bilden. Die tibrigen 32
Dreiecke gehoren zum 40Flach. Das
Oktaeder zertallt damit in 51 Zellen
z=2(d+ 1)+ 1, wo d = 24 die An-
zahl der Doppelstrecken ist. Aufler den 12 Kanten des
Innenoktaeders dehen durch jede Ecke, als sechsfacher

254
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Punkt, noch je zwei Doppelstrecken parallel zu Kanten. Die-
ses Oktaeder gehort zum 56Flach als innere Zelle, iber deren
Kanten die 12 Zellen mit den Trapezen liegen und iiber des-
sen Ecken sechs Zellen als kleine Oktaeder angesetzt sind
in Scheitellage zu den seitlichen Zellen, was zusammen seine
19 Zellen ausmacht. Am 40Flach dagegen ist das innere Ok-
taeder als Licke oder Hohloktaeder zu nehmen, da es in
Scheitellage zu den 18 dufleren Liicken ist. Uber den Flachen
dieses Hohloktaeders sind acht Zellen in Form von Pyra:
midenstumpfen, die je von drei Tetraedern umgeben sind,
so dal} 22 Zellen bestehen. Je vier solcher Tetraeder schlie-
en Liicken ein in Eckenscheitellage zum Hohloktaeder.
f=056,e=54 k=124, c=—14 h=17; f = 40, e = 48,
k=06 ¢ =-—8 =1L

Fir das Netz 254 des 56Flachs sind zwei Schnittsechsecke
A und M in parallelen Ebenen ganz gelassen. An M sind die
Flichen des Mittelstiickes angesetzt und an 255
A die Flichen der beiden Auflenstiicke des

56Flachs. Die grofen Trapeze und die langen -“6&
sind Teile der iibrigen sechs Schnittsechsecke. ‘

Die 28 Wendestrecken entstehen an Liicken ﬁL
neben Eckzellen als windschiefe Vierecke wie

1 bis 4 252. Die Zellen zwischen 4 und M zeigen die eine
Netzseite, die auflerhalb liegenden die andere. Das Netz 255
des 40Flachs kann ebenso zusammengesetzt werden. Es er:
geben sich trotz der vielfachen Durchdringungen keine
Wendestrecken, so dafd dieses 40Flach zweiseitig bleibt. Jede

der Zellen stofdt mit drei Zellen anderer Netzseite zusammen,
was merkwiirdig ist. 253.

7. Oktaeder, zerlegt in 19 Oktaeder und 32 Tetraeder 256.
Die Kanten des Oktaeders sind je in drei gleiche Strecken
geteilt, und durch diese Teilpunkte werden Ebenen gelegt
parallel zu Oktaederflichen. Damit entstehen acht Ebenen,
die Sechsecke herausschneiden. Jede Oktaederflache wird in
neun Dreiecke geteilt, statt in 10 Flachen, wie im vorigen
Fall, indem das Mitteldreieck hier zu einem Punkt wird. Auf
einer Oktaederfliche als Grundfliche liegen als erste Schicht
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sechs kleine Oktaeder an den Seiten und dazwischen 10
Tetraeder. Dariiber sind in der zweiten Schicht sieben Okta-
256 eder und 12 Tetraeder und zu-
S oberst als dritte Schicht wieder
W‘l\\‘w sechs Oktaeder und 10 Tetra-
[| eder. Damit zerfillt das ganze

Oktaeder wieder in 51 Zellen, wie
im vorigen Fall. Entsprechend
bilden die 19 Oktaeder in Schei-
tellagen ein 56Flach mit 32
Liicken, in welche Tetraeder pas:
sen, von denen acht Hohltetra-
eder H sind, iiber den Flachen
56Flach des inneren Oktaeders O. Die
Hohltetraeder haben je eine Ecke in der Mitte der Flichen
des grofen Oktaeders. Daher ist das Erganzungsvielflach
ein 32Flach, statt des vorigen 40Flachs. Dieses 32Flach der
32 Tetraeder hat seine Zellen um das Hohloktaeder angeord-
net, iiber dessen Flichen sind die acht Innentetraeder und
an deren je drei iibrigen Kanten stofien noch die 24 Aufden-
tetraeder an. Die Netze sind entsprechend dem vorigen Fall.

f=156e=238 k=108, c=—14; f =32, e =32, k =72,
c=— 8.
8. Dodekaeder, regelmafi- 257

ses, zerlegt in 18Flach und
66Flach 257 und 258, beide
einseitig. Durch die Mitte O
des Dodekaeders werden die
sechs Ebenen parallel zu des:
sen Flichen gelegt, wodurch
sechs Schnittzehnecke ent:-
stehen, welche einander in
d = 15 Doppelstrecken
durchdringen, mit O als 15-
fachem Punkt. Die Ober:
fliche des Dodekaeders wird
in 12 Fiinfecke und in 60 Drei: 18Flach




ecke, als die beiden Scheitel- 258
gebiete zerlegt. Jedes der
Scheitelgebiete 143t sich nicht
in abgeschlossene, einander
trennende Untergebiete zer:
legen, so daf} beide Teilviel-
flache einseitig werden. Sie
besitzen zusammen 32 Zel:
len,z=2(d + 1).

Das 18Flach 257 der 12
Finfecke und sechs Schnitt:
zehnecke besteht aus 12 Zel-
len als fiinfseitige Pyramiden 66Flach
von O aus, zwischen denen
20 dreikantige Liicken eindringen. Schlief3t man diese durch
Dreiecke ab, so entsteht ein 32Flach des Archimedes. Das
Netz 259 dazu 1af3t sich um ein Funfeck G anordnen, wie gde-
] zeichnet fir eine angefugte
Fliche S als Teil eines Schnitt:-
zehnecks, aus dem von O aus
vier Zehntel geschnitten sind.
Durch Aufklappung fallen die
finf O in einen Punkt, womit
ein Gestell aus den S er:
richtet ist, an denen Fiinfecke
wie 2 angesetzt sind, mit Aus:
schnitten als Dreiecke 1 und
(3), die, nach O hineingeklappt,
die Schnittzehnecke wieder erganzen. Nur das G gegeniiber:-
liegende Fiinfeck D zeigt die untere Netzseite, die iibrigen
zeigen die obere. In einer seitlichen Liicke sind die Wende:-
strecken 1, 2, 3 und in einer anstof’enden und in einer un-
teren Liicke 4 bis 7, die von O aus geschlossene Ziige bilden;
was tunffach auftritt. Das zu G parallel liegende Zehneck
hat in allen seinen finf Doppelstrecken Wendestrecken, so
dal} es aus 10 Dreiecken zusammengesetzt ist, die fortgesetzt
die Netzseiten wenden. f =— 18, e — 30, k — 60, ¢ — — 12,
h= 15

259




138

Das 66Flach 258 besteht aus 60 Dreiecken, welche drei-
seitige Ecken des Dodekaeders bilden, sowie aus den sechs
Schnittzehnecken. Damit entstehen 20 Zellen, zwischen denen
funfkantige Liicken nach O ein-
dringen. Das Netz 260 hat als
Hauptflichen wieder die fiinf
Teile S der Schnittzehnecke;
daran sind kleine Dreiecke 1 fur
die Ecken angesetzt und grofde
(3) als Ausschnitte, wie auch das
Viereck neben a, wo der Zusam:
menhang zwischen den funf Tei-
len hergestellt ist. Um dieses
Netz zu finden, wurde eine Hilfsflaiche G des vorigen Netzes
verwendet, die entfernt wurde, sobald der Zusammenhang
a gewahlt war. Wendestrecken, in denen Oberseite o und
Unterseite u des Netzes ineinander ubergehen, bilden fiinf
Dreiecke wie 1, 2, 3 in seitlichen Liicken und ein Kantenfiint-
eck bei 4. Diese Liicke zeigt in ihr die entgegengesetzte Netz-
seite, als die Gegenliicke unten, an deren Rand keine Wende-
strecken sind. Es ist hier eigentumlich, daf} aus Liicken oder
uberhaupt Zellen in benachbarter Scheitellage schlieBlich
Gegenzellen entstehen durch die ganze Anordnung am Viel-
flach. Das zum Kantenfiinfeck von 4 parallele Schnittzehneck
enthidlt keine Wendestrecken, weil die 10 an ihm liegenden
Zellen auflen in o und u wechseln, wahrend die iibrigen Zellen

alle o zeigen, so dafd nur an finf mittleren Ecken v ist und an
defi 13 anideren o, f=66,e=50, k=120 ¢ = -4 i =T.

260

9. Dodekaeder, regelmifdiges, zerlegt durch Innendodeka-
eder in einseitiges 72Flach 261 und zweiseitiges 84Flach 262.
Zu jeder Flache des Dodekaeders wird eine parallele Schnitt-
ebene gelegt, welche die anstof’fenden Kanten halbiert. Man
erhalt damit 12 Schnittfinfecke, je mit 5 Doppelstrecken,
welche die Flichen G des Innendodekaeders einschliefien.
Nur d = 30 Schnittgeraden der 12 Ebenen fallen in das In-
nere, weitere 30 gehen auflen durch die Ecken der Schnitt-
tiunfecke, als durch die Mitten der Dodekaederkanten, paral-
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lel zu den dazu senkrechten Kanten und bilden ein Ikosaeder,

aus dessen Flichen die Dodekaederecken herausragen. Die

Flichen des Dodekaeders werden in ein mittleres Fiinfeck,

in fuinf daran stof3ende Dreiecke als Stern und in funf Rau-
261 262

— S

4%

S

72Flach mit Innendedekaeder 84Flach mit Hohldodekaeder
ten in den Ecken geteilt. Die 60 Dreiecke bilden das eine
Scheitelgebiet, das mit den 12 Schnittfiinfecken das 72Flach
ausmacht, und die 12 Fiinfecke und 60 Rauten gehoren zum
84Flach. Im 72Flach™ liegen an den Kanten des Innendodeka-
eders, als an Doppelstrecken 30 gleiche Zellen, namlich
6Flache mit zwei aufleren Dreiecken und mit zwei Trapezen
und zwei Rauten als Teilen der Schnittflachen. Das 72Flach
ist also aus 72 Zellen zusammengesetzt. Zum 84Flach gehort
das Hohldodekaeder, in Scheitellage zu den tibrigen dufleren
Liicken und eingeschlossen von den 12 Mittelzellen, als fiinf-
seitige Pyramidenstumpfe. An diese schlief3en sich an den
Ecken des Dodekaeders 20 von Rauten begrenzte 6Flache
an, so dafd 32 Zellen das 84Flach ausmachen. Das Dodekaeder
wird als im ganzen in 63 Zellen zerlegt: z = 2 (d + 1) + 1.
Ffe=T2 e=00, k= 180, ¢ = —18, Ire= 2l; I'= 84, e= 140,
k=240, c=—16, h=19.

Fir das Netz 263 des 72Flachs sind zwei Schnittfiinfecke
I und II ganz gelassen, so dal} die uibrigen 10 zu teilen sind
in ein Trapez mit T nebst einer Raute. In I liegt die Grund-
fliche G des Innendodekaeders, und an I ist A angefiigt,
woran der Teil einer Schnittfliche ist mit einer unteren Sei-
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tenfliche § des Innendodekaeders. An B liegt T als Ergin-
zung zu einem S. Ferner ist U durch C mit I zu verbinden.
Fiint solcher Flichen umschliefen den unteren Teil des
Innendodekaeders. Die Flachen des oberen Teiles sind wie
V durch D an
[I gesetzt und
passen in die
unteren S, wo-
mit das Innen-
dodekaederein-
geschlossen ist.
An die vor:
springenden
Teile der S kon-
nen die Seitenflichen, wie 4, fur das Mittelstiick zwischen I
und II angefugt werden. Fur die Teile auf3erhalb I und II
werden die Flichen wie an E angesetzt. Aus diesem Netz
entstehen die Wendestrecken 1 bis 4, die, weitergefiihrt, zu-
sammenhangend um das 72Flach 261 sich schlieffen. Zudem
bilden 5 bis 8 noch ein angefiigtes Trapez, fuinfmal. Von den
Wendestrecken sind 2, 3 und 7, 8 auf Doppelstrecken. Auf3er-
dem sind die oberste und unterste Liicke je von finf Wende-
strecken wie 9 eingefafdt. Die tunf unter I liegenden Zellen
zeigen o, die Uber II zeigen u. Am Mittelteil zeigen die unter-
sten Zellen u, wie A und B, alle librigen 0. Wo Zellen gleicher
Netzseite in Ecken zusammensto-
len, finden sich Endpunkte von
Wendestrecken. Jede der 30 Aufden:
zellen ist an zwei Sternen beteiligt,
welche die 12 funfseitigen Mittel-
licken einschliel3en.

Das Netz 264 des 84Flachs ent-
halt entsprechend dem vorigen I mit
G des Hohldodekaeders, und mit I
ist durch A4 ein § verbunden wie auch
T. An II ist B mit V, die in d an
das zugehorige Trapez anschlieffen. Die Zellen auf’erhalb 1
und II entstehen aus C und T, und angesetzten Rauten, die

263

264
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T, erganzen. Bei der Aufklappung entstehen keine Wende:
strecken, so daf} dieses 84Flach eigentiimlicherweise zwei-
seitig wird. Dies erklart sich, da alle Mittelzellen mit den
Fintecken A oder B die Unterseite u des Netzes zeigen und
die Uibrigen Zellen mit Rauten C die Oberseite o. Diese Zel-
len mit C stofen also o an o, aber in einer Ecke, nach der
keine Doppelstrecke geht, weil die hier durchgehende Schnitt-
gerade hinausfallt. Eine solche Ecke gilt also fur zwei Ecken
von zwei in ihr zusammenstof3enden Zellen. Die 12 Mittel-
finfecke bilden daher ein durch die Rauten abgeschlossenes
Untergebiet und ebenso die 60 Rauten fiir sich, da sie an die-
sen Ecken nicht zusammenhingen.

10. Dodekaeder, regelmafiiges, zerlegt in 84Flach und 132-
Flach 265, beide einseitig. Die zu den Flichen des Dodeka-
eders parallelen Ebenen E
werden Uber die Mitten der
anstoflenden Kanten hinaus
geschoben, bis von diesen
noch ein Viertel abgeschnit-
ten wird. In jeder der Fla:
chen entsteht damit in der
Mitte ein Fiinfeck 4 mit in
einem Stern angeordneten
fiunf anstoBenden Dreiecken
B, von deren Spitzen noch
tint Vierecke C nach den
Ecken gehen, so daf} dazwi-
schen noch fiunf seitliche
Finftecke D bleiben. Jedes
Dodekaederfiinfeck ist also in 16 Flachen geteilt. Aus den A
und D samt den 12 Schnittebenen wird das 84Flach gebildet
und aus den B und C ebenso das 132Flach. Im Schnittfiint-
eck E entstehen durch die Schnittebenen E; parallel zu den
anstof3enden Fliachen fiint Schnittgerade a, die ein inneres
Fiunfeck mit Ecken O einschlieffen und durch die E, parallel
zu den nachsten Flichen weitere funf Schnittgerade b, die je
durch zwei Schnittpunkte O, der a gehen 269. Damit fallen

84Flach und 132Flach
mit Innen: und Hohldodekaeder
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266

Stern der Innenvierflache
und 8Flach

d = 60 Doppelstrecken ins In:
nere des Dodekaeders. Diese
12 Ebenen schlief3en das Innen-
dodekaeder ein mit seinen
Kanten auf den 30 a und den
20 Ecken in den O. Uber des:-
sen Flachen stehen Innen:
pyramiden, mit ihren Spitzen
in den O,, durch welche 10
Doppelstrecken gehen: 5 a und
5 b, mit jenen anliegenden In-
nenvielflachen 266.

Das 84Flach hat das Innendodekaeder als innere Zelle, so
dal} die Innenpyramiden zu Liicken werden, eingeschlossen
von funf Innenvierflachen als Zellen. An deren Kanten sto-
flen 8Flache, nach zwei Flichen D sich erstreckend, und
zwischen diesen sind Pyramiden von A und O,, in Spitzen:

scheitellage zu den Innenpyramiden. Das
84Flach hat also auf’er dem Innendodekaeder
noch 30 Innenvierflache als Zellen und 30
Zellen mit D und 12 Zellen mit A, zusammen
73 Zellen. Das 132Flack, um das Hohldode:-
kaeder, hat die 12 Innenpyramiden als Zellen

267

und daran anstoflend 20 9Flache C 267, zwi- Innenpyramide

schen denen 60 Vierflache B eingesetzt sind,

und 9Flach

so dafd 92 Zellen entstehen. Das Dodekaeder wird also zu-
sammen in 165 Zellen zerlegt, darunter 42 Innenzellen.

268

In 268 ist ein kleiner Teil des
Netzes des 84Flachs gezeichnet. An
ein Schnittfiinfeck E ist A anges-
setzt, und daran folgen Teile von
E,, welche eine Innenpyramide ein-
schlieflfen. Dann sind Fiinfecke wie
D angefugt fur Teile von E,. Als
Wendestrecken entstehen 1 bis 8§,
so daf} das 84Flach einseitig wird.

Wegen der inneren Zellen kann dieses Vielflach nicht aus
einem Netz aufgeklappt werden.
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Fur das Netz 269 ist an das Schnittfinfeck E durch B
ein Teil von E, angefiigt, der an ein a zu klappen ist, wahrend
E, an ein b kommt. Die Wende:- 269
strecken fallen in Kanten 1, 2
und in Doppelstrecken 3, 4. Zu
einer einfachen, iibersichtlichen
Darstellung verfertigt man Mo-
delle einzelner Zellen wie 266
und 267. Uber E allein kommen
dann zusammen 46 Zellen, von
denen 21 zum 84Flach gehoren,
wahrend die ubrigen dessen
Liicken ausfiillen. f = 84, e = 180, k = 330, ¢ = — 066;
f =132, e = 150, k = 360, c = — 78. :

11. Dodekaeder, zerlegt in zwei einseitige 72Flache 270.
Die Schnittebenen parallel zu den Flichen sind so gelegt,
daB die Spuren durch die Mitte O, der anliegenden Fiinf-
ecke gehen, so dal} diese
von O; aus in funf Dreiecke
D und funf Vierecke C zer:
legt werden. In dem Schnitt-
finfeck E einer solchen
Ebene entstehen je fiint
Schnittgerade a und b, mit
den iibrigen Ebenen. Die a
schlieffen ein Filinfeck G
des Innendodekaeders ein,
iiber dem eine Innenpyra-
mide nach O, geht, und die
b verbinden Spitzen O, un-

79Flach zu 72Flach tereinander, wodurch an die
Seitenflichen dieser Pyra-

mide anliegende Innenvierflache bestimmt sind. In O, fal-
len die Flachen A4 und B des vorigen Falles in einen Punkt
zusammen. Daher miissen die Netze anders hergestellt wer-
den. Man geht 271 von G aus, woran der Teil E, angesetzt
wird, als Trapez mit D. An x wird eine weitere Seitenfliche
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der Innenpyramide angesetzt mit F, was die Wendestrecke
1 in E in einer Doppelstrecke ergibt, so daf3 dieses 72Flach
einseitig wird, wobei Zellen D gleicher
Netzseite zusammenstoflen. Da die Zelle
D in Scheitellage ist zum Innenvierflach,
wird die Innenpyramide zur Liicke und da-
mit das Innendodekaeder zur Zelle. An
deren Kanten stofen die 30 Innenvierflache
an und an diese die Zellen D, so dafd mit
dem Innendodekaeder 61 Zellen vorhanden
gind. f—72, e =72 k=130, e = —06, h==9. Das 72Flach
mit den 20 Zellen C als 9Flache hat dazwischen die 12 Innen-
pyvramiden, welche das Hohldodeka-
eder einschlief3en. Es bestehen nur noch
32 Zellen, da vom 132Flach 60 Zellen
B verschwunden sind in O,. f = 72,
e=92 k=180, c=— 16, h=19. Das
ganze Dodekaeder ist also in 93 Zellen
zerlegt. Im Netz 272 ist wieder E, an
G gesetzt und daran C, und E, bildet
die Wendestrecke 1 als Doppelstrecke. Die zusammenstof3en:
den Zellen C zeigen gleiche Netzseite, was FEinseitigkeit
anzeigt.

271

272

12. Ikosaeder, regelmaldiges, zer:
legt 273 in 90Flach und 130Flach, beide
einseitig. Die 10 Schnittebenen gehen
durch die Mitte O des Ikosaeders,
parallel zu dessen Flachen, und schnei-
den gleichseitige Zwolfecke heraus,
mit den grofleren, fast flachen Win-
keln an den Kantenmitten, wie 1, 2
274. Ein Schnittzwolfeck enthilt neun

Ikosaeder Doppelstrecken. Jedes Dreieck des

zerlegt in 90Flach Ikosaeders wird in ein inneres Sechs:
time. TE0Plaeh eck D mit drei Scheitelvierecken und

in sechs Dreiecke geteilt. Die Sechsecke und Vierecke ge-
horen zum 90Flach, die Dreiecke zum 130Flach. Das 90Flach




145

hat 32 Zellen, das 130Flach 60 Zellen, zusammen 92 Zellen,
z=2(d + 1) fur d = 45. Fur das Netz 274 des 90Flachs
setzt man an ein Sechseck G die an- 274
stoflenden Schnittzwolfecke § mit e
Ausschnitten zweier Art, je nach den LA
Ecken von G. Durch Autklappung
verschrianken sich die §, indem ihre
Mitten O zusammenfallen, und sie bil:
den ein Gertst, an dem die anderen
Flachen anzusetzen sind, was so ge:-
schehen kann, daf?® G und die drei in
Ecken anstoflienden Fliachen u zeigen, wie auch die drei Fla-
chen, die an D, gegeniiber G, anstoflen, wiahrend D und die
ubrigen 12 Seitenflaichen o zeigen, womit 18 Ecken entstehen,
in denen je zwei Sechsecke wie D mit ungleichen Netzseiten
zusammenstof3en, so daf’ noch 12 Ecken bleiben, an denen
dies mit gleichen Netzseiten geschieht. Von diesen 12 Ecken
gehen Wendestrecken auf Doppelstrecken nach O. Von den
auflen liegenden Wendestrecken sind 1, 2, 5 an Sechsecken
und 3, 6, 10 an Vierecken um Ikosaederecken, von denen die
drei um G die Netzseite o zeigen und die ubrigen u. Diese
60 Vierecke stof’en in 18 Ecken in gleicher Netzseite mit
Sechsecken zusammen, wodurch ebenfalls deren Doppel:
strecken zu Wendestrecken werden an Ausschnitten wie S,
und §,, welche S zu Zwoltecken erginzen.
Um das Netz 275 fir das 130Flach zu erhalten, beginnt
man wie 274 mit G, worauf aber ein anderer Zusammenhang
275 zwischen §; und §; gesucht werden
mufd, da G wegzulassen ist. Mittelst
Dreiecken konnen S; und S; durch
einen Ausschnitt T zum Netz verbun-
den werden, wie auch S, durch U,
auch durch einen Ausschnitt aus einem
Schnittzwolfeck. An Stelle von G und
' D treten dann Gegenlucken, an Kan-
tensechsecken mit Wendestrecken 1 bis 6 und 7 bis 12. Die
Liicke fiir G zeigt u und die von D zeigt o, so daf} die Drei-
ecke an ihren Kanten die entgdegengesetzte Netzseite zeigen.

10
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Die weiter anstof3enden Dreiecke wechseln in den Netz:
aseiten. T= 90 e==162 k=300, o=~—48, h==51; Ff= 130,
e=180. k= 30. &= — 2, b = 23,

13. Ikosaeder, regelmaifliges, zerlegt in 140Flach und 160=
Flach 276 mit Innenikosaeder. Zu jeder Flache des Ikosa-
eders wird eine parallele Schnittebene E gelegt, welche die
drei in Seiten anstoflenden Dreiecke in
Mittelparallelen schneidet. Dabei wer:
den noch die sechs je zu zweien in den
Ecken anstoflenden Flichen auch von E
geschnitten, so daf} ein Neuneck ent:
steht 277. E wird von 18 anderen solchen
Ebenen geschnitten, namlich von den
drei E,, parallel zu den anstof3enden
Dreiecken, in drei 4 und von den E,,
parallel zu den sechs in Ecken anstof3en-

160Flach und 140Flach den Flachen, in sechs b als Doppel:
mit Innen: und strecken. Die nichsten Schnittgeraden

Rk IS etE T als sechs ¢ gehen durch Ecken des Neun-
ecks, und weitere drei d fallen auf’erhalb. Im Ikosaeder drin
liegen damit in den 20 Schnittneunecken 90 Doppelstrecken.
Auflerhalb fallen 100 Schnittgerade, davon 10 ins Unendliche.
Die a umschlieflen Dreiecke des
Innenikosaeders, mit Ecken O.
Die b treffen sich in O, als Spit-
zen von Innenpyramiden. Jedes
Dreieck des Ikosaeders wird von
neun Ebenen geschnitten, und es
entstehen dadurch 13 Teile: ein
Dreieck A, sechs Dreiecke B,
drei Dreiecke C und drei Vier-
ecke D. Die A und B gehoren
zum 160Flach, die C und D zum
140Flach. An diese Flachen
schlief3en sich die daufleren Zellen an: 20 Zellen 4 und 60 Zel-
len B sowie 60 Zellen C und 12 Zellen D. Auflerdem bestehen
noch Innenzellen, namlich 20 Innenpyramiden uber den Fla-

276
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chen des Innenikosaeders und 30 Innensechsflache, an dessen
Kanten, je zwischen zweilnnenpyramiden,an diese anliegend;
dies gibt samt dem Innenikosaeder zusammen 203 Zellen.

Das 160Flach hat 111 Zellen, namlich das Innenikosaeder,
dann an dessen Kanten die 30 Innensechsilache, ferner die
20 Zellen A als dreiseitige Pyramiden und die 60 Zellen B
als 5Flache. Dabei liegen unter den Zellen A die 30 Hohl-
pyramiden in den Verlangerungen von deren drei Kanten,
also in Spitzenscheitellage. Die aufleren Liicken C sind in
Kantenscheitellage zu den damit als Liicken zdhlenden Hohl-
pyramiden. Von den D aus gehen aufdere fiinfkantige Liicken
hinein zu den Ecken des Innenikosaeders, dazu in Ecken-
scheitellage, je umgeben von funf Zellen B. f = 160, e = 150,
k=0, g==— 5 h =53

Das 140Flach hat 92 Zellen, namlich 20 Innenpyramiden,
welche das Hohlikosaeder einschlief’en, 12 10Flache D wie
Kreisel und 60 Zellen C als 6Flache, welche zu finfen die
D umgeben. Zum Hohlikosaeder sind die Innensechsflache
Licken in Kantenscheitellage; sie reichen bis an die Ecken
der Dreiecke 4. In diesen Ecken der A findet zweifache
Scheitellage statt, einmal zwischen 4 und B, weil die Spur
der Schnittebene von einer Seite von A auf eine solche von
B iibergeht und dann zwischen den C. In einer Ecke von A4
endigen zwei Doppelstrecken b, und aufierdem geht noch eine
aullere Schnittgerade ¢ durch. f = 140, e = 162, k = 360,
== 58, h = 6l.

Im Netz 278 des 160Flachs sind an einen Teil S eines
Schnittneunecks Dreiecke B angesetzt und an diese §;, S, und
S; als Teile anderer Schnittneunecke. Dar-
aus ergeben sich bei der Autklappung
Wendestrecken 1 als Kante, 2 und 3 als
Stiicke von Doppelstrecken, als Anfang
eines Zuges um A herum. Die obere Zelle
A zeigt o, die drei seitlichen zeigen u, wih-
rend die Zellen B darin abwechseln. Doch
lassen sich diese Netze nicht vervollstan-
digen, da wegen der Innenzellen einzelne Fliachen keinen Zu-
sammenhang erhalten. Man kann sich mit zwei Netzen z. B.

278
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279 fiir den Teil uber E behelfen, indem
man an dem einen die Schnitte durch
a und am anderen die durch b ansetzt
und die beiden Aufklappungen inein-
ander gesetzt denkt. Man bestimmt
damit einen Kranz von Wendestrek-
ken an Kanten von B um A herum.
Aus dem Netz 279 ergeben sich dagegen keine Wendestrecken
fiir das 140Flach.

Anhang. Mit Verkleinerung des Innenikosa-
eders durch Verschiebung der Schnittebenen
rucken weitere Schnittgeraden in das Schnittneun-
eck. Durch die Teilung der Ikosaederdreiecke ° .

281 nach 280 erhilt man 320Flach und 160Flach,
mit dem Schnittneuneck 281. Nach 282 ent:
stehen 320Flach und 220Flach, wobei auch der
Spurpunkt D in das Dreieck fillt und d in
das Neuneck 283. Eine Vereinfachung tritt
ein, wenn die Ebenen durch P 284 und 285
gehen, als Mitte des Dreiecks, wodurch 200-
Flach und 140Flach entstehen.

282 283 284 285

In den Schnittflichen 283 und 285 fallen je 18 Doppel:
strecken in das Innere des Neunecks, namlich 3a, 6 b, 6¢
und 3 d, so dald nur noch die 10 Doppelstrecken im Unend:-
lichen darin fehlen. Dadurch entsteht die grofite Zahl von
inneren Flachenteilen zur Bildung der Innenzellen.
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XVIIL Reihe mit Innen= und Hohlpyramide

Zu den Flichen einer Pyramide werden in gleichem Ab:-
stand parallele Schnittebenen gelegt, welche miteinander eine
Innenpyramide einschliefen. Die Schnittebenen zerlegen die
Pyramide in Zellen, welche zwei Vielflache je aus den in
Doppelstrecken zusammenstoBBenden Scheitelzellen bilden.
Das eine Teilvieltlach enthilt die Innenpyramide als Zelle,
das andere aber als Liicke, wobei sie als Hohlpyramide auf-
zufassen ist infolge der Einlagerung des Vielflaches in den
Raum.

1. Eine quadratische Pyramide wird auf diese Weise in
ein 25Flach und ein 26Flach zerlegt, die beide einseitig wer-
den. Die fiunf Schnittebenen ergeben d = 10
Doppelstrecken und schlieffen die Innenpyra-
mide, mit der Grundfliche A, ein 286. Ihre
Kanten liegen in acht Doppelstrecken; aufler-
dem bestehen noch zwei Doppelstrecken, die
durch deren Spitze O gehen parallel zur
Grundfliche. Daher ist O als sechsfacher
Punkt zu rechnen, wiahrend die Ecken von A4
dreifache Punkte sind. Die urspriingliche

Pyramide zerfillt in 23 Zellen, von denen 10 ?f’l}‘s;:n
Zellen das 25Flach bilden, welches die Spitze n;yramide'

tiber C beibehilt, wahrend die uibrigen 13 Zel:
len das 26Flach 287 ausmachen, das oben
bei 1 eine vierseitige Liicke hat.

Nimmt man vorerst die Innenpyramide
als Zelle, so sind im 25Flach uber ihren
acht Kanten Scheitelzellen, von denen vier
Zellen mit Trapezen wie B iiber Seiten:
kanten liegen und vier Zellen mit Recht-

__26Flach ecken neben A an Grundkanten, wozu
mit Hohlpyramide 1, die Zelle mit C an der Spitze kommt,
die zwischen den Verlingerungen der Seitenkanten der
Innenpyramide liegt, also zu dieser in Punktscheitellage ist,
im Gegensatz zu der gewohnlichen Kantenscheitellage, in
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welcher diese Zelle C zu den Seitenzellen wie B liegt. Dieses
25Flach hat auf3en 12 Trapeze in den Seitenflichen, vier Drei-
ecke an der Spitze bei C und vier Rechtecke unten in der
Grundflache. Dazu kommen noch die funf Schnittflichen,
namlich vier Trapeze und ein Quadrat, die je vier Doppel:
strecken enthalten, in denen sie einander durchdringen.
Zwischen den 10 Zellen sind 13 Liicken: davon finf Liicken
tber den Flachen der Innenpyramide, vier Liicken an deren
Grundecken von A und noch vier Liicken unter der Okta:
ederzelle an der Spitze, weil durch diese noch zwei Doppel-
strecken gehen. .

Das Netz 288 des 25Flachs F, laf3t sich um die Grund:
fliche A der Innenpyramide regelmaflig anordnen, wie fir
ein Viertel gezeichnet ist. An A wers-
den vier Dreiecke, wie das mit O, an-
gesetzt, die aufgeklappt die Spitze O
der Innenpyramide ergeben. An diese
Dreiecke mit O sind Trapeze wie B
.. angesetzt fiir die Seitenkantenzelle
) /\> und daran Rechtecke, wie das mit 8,

N \/ welche um A angefiigt die qua-
™,  dratische Schnittfliche zusammen:-
setzen. Dazu kommen in x die Fla-
chen der unteren Zellen und das Trapez mit 4 als unterster
Teil der seitlichen Schnitt-Trapeze. Durch die Aufklappung
wird 8 zur Doppelwendestrecke, indem in ihr beide Schnitt-
ebenen, namlich die zur Grundfliche und die zu einer Seiten-
flache parallele, die Netzseite wenden. Daran anstof’end ent-
stehen noch einfache Wendestrecken 4 bis 7, die eine Raute
bilden. Auflerdem entstehen noch an den oberen Liicken die
Wendestrecken wie 1, 2, 3. Alle diese Wendestrecken treten
viermal auf, so dafd 32 Wendestrecken bestehen, darunter vier
Doppelwendestrecken, flir dieses einseitige 25Flach. f = 25,
e=233, k=64, c=—6,also h=0.

Fir das Ergianzungsvielflach dazu, tiir das 26Flach F,, wer:
den die Zellen des 25Flachs zu Liicken, so daf3} die Innen:-
pyramide als innere Liicke zur Hohlpyramide wird, die von
finf Zellen tiber ihren Flichen eingeschlossen wird, namlich

288
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von einem Pyramidenstumpf unter A und von dreiseitigen
Prismen mit D iiber den Seitenflichen. Zudem sind an den
Ecken von A vier Sechsflache mit Rauten, und uber der
Spitze sind vier Tetraederzellen,
welche die vierkantige Liicke bei
1 einschlief3en. Fir das Netz 289
dieses 26Ilachs ist von den Tra-
pezen, als den vier Schnittflichen,
der untere Teil mit O, unter A
. abgeschnitten, so daf} der Teil
mit O bleibt, nachdem langs
Doppelstrecken der Einschnitt nach O herausgenommen
wurde. Diese Teile mit O vierfach um A4 angesetzt und auf-
geklappt, geben bei O verschrinkt ein Geriiste fiir das
26Flach, an welchem die anderen Flichen angesetzt werden
konnen, wie 289 an einem Viertel zeigt. Das Trapez mit O,
kommt dann wieder unter den Teil mit O mit gleicher Netz-
seite, und daran schlief3t sich G als inneres Quadrat in der
Grundflache. Die Wendestrecken 1 bis 4 bilden das oberste
Kantenquadrat an der Lucke, so daf} ein sehr hiibscher ein-
tacher Fall fiir die Mobiusbédnder eintritt. Die vier Eckzellen
an G und die vier obersten Zellen, wie die an 1, zeigen alle
die Oberseite des Netzes, wahrend die Grundzelle tiber G
und die vier Seitenzellen wie D die Unterseite zeigen. Die
Hohlpyramide hat innen die Oberseite des Netzes. Die zu-
sammenstoflenden Zellen wechseln also an den Doppel-
strecken ihre Netzseiten, und nur die obersten vier Tetra-
ederzellen sind mit gleichen Netzseiten benachbart, was die
Wendestrecken 1 bis 4 zur Folge hat, an denen die Netz:-
unterseite in der oberen Liicke tibergeht in die Netzober:-
seite aullen an diesen Zellen. f = 26, e = 36, k = 64, also
e = — 2 oder h = 5.

Dabei sind Kanten und Ecken der Hohlpyramide nicht
mitgezahlt; sie sind als Doppelstrecken und mehrtache
Punkte besonders beschrieben, ebenso sind die Flichen
daran nicht als die der Hohlpyramide gezihlt, sondern als
die Schnittebenen, die daruber hinaus bis an die Kanten der
ganzen Vielflache reichen. Die Innenpyramide oder Hohl:

289
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pyramide entsteht als Folge der Einlagerung der Vielflache in
den Raum, ihre Elemente sind im Netz nicht wesentlich.
Aber im Raum erscheint sie doch als Zelle oder Liicke. Erst
wenn aus dem Netz das Vielflach im Raum dargestellt wer-
den soll, miissen die Doppelstrecken beriicksichtigt werden,
um die Durchdringungen ausfithren zu konnen; erst dadurch
ergibt sich die Eintragung der mehrfachen Elemente als
notig, unter dem Zwang der wirklichen Ausfiihrung der Kon-
struktion. Dieser Zwang fithrt damit zu neuen Erkennt:
nissen.

Nach den Grundsitzen der Anordnung der Scheitelzellen
ergeben sich umgekehrt aus raumlichen Beziehungen die
flachenhaften nach Einseitigkeit und Zweiseitigkeit in den
Vieltlachen.

290 2. Fiinfseitige Pyramide, zerlegt
in 36Flach und 37Flach, beide ein-
seitig 290. Von den sechs Schnitt:-
ebenen schneidet diejenige parallel
zur Grundfliche G ein regelmafi-
ges Fiinfeck heraus, in welchem von
Doppelstrecken eingeschlossen die
Grundtliche A der Innenpyramide
liegt. Die ubrigen fiintf Ebenen, pa-
rallel zu den Seitenflichen, ergeben
A4 Finfecke E 291, die auch je finf
A Doppelstrecken  enthalten. Die
£\ g Kanten der Innenpyramide liegen

g _ damit in 10 Doppelstrecken. Aufler-
"""" dem gehen noch fiunf Doppelstrek-
36Flach F, ken P P, durch die Spitze S der In-

mit Innenpyramide nenpyramide. Die urspriingliche
Sklach B ganze Pyramide wird in 33 Zellen

mit Hohlpyramide ‘
n=>5 geteilt, von denen 16 Zellen zu F,,

ohne die an der Spitze, gehoren und
17 Zellen zu F,, mit der Spitze. F; hat die Innenpyramide als
Zelle und dazu tiber deren Kanten 10 Scheitelzellen und zwar
finf an den Grundkanten und fiinf an den Seitenkanten.
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Auflerdem hat F; noch fiinf Zellen uiber deren Spitze S, wo
sie die obere Liicke einschlie3en. An Stelle dieser Liicke hat
F, die Zelle der Spitze der urspriinglichen Pyra-

mide und darunter an S noch funf Zellen, unter
denen die funf seitlichen Zellen liegen, welche die
Hohlpyramide einschlief3en. Diese ist unten noch
abgeschlossen durch die Fliche A der Grundzelle,
an welche noch funt Eckzellen anstofden.

Fir das Netz 292 des 36Flachs F, sind die

291

Schnittflichen 291 E in die Teile E,, E,, E;, E, und

292

E, zerlegt, welche samt den ubrigen Fla-
chen sich regelmaflig um A anordnen
lassen. Durch die Autklappung entstehen
einfache Wendestrecken, wie 1 bis 4, und
Doppelwendestrecken, wie 5, an allen
Grundkanten der Innenpyramide, in denen
sowohl die Schnittebene von A als auch
die seitlichen Schnittebenen ihre Netzsei-
ten wenden. Im Netz 293 des 37Flachs F,
bildet E, den Hauptteil der durch die Sei-
tenflichen der Innenpyvramide gehenden

Schnittflichen, der durch E,, E; und E, zu

E erginzt wird. Durch die
Autklappung entstehen am
37Flach nur oben Wende:-
strecken, wie an der Kante
6 290, an deren Enden noch
7 und 8 als Wendestrecken
auf nach § gehenden Dop-
pelstreckenanschlief3en. Nur
die Zelle an der Spitze
zeigt namlich die gleiche
Netzseite wie ihre anstoflen:-
den oberen Seitenzellen,
wahrend im ubrigen an die-

293

sem 37Flach je zwei zusammenstofiende Zellen verschiedene
Netzseiten weisen, wobei keine Wendestrecken auftreten.
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3. Zur Verallgemeinerung sind zum vorigen Fall n

5

noch die fur 6, 7, 8 gezeichnet in 294, 295 und 296. Daraus
ergeben sich die folgenden Formeln fiir ganze Zahlen n zu
den in den Tabellen enthaltenen Werten.

1. F; mit Innenpyramide,

294

295

=

I. n ungerade.

2. F, mit Hohlpyramide,

ohne Spitze mit Spitze
fi =@M + 1) (n+9n+4)
g, = f® 1~ N e_>:_n + 6n + 1
ki = (bn® -+ 13n):2 k, = 2n® + 10n
o= 2= n—m) 2 =10 Fn—n"y2
hy=(n*—n-+4):2 hy,= (n>— n) : 2
Nh=2n+ 1 Ah,=2n +1
By fig =2
il fi e Rk i 1 o3 f2 e2 ks | C2 he
3| 16 24 42 ‘ 5 20 28 48 ) 0 3
5 36 50 95 — 9 12 37 56 100 — 7 10
7 64 84 168 —20 23 58 92 168 1 —18 21
— 3 ist ausgefiihrt beim Tetraeder
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II. n gerade. 296

1. F; mit Innenpyramide, |
mit Spitze f_u;«
o= (n + 1)° i

g == f* -1~ 4n - 1
k, =
ag=14-—n");2
hy =

A h, = 2n +

2. F, mit Hohlpyramide,
ohne Spitze
fo = (n* + 8n + 4) : 2

M s
HBEEcEw

=

G, = B® + 3n '
coc=#l—+2n—n?»:2
hy= (n* —2n + 2) : 2 n=8

5 hy = 2n

fy — By = R

| n | fi en k i 1 I8 i f2 2 ke 2 hs
4 25 33 64 —6 9 | 2% 36 64 2 5
6 | 49 61 126  —16 19 i 44 66 120 —10 13
8 8 97 208 | —30 33 ‘ 66 104 192 —922 925

4. Um den Grenzfall zu erhalten, sei festgesetzt, daf} die
Seiten des regelmifdigen Vielecks der Grundflache der Pyra-
mide in bestimmtem Verhiltnis geteilt werden, z. B. in drei
gleiche Teile, womit durch Parallele durch die Teilpunkte zu
den benachbarten Seiten ein inneres Vieleck erhalten wird,
shnlich zur Grundfliche, und womit die Lage der Schnitt-
ebenen bestimmt ist, als parallel zu den Seitenflichen der
Pyramide. Fiir wachsendes n riickt dieses innere Vieleck
immer naher an das duflere und geht schliefdlich mit diesem
in den namlichen Kreis iber, wobei aber nur der innere Kreis
eine stetige Linie ist, wiahrend der auf’ere Kreis fﬂjr die bei-
den Teilvielflache einzeln je punktweise unterbrochen ist
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durch die Liicken. Doch bleibt bei Annahme irgendeines
Punktes auf diesem Kreis unbestimmt, ob er zu F, oder F,
gehort. Von diesem Kreis erstrecken sich zwei Kegelmantel:
flachen, wobei wieder die innere dicht ist, wahrend die duflere
in zwei Scheitelgebiete von Flachenelementen als Dreiecke
und Vierecke zerfillt und damit als einzeln fiir F, oder F,
gelockert und nicht dicht ist. Die Innenpyramide von F,
wird ein voller, dichter Kegel, und die Hohlpyramide von F,
ein mit dichtem Mantel abgeschlossener Hohlkegel. Beim
Ubergang zu lim n — o laf3t man die ungeraden Zahlen fir
sich durchlaufen und ebenso die geraden, um den fortwah:-
renden Wechsel der Spitze mit Liicke zu vermeiden und die
Annaherung zum Kegel von einer Seite her zu erhalten. Die
Annaherung ist aber unstetig, entsprechend der Reihe der
ganzen Zahlen.

E. Hohlzellenpolyeder
ohne Doppelstredken

Nachdem in den vorhergehenden Abschnitten durch die
Doppelstrecken der Schnittebenen die hohen Zusammen:-
hangszahlen erreicht wurden, konnen diese auch erzielt wer-
den durch Zellen mit einer durchgehenden Hohlung, wobei
Doppelstrecken fehlen. An Stelle der Trennung der ein-
zelnen Zellen durch Doppelstrecken tritt ein mehrtacher Zu-
sammenhang der Flaichen und der von ihnen umschlossenen
Raumteile um die einzelnen Locher der Zellen. Dabei ent:
stehen zweiseitige Roste. Doch kann auch eine besondere
Art von einseitigem Rost gebildet werden, wobei aber die
Locher sich je in einem Punkte schlief3en, der die Durchdrin-
gung vertritt.

XIX. Hohlblodk, Henkel und Roste

An einem Prismenmantel verbindet man seine beiden
Rander durch Flachen nach innen in gleichem Sinn, wodurch
ein zweiseitiger Hohlblock entsteht, entsprechend dem Torus,
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oder man verbindet in gewendetem Sinn, so dal} ein einseiti-
ger Block entsteht, wie der Kleinsche Schlauch.

Beide Fille lassen sich zugleich am einfachsten am Wiir-
fel zeigen, von dem man nur vier seiner Flichen nimmt als
Prismenmantel. Zuerst wird jede der oberen Randstrecken
mit der darunter liegenden unteren durch
zwei Trapeze verbunden, so daf} 8 Tra-
peze entstehen, die nach einem Quadrat
im Innern des Wiirfels gehen. Diese 8
Trapeze bilden mit den 4 Quadraten des
Wiirfelmantels als 12Flach 297 einen zwei-
seitigen Hohlblock. f =12, e =12, k = |
24, ¢ = 0, h = 3. Jede Wiirfelfliche bil: =
det mit den beiden anstoflenden Trape:
zen ein zweiseitiges Band, das nun durch ein einseitiges zu
ersetzen ist, indem man eine obere Randkante mit der gegen-
Uberliegenden unteren durch eine Diagonalfliche des Wiirfels
verbindet. Dann bildet dieses Rechteck mit dem Prismen:
mantel ein Mobiusband. Alle vier solcher Diagonalflichen
zwischen den beiden Riandern des Wiurfelmantels schlieffen

298 zwei Pyramidentrichter ein nach der
Wiirfelmitte. Man erhilt damit ein ein=

35 | seitiges 8Flach 298. Von den gelegten
s g Diagonalflachen gehoren aber jeweils nur
o zwei gegeniiberliegende Dreiecke in
L Scheitellage zusammen als eine Flache
zum 8Flach, indem von jedem Rechteck
die zwei seitlichen Dreiecke wegfallen.
=8 e=8 k= 16 c={. h=3 Dle
Wiirfeldiagonalen zihlen als Kan-
ten; es fehlen niamlich Doppel:
strecken,und die Durchdringung be-
steht nur aus dem Schnittpunkt O
der vier Diagonalen.

297

Hohlblock

ud

Einseitiges 8Flach

Im Netz 299 dieses einseitigen
8Flachs konnen aber die in O
zusammenhingenden gegeniiberlie:
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genden Dreiecke nicht als solche allein verwendet werden;
man mufd, um den Zusammenhang herstellen zu konnen, noch
eines der seitlichen Dreiecke belassen. Aus den Rechtecken
der Diagonalflichen wird daher je nur eines der seitlichen
Dreiecke herausgeschnitten, wie oben links 299. Bei der
Aufklappung dieses Netzes verschrinken sich dann diese
Ausschnitte, und das Modell 298 schlief3t sich in den
Wendestrecken 1—4, an denen die eine Netzseite
mit der anderen zusammenstof3t zu deren Uber:
ii sang fiir die Entstehung der Einseitigkeit. Damit
erhalten der Wirfelmantel auflen und der eine
Trichter die eine Netzseite, wiahrend der andere
Trichter die andere Netzseite zeigt. Das Netz die-
ses einseitigen Hohlblockes kann auch nach 300
zusammengesetzt werden. Dann zeigt sich aber
auflen uberall die namliche Netzseite; es fehlen Wende:-
strecken, und an ihre Stelle tritt einzig O als vierfacher
Wendepunkt. Also findet die Wendung der Netzseiten in:
nert der Fliache zweier in O zusammenstof3ender Dreiecke
statt. Daher kann dieser einseitige Hohlblock auch als 12Flach
gezahlt werden: f = 12, e = 8, k = 20, wobei O nicht als
Ecke zihlt, sondern als letzter Rest der Durchdringung be-
steht, infolge der Einlagerung des Netzes in den Raum.

300

o,

Der zweiseitige Hohlblock 143t sich fiir beliebige n seitige
Prismen bilden: f = 3n, e = 3n, kK = 6n. Er hat die kleinste
Flachenzahl als 9Flach, entstanden aus dem dreiseitigen
Prisma fiir n = 3.

Der einseitige Hohlblock entsteht in der beschriebenen
Weise nur fir gerades n > 3, mit f = 2n, e = 2n, k = 4n,
nach dem ersten Fall oder ohne Wendestrecken, nur mit O
als Wendepunkt der Netzseiten mit f = 3n, e = 2n, k = 5n.
Im Grenzfall entsteht daraus der Mantel eines Kreiszylinders
mit eingefliigtem Kegel als Doppeltrichter, dessen Spitze
Durchdringungspunkt fiir diese einseitige Flache ist. Dadurch
ist der einseitige Schlauch® in sehr einfacher Weise ersetzt.

Durch Weglassung einer der Wiirfelflaichen erhilt man
aus einem Hohlblock einen Henkel,” wieder zwei- oder ein-
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seitig. Von dem an Stelle des weggdelassenen Quadrates ent-
standenen Loche geht ein zusammenhingender Raumteil um
den Hohlteil des Blockes, beim einseitigden Henkel bis an
den vierfachen Punkt O reichend. Durch Aufsetzung dieser
Henkel auf konvexe Polyeder entstehen Vielflache zunehmen-
der Zusammenhangszahl.

Ein Wiirfel, an welchem eine seiner Flachen ersetzt wird
durch einen angepafdten zweiseitigen Henkel von 297, ergibt
ein 14Flach: f = 14, e = 16, k = 30, ¢ = 0. Entsprechend
entsteht aus einem Wiirtel mit einem angesetzten einseitigen
Henkel von 298 ein 10Flach: f — 10, e — 12, k = 24, ¢ = 0.

Allgemein entstehen aus einem n seitigen Prisma, mit n
Henkeln statt der Seitenflichen, folgende zwei Arten von
Vielflachen fur n > 2:

A zweiseitig: f = 2 + 11n, e = 10n, k = 23n,
B ginseitigs =2 + Th, ¢ =0l k= 15,
alsoc=-—2n+ 2, h=2n + 1.

Durch Aneinandersetzen von Henkeln als Zellen z ent-
stehen Roste, welche Brezeln ® entsprechen. Ein Doppelhohl-
block mit z = 2 ist 301 gezeichnet:

301 f=16e=T4 k= 32, c = — 2,

h = 5. Ein Rost aus drei nebenein:-
A | ander gesetzten Zellen ist 302 dar-
— f gestellt. Setzt man allgemein z sol-
e cher Zellen von n = 3 aneinander in

S /A | einer Reihe, so entstehen die Roste:
\/ f=16+86E—=2) =14 +
Doppelhohlblock z = 2 2 (2 —2), k=32 + 13 (z — 2), also

¢ = 2 — 2z, aber erst giiltig fir z > 1,
denn fiir z =1 besteht der einfache
Block: f =9, e = 9, k = 18. Beint
Ansetzen der zweiten Zelle vermehs-
ren sich die Seitenflichen um 1, wei-
terhin aber bleiben immer nur 4
solcher, weil die neu anzusetzende
Flache in die Ebene einer schon vor:
handenenFlache fallt undnichtzahlt.

302

Hohlblockrost z = 3
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Fiir die fortgesetzte Reihe von z nebeneinander gesetzter
quadratischer Blocke 297 als Henkel, ohne innere Wiirfel-
flachen, erhalt man:

f=12+8(z—1,e=12+8(z—1),
== 24 < 18 (z — 1).
303 Durch die Anordnung der Zellen
n = 3, als Henkel ohne innere Prismen-
flaichen, iiber einem Dreieck 303, ent:-
stehen bei m Zellen an einer Dreieck-
seite die zweiseitigen Roste:
f=6m>+ 3, e = 4m* + 3m + 2,
k== 12m* =& 3m - 3,
m=3 also mit ¢ = — 2m?® + 2 oder ¢ =
Rost z = 9 — 2z 4+ 2und h=2z 4+ 1, da z = m”.

Ebenso lassen sich aus Zellen nach 298 einseitige Roste
bilden. In einer fortlaufenden Reihe von aneinander gefiig-
ten quadratischen Zellen dieser Art erhilt man:

fe=R P d(z—1),e=844(z—1),
k=16 + 10 (z — 1).
Die namlichen quadratischen Zellen, in Quadraten 304 an-
geordnet, mit m Zellen an einer Quadratseite, bilden zusam:
men, unter Weglassung der inneren

3 Wiirfelflachen als an Henkeln, den ein-
- seitigen Rost:
| f=4m>+ 4, e =2m> + 4m + 2,
k= m*+ 4m + 4,
s = 7/; also ¢ = — 2m® + 2 oder ¢ =
— 2z + 2.
Durch Anordnung dieser quadra-
. tischen Zellen 298 in Rechtecken mit

den Seiten m und f entstehen die
ebenfalls einseitigen Roste:

f=4mi + 4, e = 2mf -+ 2m + 2t + 2,

k=8mt + 2m + 2t + 4, also c = — 2mt + 2.

Alle diese betrachteten Roste, sowohl zwei- als einseitige,
haben die ungerade Zusammenhangszahl h = 2z + 1. Diese
ist also ersichtlich aus der Zahl der Zellen oder Liicken.

Einseitiger Rost m = 2
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Zusammenfassung

Unter den konstruiertenScheitelzellenpolyedern zeigen die
einfachen n seitigen Prismen (unter X) mit parallelen Doppel-
strecken am ubersichtlichsten das Verhalten von Einseitig-
keit und Zweiseitigkeit. Das Teilvielflach F, mit der inneren
Liicke, umgeben von n Zellen, hat die Zusammenhangszahl
h = 3. Dabei ist es einseitig fiir ungerades n und zweiseitig
tir gerades n. Das zugehorige Erganzungsvielflach F, mit dem
inneren Prisma als Mittelzelle und mit n angefiigten Seiten-
zellen hat h = 1 und ist immer zweiseitig. Das Doppelprisma
Fi., an einer Mittelebene aus F,; und F, zusammengesetzt, ist
einseitig und hat h =1 + n. Zu jeder Zusammenhangszahl
h > 3 besteht ein solches Doppelprisma fiir n = h — 1. Die
dabei noch ftehlende Zahl h = 2 besteht fiir die Vielflache
mit drei Doppelstrecken, welche einander im Innern im drei-
tachen Punkt schneiden, und fiir ein konvexes Polyeder mit
einer Kreuzhaube daran.

Fir Doppelstrecken im Biindel (XI) bei gerader Seiten-
zahl des Prismas entsteht mit den beiden Grundflachen als
Hauptflachen ein einseitiges Vielflach aus Scheitelzellen und
als Erganzung dazu ein zweiseitiges mit zwei Pyramiden:-
licken an Stelle der Grundflichen. Die Zusammenhangs-
zahlen werden quadratisch. Aus Prismatoiden (XII) ungera-
der Seitenzahl entstehen zwei deckungsgleiche einseitige
Teilvielflache mit einer Grundflaiche und einer gegeniiber-
liegenden Hohlpyramide, womit die beiden Vieltlache des
vorigen Prismas in eines vereinigt sind.

Ein Ebenenbtschel, gelegt durch die Achse eines Prismas
(XV) und noch geschnitten durch eine innere Mantelfliche,
hat neben den Doppelstrecken noch eine vielfache Strecke
in der Achse. Die Zusammenhangszahl nimmt bei den ein-
fachen radialen Zellenpolyedern linear zu, und sie sind ein-
seitig oder zweiseitig, je nachdem die Seitenzahl durch 4 teil-
bar ist oder nur durch 2. Die zusammengesetzten dieser ra-
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dialen Vieltlache sind einseitig, und h wichst quadratisch.
Die zentrischen Zellenvielflache (XVI) sind einseitig, mit h
quadratisch, und sie flihren im Grenzfall zur Kugel.

Der Entscheid iiber die beiden Arten der Seitigkeit folgt
aus der Aufklappung des Netzes sowie aus der Einteilung
der Flachen eines Scheitelgebietes des geteilten Polyeders
in seine beiden Untergebiete und hiangt von der Anordnung
der Zellen und Liicken ab. Ihre Berechnung wurde (XIII) an
der Teilung eines Quadrates durchgefithrt und (XIV) am ge-
teilten Wiirfel. Bei Vielflachen mit Innenzellen (XVII) sind
dabei noch die ins Innere fallenden Wendestrecken zu be-
riicksichtigen.

Die Zusammensetzung der Scheitelzellenpolyeder aus
Zellen und Lucken fuhrt im Grenztall zu gelockerten Raums-
teilen.

Die ganze Anordnung der betrachteten Vieltlache erfolgte
nach der Lage der Schnittebenen im konvexen Polyeder und
damit auch nach dem raumlichen Zusammenhang der Dop-
pelstrecken, die dann nachtriaglich auch entstehen aus der
Einlagerung des Vielflaches aus dem flichenhaften Netz in
den Raum. Denkt man sich ein so entstandenes geschlos:
senes Vielflach umgeformt, ohne den Zusammenhang der
Flichen untereinander zu losen, so andern die Doppelstrecken
ihre Lage, und sie erweisen sich als nicht der Fliache als solche
zugehorend, sondern als durch den Verlauf der Flache im
Raum bedingt. Aufler in Biindeln liegen die Doppelstrecken
als im allgemeinen Fall in Kanten eines Polyeders. Man kann
also die Aufgabe so fassen, daf im Innern eines konvexen
Polyeders ein zweites solches angenommen wird, dessen
Flachen verlingert werden zu Schnittebenen mit dem dufieren
Polyeder. Dadurch wird der Raumteil zwischen den beiden
Polyedern in Zellen geteilt, die zwei Scheitelgebiete bilden,
so da3 die Zellen eines solchen Gebietes nur auf Schnitt-
geraden der Schnittebenen als Doppelstrecken zusammen-
stof3en, aber keine Flichen gemeinsam haben. Die beiden so
ausgewdhlten Teilvielflache konnen zweiseitig bleiben oder
einseitig werden, je nach der Anordnung ihrer Zellen. Wenn
die Zellen eines Teilvielflaches in zwei Untergebiete ge-
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trennt werden konnen, daf3 jede Zelle des einen Untergebie-
tes nur an Zellen des anderen stof3it und damit jedes der bei-
den Untergebiete die Zellen des anderen trennt, so bleibt
die Zweiseitigkeit erhalten, sonst aber wird sie gestort, und
es tritt Einseitigkeit ein, wenn Zellen des namlichen Unter-
gebietes aneinander kommen. Das innere Polyeder kann auch
ausarten und schlieBBlich zu einem Punkte werden.

Damit richtet sich die erste allgemeine Frage dahin, wann
iberhaupt in einem Raumteil zwei getrennte Scheitelgebiete
der Zellen entstehen und wann dann ein solches Scheitel-
gebiet aus zwei einander trennenden Untergebieten besteht
und wann nicht, was dann Einseitigkeit bei der die Zellen
cinschlie3enden Fliche zur Folge hat. Auf der raumlichen
Anordnung der Scheitelzellen beruhen damit Zweiseitigkeit
und Einseitigkeit ihrer Gesamtflaiche. Zur weiteren Einsicht
in diese allgemeinen Beziehungen kann das Anschauungs-
material dienen, das in den Scheitelzellenpolyedern hier vor:
gelegt ist.

Besondere Fille mit Innenpolyedern sind in den Ab:
schnitten XVII und XVIII ausgefiihrt. Im Abschnitt XIX
ist schliefilich noch die Bildung von Vielflachen aus Hohl-
zellen ohne Doppelstrecken dargestellt, nimlich durch an-
einandergesetzte Henkel, wodurch mehrfach zusammenhan-
gende Raumteile entstehen, durch Roste eingeschlossen, die
den Brezelflichen entsprechen, zu denen aber auch noch die
einseitigen solcher Roste treten. Diese beiden Arten von
Rosten aus Hohlzellen stehen im Gegensatz zu den einfachen
Wiirtelrosten im Abschnitt XIV, die durch Doppelstrecken
voneinander getrennte Raumteile einschlieffen. Man gelangt
damit zu zwei Arten von abgeschlossenen endlichen Raum:-
teilen oder dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten, ndamlich
zu solchen mit mehrfachem Zusammenhang innert der Grenz-
fliche und zu solchen mit mehrfacher Trennung durch
Doppellinien der gesamten einschliefenden Fliche. Diese
Fliche stellt den umhiillenden Zusammenhang her zwischen
den sonst getrennten Raumteilen der Scheitelzellenpolyeder.



164

Literatur-Nachweise

1 K. Merz, Parallelflichen und Zentrafliche eines besonderen Ellip-
soides und die Steinersche Fliche. Beispiel einer quadratischen Transfor:
mation. Beilage zum Programm der Biindner. Kantonsschule. Chur 1914.

Erinnerungen an Prof. Geiser als Lehrer siche im Jahresbericht der
Naturforschenden Gesellschaft Graubiindens, LXXV. Band 1938, Seite 89:
Das Heptaeder.

2 H. Seifert und W. Threlfall, Lehrbuch der Topologie, 1934, S. 140;
Henkel S. 5, 220, einseitiger Schlauch S. 12.

3 Commentarii Mathematici Helvetici: Der Oktaederoktant oder ein
Heptaeder, v. 8, p. 379, 1936; Einseitiges Pentadekaeder, v. 10, p. 1, 1937;
Vielflache mit Doppelstrecken, aus Prismen, v. 10, p. 270, 1938.

4 Sitzungsberichte der Preuflischen Akademie der Wissenschaften. Ein:
seitige Polyeder aus Oktanten. (Phys.-math. Klasse 1937, II, S. 21.)

5 Hilbert, Anschauliche Geometrie, 1932, S. 266; Brezel S. 260, Kleinsche
Fliche S.271.

6 Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Ziirich.
Jahrgang 83, 1938, S. 108: Einseitige Polyeder aus dem Tetraeder. Jahr-
gang 84, 1939, S. 1: Einseitige Erginzungsvielflache aus dem Tetraedertyp
und S. 137: Kreuzhauben aus dem Oktaedertyp; S.236: Wiirfelzerlegun-
gen (mit Innen-Tetraeder und -Oktaeder).

Modelle wurden der Sammlung des Mathematischen Institutes der
Universitit Ziirich einverleibt sowie auch der Sammlung der Eidgenossi:
schen Technischen Hochschule.

7 Briickner Max, Vielecke und Vielflache, Leipzig 1900. Tafel I
Figur 32 Seite 71, I 2 80, VII 29, VII 31 191, VII 35, VIII 1 191, VIII 18 72,
VIII 36 191, VIII 39, IX 2 193, IX 13 138, XII 1 201.



165

Nadhtrag zum Wiirfelrostblods

Fiur die beiden Blocke 210 und 211 konnen einfachere
Netze als wie 246 und 247 hergestellt werden. Solche Netze
sind hier nachgetragen als Netz 305 zum Block W;, 210 und
als Netz 306 zum Block W, 211, beide fiir n=23. Von den
6 Schnittflichen, welche den urspriinglichen Wiirfel in 27
Zellen teilen, sind in diesen Netzen zwei parallele Quadrate
E, und E, ganz gelassen, und an diese sind Quadrate A4, B, C
als Flachen von Zellen angesetzt, wobei B die Schnittflichen
E, und E, verbindet. An A, B, C sind dann weitere solche
Quadrate angesetzt zur Bildung von Zellen und auflerdem
noch Rechtecke, die mit anderen solchen Quadraten zu-
sammen die ubrigen vier Schnittflachen senkrecht zu E; und
E, nach der Autklappung bilden. Die Netze sind in 305 und
306 nur teilweise gezeichnet. A und B, samt den anstof3enden
Flachen, sind entsprechend 4 mal an den Seiten von E, an-
zusetzen und ebenso C 4 mal an E,, wodurch dann im Netz
Flachen tibereinander kommen.

Am Netz 305 wird 4 nach oben ge- 305
klappt, zu der Zelle oben links am Block :1
210, und B nach unten, fir die hintere

Zelle rechts in der mittleren Zellenschicht.
Dann ist E, weiter zu klappen bis parallel
zu E, und C entgegen fiir die Zelle unten
links. Die iibrigen Flichen des vervollstindigten Netzes sind
entsprechend zu klappen zur Bildung der weiteren Zellen.
Dadurch werden 1, 2, .. Wendestrecken am oberen Rand
der mittleren Liicke oben und 5, 6 .. an dem unteren Rand
der gegeniberliegenden Licke unten. Der Block 210 wird
durch diese 8 Wendestrecken also einseitig. Die 4 oberen
und die 4 unteren Zellen zeigen die Unterseite des Netzes,
welche in den Wendestrecken an dessen Oberseite stofdt,
die in dem Innern der von diesen Zellen eingeschlossenen
Lucken sichtbar wird. Die ubrigen 4 Zellen, die in der mitt-
leren Schicht liegen, zeigen die Oberseite des Netzes. Diese
4 Zellen stoflen also mit den Zellen anderer Netzseite der
oberen und unteren Schicht zusammen in ihren 16 Ecken,
so dal? nach diesen Ecken keine Wendestrecken gehen.
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Solche verbinden nur Ecken, in denen Zellen mit gleicher
Netzseite zusammenstoflen, als mit Flichen des einen Unter-
gebietes, wodurch der Ubergang zur Einseitigkeit in den
Wendestrecken entsteht. Dieser Block 210 hat zu den 12
aufleren Zellen noch eine innere Zelle, so daf} er aus 13 Zel-
len besteht. Diese innere Zelle zeigt in der oberen und un-
teren Liicke die Oberseite des Netzes und in den 4 seitlichen
Liicken dessen Unterseite. Die Kanten der inneren Zelle
liegen in den 12 Doppelstrecken, in denen die 6 Schnittflichen
einander durchdringen. Die Flachenteile der vier Schnitt:
flichen, die senkrecht zu E; und E, stehen, fiigen sich uber:
all gleichseitig aneinander, so daf} in den Doppelstrecken
keine Wendestrecken entstehen. Dieser Block 210 stellt ein
30Flach dar. Ein entsprechendes Netz wie 305 kann auch
zum 30Flach 244 zusammengesetzt werden.
Am Netz 306 fur den Block 211 wird A nach oben ge-
klappt zur Zelle oben links vorn und B nach unten zur mitt-
leren Zelle rechts. Dann ist E, weiter zu
306 klappen bis parallel E,, so dal3 dann C
an die untere Zelle links vorn kommt.
Entsprechend werden die iibrigen Zel-
len gebildet. Am Block entstehen 14 Zel:
len um einen Hohlwiirtel als innere
Licke, namlich die 6 Zellen uber den
Flichen des Hohlwiirfels und die 8 Zellen an dessen Ecken.
Der Hohlwiirfel ist iiber seinen Kanten in Scheitellage zu den
12 aufleren Lucken des Blockes. Durch die Aufklappung
schlieBen sich alle Flichen des Netzes gleichseitig aneinan-
der, so daf} der Block 211 zweiseitig wird. Die 8 Eckzellen
zeigen die untere Netzseite und die Ubrigen 6 Mittelzellen
die obere. Jede Zelle stofdt also auflen in Ecken nur mit
Zellen anderer Netzseite zusammen, so daf} also die Flachen
mit Oberseite und Unterseite des Netzes je 2 getrennte
Untergebiete im Scheitelgebiet der Gesamttlichen bilden und
kein Ubergang zwischen den beiden Untergebieten stattfin-
det, was die Zweiseitigkeit der Gesamtfliche des Blockes be-
dingt, der ein 36Flach darstellt. Ebenso ist damit auch das
36Flach 245 zweiseitig.
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