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ZUM RAUMPROBLEM.

VON DR. K. MERZ, PROFESSOR IN CHUR.

Die Geometrie gilt als die sicherste Wissenschaft, in allen
ihren Ergebnissen als unanfechtbar und keinerlei Anderuns
gen infolge hypothetischer Annahmen unterworfen, wie es in
ihrer benachbarten Wissenschaft, der Physik, der Fall ist.
Die Geometrie bildet damit ein von jeher dem philosophi:
schen Denken als wunderbar erschienenes Gebiet, das zwi-
schen der aus rein logischen Beziehungen sich aufbauenden
reinen Mathematik einerseits und der in die Erfahrung ein-
greifenden Physik anderseits, als vermittelnd schwebt und
wirkt und den Zusammenhang zwischen geistigem und mate-
riellem Geschehen rein typisch darstellt. Die Geometrie
beweist daher fiir die Philosophie vor allem bei Kanf und
schon bei Plato die Moglichkeit einer erfolgreichen idealisti-
schen Erfassung der Welt. In ihr zeigt sich die Tatigkeit
des ordnenden und verbindenden Geistes in seiner Anwen:-
dung auf mef3bare Korper, und Kant erklirt die Raumauf:
fassung als eine Form unseres Geistes, in welcher wir alle
Vorgiange iiberhaupt nur anordnen konnen, wodurch die
Moglichkeit der synthetischen Urteile a priori erklarlich wird,
daB} wir namlich aus einfachen Grundtatsachen oder Axiomen
durch ihre logische Verkniipfung zu Ergebnissen kommen
miissen, welche nachher sich in der Erfahrung bestatigen.

In vorbildlicher und tiefgriindiger Weise wurden die Er-
gebnisse der Geometrie zuerst von Euklid (300 v. Chr. in
Alexandrien) zusammengefaf3t, und diese weiter ausgebaute
Euklidische Geometrie diente einzig und dient noch
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als Grundlage fiir mathematische Untersuchungen, physika-
lische Messungen und astronomische Beobachtungen und
bewihrte sich auf allen diesen Gebieten. Doch seit dem
18. Jahrhundert wurde die Moglichkeit von andern nicht=
euklidischen Geometrien aus abstrakten, rein
logischen Griinden nachgewiesen, und in neuester Zeit wur-
den diese Geometrien, denen man zuerst nur rein theore:
tische Bedeutung beigemessen hatte, durch die Relativi=
titstheorie von Einstein sogar als notwendig fir die
Physik befunden, vor allem fiir die Gravitationstheorie und
damit fiir eine vollkommene Erklirung der Bewegung der
Gestirne und die Auffassung des Weltalls iiberhaupt.

Vorerst mochte ich in einfacher Weise auf die Not:
wendigkeit hinleiten, wie aufler der Euklidischen Geometrie
noch andere Arten der Geometrie zugegeben werden miissen.
Ich versuche, das ganze mehr oder weniger kiinstliche System
der Axiome der Geometrie zu ersetzen durch die Uber:-
tragbarkeitder Strecke, allerdings durch eine Ab-
straktion, hergeleitet aus der Physik vom Messen mit einem
Malfistab. Dabei wird von dem Mafdstab, der moglichst sorg-
fialtig hergestellt ist, angenommen, daf} er in dem fiir die
Untersuchung erforderlichen Raumgebiet nach irgend wel:
chen Stellen gebracht werden kann, um Messungen auszu-
fiithren, und daf} er dabei, unter Vermeidung von unerwiinsch-
ten Storungen, keinen Anderungen unterworfen sei. A priori
kann das natiirlich nicht angenommen werden, denn der
wirkliche Raum ist mit Kraften aller Art ausgestattet und es
ist zum vornherein gar nicht anzunehmen, daf} der Maf}stab
bei der Fortbewegung keine Anderungen erfahrt. Aber z. B.
nur auf dem Zeichnungsblatt kann der Annahme der Uber:
tragbarkeit der Strecke und des Abstandes der beiden Zirkel:
spitzen bei Messungen innerhalb der Genauigkeitsgrenze des
blof’en Auges die Berechtigung nicht abgesprochen werden.
Die Geometrie fingt also sehr bescheiden an, sie will noch
nicht in alle unendlichen Fernen ihre Gebilde ausdehnen, und
ihre erste Forderung sieht einer Hypothese sehr dhnlich, aber
auf alle Fille ist es eine sehr einfache und zudem eine durch-
aus notwendige, denn sonst 1af3t sich mit geometrischen Kon:
struktionen und ihren Anwendungen gar nicht beginnen. Es
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war vielleicht eine Tdauschung; die Philosophie stellte sich die
Geometrie zu ideal vor, als schwebe sie iiber aller Erfahrung.
Sie muf} gleichsam ihre Fuf3spitze hinab auf Erfahrungsgrund
setzen, um ihren Flug anheben zu konnen. Aber sicherlich
macht es gar keine Schwierigkeiten, sich den Vorgang der
Ubertragbarkeit der Strecke zu denken und auszufiihren,
niamlich eine gezeichnete Strecke zu messen und sie an einer
andern Stelle von irgend einem Punkt einer Geraden aus auf
dieser in gleicher Linge abzutragen.

Was ist nun mit dieser Annahme der Ubertragbarkeit
der Strecke erreicht? Zu irgend einer von Strecken begrenz:
ten Figur, die an einer Stelle gezeichnet ist, also vor allem zu
einem Dreieck, kann an einer andern Stelle der Zeichnungs:
flache mit Hilfe von Lineal und Zirkel eine dazu kongruente
Figur gezeichnet werden, d. h. wenn man diese herausschnei-
den wiirde, konnte sie mit der ersten zur Deckung ihrer Um-
risse gebracht werden, und auch die Flichenstiicke inner:
halb der Begrenzung wiirden iiberall aneinander liegen oder
ideal gedacht ineinander, daf} also die eine Figur genau die
Lage der andern in der Fliche drin einnehmen kann. Die
Grundbegriffe Strecke und Kreisbogen ermoglichen es also,
den Begriff der Kongruenz zu bestimmen und damit konnen
eine Menge von Konstruktionen ausgefiihrt werden, und es
konnen Lehrsiatze aufgestellt werden, von denen im ubrigen
aus rein logischen Griinden einzusehen ist, daf} sie gelten.
Es konnen also damit synthetische Urteile a priori gefillt
werden. Der Bau der Geometrie wird synthetisch ausgefiihrt
durch Ersinnen von Konstruktionen. Erst bei nachtriglicher
Anwendung und Begriindung durch Beweise kommt die ana-
lytische Methode der Deduktion zur Anwendung, die also
ein schon bestehendes System von Lehrsitzen voraussetzt.
Die Grundbegriffe Punkt und Strecke sind inhaltsleer und
erst ihre Beziehungen und Verknuipfungen fithren zu giiltigen
Ergebnissen, sofern jeder Widerspruch vermieden wird.

Doch zeigt sich eine nicht zu besiegende Schwierigkeit,
die schon im Altertum bemerkt wurde: es ist namlich blof3
aus den Kongruenzaxiomen heraus unmoglich .zu beweisen,
dafl zwei parallele Gerade iiberall den gleichen Abstand
haben, sich also im Endlichen nicht schneiden konnen. Man
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zeichnet die Parallelen durch Verschiebung eines Dreiecks
langs eines Lineals, was durch eine.Konstruktion kongruen-
ter Dreiecke begrifflich ersetzt werden kann. Aber daraus
die Gleichheit des Abstandes an allen Stellen zwischen den
Parallelen zu beweisen, trotzte allen Bemithungen, und man
war gezwungen, ganz unvermittelt ein neues Axiom anzu-
nehmen, das Parallelenaxiom. Damit war der logi-
schen Untersuchung ein Ritsel gestellt: Warum fiihrt die
Ubertragbarkeit der Strecke, die doch fiir einen grofien Teil
der Konstruktionen geniigt, nicht auch zu der Eigenschaft
paralleler Geraden? Der Grund liegt darin, daf3 die Kon:-
gruenzbegritfe allgemeinerer Natur sind, als beim Zeichnen
auf einer ebenen Fliache zuerst eigentlich vorgesehen war. Sie
gelten nicht nur fir die Ebene, sondern auch z. B. fiir eine
Kugelfliche. Wenn also statt eines ebenen Reif3brettes eine
Kugelfliche zum Zeichnen dient, so konnen mit dem Zirkel
auf dieser die ndmlichen Konstruktionen wie in der Ebene
ausgefiihrt werden, soweit nur Kongruenz angewendet wird;
man muf} aber statt des gewohnlichen geraden Lineals ein
der Krimmung der betreffenden Kugel angepafites verwen:
den, mit welchem Hauptkreise der Kugel, solche geringster
Krimmung statt der Geraden gezeichnet werden konnen.
Ebenso wird das Dreieck mit geraden Seiten ersetzt durch
ein sphirisches Dreieck, das in der Kugelfliche ebenfalls frei
verschiebbar ist, wie jenes in der Ebene. Statt der Ubertrag:
barkeit der Strecke besteht jetzt also eine solche von Bogen:

stiicken bestimmter geringster Krummung innerhalb der
Kugelflache.

Somit hat sich gezeigt, daf} die logischen Konsequenzen
weiter fithrten, als eigentlich zuerst beabsichtigt war. Die
Ubertragbarkeitder Strecke wurde festgesetzt in
der Absicht, in einer Ebene zu zeichnen. Dabei sind aber
eigentlich wesentlich nur die beiden Endpunkte der Strecke,
diese werden mit dem Zirkel erfaf3t. Logisch faf’bar war nur
der Grundsatz, eine Strecke ist durch zwei Punkte bestimmt
und damit auch die Gerade. Uber das innerhalb liegende
Stick kann rein begrifflich nichts ausgesagt werden, nur An-
schauung und Erfahrung fiihrten dazu, es, wie man sagt, ge-
rade zu zeichnen. Durch zwei Punkte ist aber auch ein Bogen:-
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stiick eines Hauptkreises einer Kugelfliche bestimmt. Die
Sitze liber Strecken und ihre Figuren gelten damit auch fiir
diese Bogenstiicke, soweit nur Abtragungen durch den Zirkel
und Verbindung durch Bogen grofiter Kreise verwendet
werden und keine Folgerungen des Parallelenaxioms in Be:
tracht kommen. Diese Geometrie auf einer Kugefliche ist
die eine Art der nichteuklidischen Geometrie;
die andere, auch pseudosphirische genannt, besteht auf einer
Rotationsfliche, die lings ihres Meridians hohl verlauft, die
von negativer Kriimmung ist im Gegensatz zur positiv ges
krimmten Kugel. Historisch wurde die pseudospharische
Geometrie zuerst entdeckt auf trigonometrischem Wege
durch Lobatschefsky, Kasan, von 1829 an, und durch den
Ungar Bolyai 1832. Vorerst wurde sie nur als rechnerische
Moglichkeit auf einer Kugel von imaginirem Radius betrach-
tet, erst nachher auf einer Fliche konstanter negativer Kriim-
mung als wirklich existierend erkannt. Die sphirische Geos
metrie ist ein besonderer Fall der Geometrie, genannt nach
Rieman, Gottingen, 1854, der den allgemeinen Grund fiir die
Geometrie in gekrimmten Riumen legte, ausgehend von der
Flachentheorie von Gauss, Gottingen, 1827, welcher als erster
die Moglichkeit der nichteuklidischen Geometrie erkannte,
ohne daruiber etwas zu veroffentlichen. Damit hatte die reine
Geometrie schon lingst die Vorbereitungen getroffen, welche
der Relativitdtstheorie ihre Entwicklung ermoglichten, beson:
ders noch in Arbeiten von Christoffel 1869 und von Ricci
und Levi:Civita 1901.

Nach den begonnenen Ausfiilhrungen liegen also die
Kongruenz:Axiome nicht nur der Euklidischen Geo-
metrie, sondern gemeinsam auch den genannten beiden nicht-
euklidischen Geometrien zugrunde. Die urspriinglich an-
genommene Ubertragbarkeit der Strecke bedeutet eigentlich
ohne weitere Einschrankung die freie Verschiebbarkeit von
durch zwei Punkte begrenzten Kurvenstiicken kleinster
Kriimmung oder geringster Linge, einer geoditischen Linie
in einer Fliche konstanter Kriimmung und damit der von
solchen Kurven gebildeter Figuren. Diese Verschiebbarkeit
ist nicht nur in der Ebene moglich, wie zuerst auf Grund der
Anschauung angenommen wurde, sondern auch z. B. auf einer
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Kugelfldache, in welcher drin jede angenommene Figur ohne
weitere Verbiegung oder Verzerrung frei beweglich ist wegen
der iiberall gleichmifligen Kriimmung der Fliche. Damit ist
erklarlich, warum aus der Annahme dieser Beweglichkeit
noch kein Schlufl auf die gegenseitige Lage paralleler Ge-
raden moglich ist. Die Eigenschaften paralleler Geraden sind
spezieller Art, sie gelten nur in der Ebene, nicht auch auf
der Kugelfliche, wo parallele Hauptkreise gar nicht moglich
sind, wihrend in der pseudosphirischen Geometrie zwei so-
genannte Gerade bestehen, die durch einen Punkt gehen und
eine gegebene solche erst im Unendlichen schneiden. In
der Ebene ist nur eine Gerade moglich, die durch einen ge-
gebenen Punkt geht und eine gegebene Gerade erst im Un:
endlichen schneidet. In dieser Fassung wird das Paral-
lelenaxiom meist angegeben, ohne den eigentlichen
Grund dieser Annahme erkennen zu lassen. Dieses Axiom
oder ein anderes, es ersetzendes und gleichwertiges, muf} zu
den Kongruenz:Axiomen treten, um die Euklidische Geo-
metrie von den andern auszuscheiden.

Ein Weg, welcher einen Einblick in die Tragweite des
Parallelenaxioms gewihrt, sei wie folgt angedeutet *. Mit den
Kongruenz:Axiomen gelten auch Symmetrieeigenschaften der
Figuren in diesen Flichen, in erster Linie die zentrische Sym:-
metrie. Setzt man nun fest, da} zwei zentrisch symmetrische
Geraden, gerade im allgemeinen Sinn fiir die drei Fliachen:
arten, aufler an zwei symmetrisch gelegenen Stellen noch
dazu an einer weiteren dritten Stelle gleiche Abstinde
besitzen, so laf3t sich daraus beweisen, daf3 die beiden Ge:-
raden dann uberall gleichen Abstand haben, also einander
im Endlichen nicht schneiden. Wihrend, wenn man nur an
zwei Stellen gleiche Abstinde angenommen werden, die
Flichen und damit die Kurven noch eine Kriimmung besitzen
konnen, werden durch den gleichen Abstand an der dritten
Stelle die Kurven gleichsam gestreckt, so daf3 auch die Kriim-
mung der Fliache, in welcher sie liegen, verschwinden muf}
und eine Ebene erzielt wird. Erst durch diese weitere An-
nahme wird die Verwendung von Parallelen im Sinne Euklids

! Die Grundlagen der Euklidischen Geometrie im Unterricht. Schwei-
zerische Pidagogische Zeitschrift, Heft 4 und 5, 1925.
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auch logisch gerechtfertigt. Erst dadurch wird die Eigen-
schaft paralleler Geraden, die wie im Zeichnen iiblich durch
Verschiebung eines Dreiecks lings eines Lineals entstehen,
begriindbar, daf} sie tiberall den gleichen Abstand besitzen.
Dabei ist aber die Voraussetzung stillschweigend gemacht
worden, dafy es sich nur um Flichen konstanter Kriimmung
handle, in welchen die Abtragung geoditischer Kurvenstiicke
erfolge. Denn wenn die Fliche ungleichmifliige Kriimmung
zeigt, nicht homogen ist, so ist die freie Beweglichkeit der
Figuren ausgeschlossen und die Kongruenz gilt nur ange:-
nahert in kleinen Gebieten, in der nichsten Umgebung eines
Punktes. Das Parallelenaxiom verliert seinen Sinn.

Praktisch griindet sich allerdings die Geometrie in allen
Konstruktionen der Schule und des Technikers einzig auf
die Strecke, ohne besondere Riicksicht auf die Erfiillbarkeit
des Parallelenaxioms, indem durch Ziehen von Linien lings
einer Kante in den beiden entgegengesetzten Lagen des
Lineals und durch Visieren gepriift wird, ob die Kante als
Gerade betrachtet werden kann. Darauf wird auch die Zeich-
nungsfliche durch Auflegen dieser Kante in allen Richtun-
gen auf ihre Ebenheit gepriift. Letzten Endes wird also auf
den Lichtstrahl abgestellt, der im Gebiet der Zeichnung oder
weiterer Vermessungen als gerade angenommen wird. Alle
Anwendungen tder Geometrie sind also physikalische Experi-
mente und daher hypothetischer Art, und sie gelten nur an-
gendhert und sind mit Fehlern behattet, die man unter der
Beobachtungsmoglichkeit zu halten sucht. Das nimliche gilt
auch vom Bau aller Prizisionsinstrumente, bei welchem keine
Riicksicht auf das Parallelenaxiom genommen werden kann.

Nun kann aber nicht ausgeschlossen werden, daf} der
Lichtstrahl eine gewisse Kriimmung hat und ebenso die
durch ihn gepriifte Kante und damit auch die Fliche, daf}
also die Zeichnung auf einem Teil einer Kugelfliche aus-
gefiihrt wird, allerdings von sehr geringer Kriimmung, wie
etwa der Fliissigkeitsspiegel, der sich der Schwerkraft der
Erde anpaf’t. Dann ist die Zeichnung in der sphirischen
nichteuklidischen Geometrie zu denken, welche sich aber
wegen der geringen Kriimmung der Euklidischen sehr niahert
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unter der Grenze der Beobachtungsfehler. Dann wiren
zwei sogenannte parallele Gerade zwei Hauptkreise der
Fliche, die sich nach beiden Seiten nihern und erst in sehr
grofer Entfernung in gegeniiberliegenden Punkten eines
Kugeldurchmessers einander schneiden, wihrend die Eukli-
dische Geometrie die Forderung setzt, daf3 die parallelen
Geraden nur einen Schnittpunkt aber erst in unendlicher
Ferne haben, daf} man also auf einer Geraden nach der einen
oder andern Seite ins Unendliche gehend schlief}lich zum
namlichen unendlich fernen Punkte gelange, was eigent:
lich der Anschauung widerspricht, die durch eine logisch
konsequente Folgerung ersetzt werden muf}, welche die
einfachsten Konstruktionen ermoglicht. In der spharischen
Geometrie hat die ihr angehorende Gerade, die eigentlich
ein grofiter Kreis der Kugelfliche ist, gar keinen unendlich
fernen Punkt, denn dieser Kreis ist in sich geschlossen und
verldauft vollstindig im Endlichen auf der Kugel. Man kommt
also praktisch zu dem Schlusse, daf} die Euklidische Geo-
metrie jeweilen in einem begrenzten Gebiet mit geniigen-
der Genauigkeit gilt, daf} es aber nicht gestattet ist, diese
Giiltigkeit beliebig weit auszudehnen und keineswegs bis
ins Unendliche, wie die Theorie der Euklidischen Geo-
metrie es festsetzt in ihrer uneingeschrinkten Konsequenz.
Aber dabei darf immerhin angenommen werden, daf} an
irgend welcher andern Stelle des Raumes doch wiederum
in einem beschrinkten Gebiet die Euklidische Geometrie
gelte, aber jene dort geltende ist nicht in direktem Zusam:
menhang mit der hier geltenden. Diese Eigentiimlichkeit
des Weltraumes wird in der Theorie so gefal’t, daf} an jeder
Stelle im unendlich Kleinen die einfache Euklidische Geo:
metrie Geltung hat, daf3 aber alle diese einzelnen Orts:
geometrien untereinander durch eine allgemeinere hohere
Geometrie miteinander verbunden sind. Doch kann man
sich in der praktisch messenden Wissenschaft diese einzel-
nen Ortsgebiete immerhin noch geniigend weit ausgedehnt
denken, z.B. das ganze Sonnensystem umfassend und die
iibergeordnete Geometrie kime erst in Fixsternweiten zur
Wirkung. Anderseits aber kann auch ein einzelnes Atom
fur die rasende Bewegung seiner Elektronen einen Raum:
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wirbel verlangen, der aber nach auflen nicht geometrisch
wirkt.

Damit ist angedeutet, wieso iiberhaupt ein Raumproblem
besteht. Denn als der Euklidischen Geometrie noch allei-
nige Giiltigkeit beigemessen wurde, wie zur Zeit Kants, als
die Newfonsche Mechanik durch die Berechnung des
Ganges der Gestirne diese Geometrie als absolut giiltig er:
scheinen lief, konnte kein Zweifel iiber die vollstindige
und uneingeschrinkte Auffassung des Raumes durch den
menschlichen Geist aufkommen. Die Euklidische Geometrie
wurde als die Form betrachtet, in welcher alle Beurteilung
der AuBlenwelt aufgefalt werden mufite, um zu Natur:
gesetzen zu gelangen. Aber das Haklein, das dem Parallelen-
axiom angeheftet war, lie3 die Mathematiker keine Ruhe
finden, bis sie aus Riicksicht auf rein logische Schwierig:-
keiten, zu denen doch unter allen Beobachtungen von
Physik und Astronomie nicht der leiseste Anlafl geboten
wurde, zu den nichteuklidsichen Geometrien gelangten, die
vorerst nur als in der mathematischen Theorie existierend
und auch so anfinglich nur mit Widerstreben anerkannt
wurden. Erst in neuester Zeit hat Einsfein in seiner Rela-
tivitditstheorie Anlaf3 genommen, zur Losung des Gravita-
tionsproblems, zur Erklirung der gegenseitigen Anziehung
der Gestirne, an Stelle der Euklidischen Geometrie eine
ganz allgemeine nichteuklidische zu setzen, die Riemann:
sche Geometrie. Dadurch wurde das ganze Raumproblem
aufgerollt, das bei Mathematikern, Physikern und besonders
auch bei den Philosophen das grof3te Interesse wachgerufen
hat. Eine eigentliche Streitfrage ist daraus entstanden, ob
in dem wirklichen Raume die Euklidische oder eine nicht:
euklidische Geometrie Geltung habe. Besonders von Philo-
sophen werden vom erkenntnistheoretischen Standpunkte
aus gegen die Anwendbarkeit der nichteuklidischen Geo-
metrie Einwinde erhoben und auflerdem auch von praktisch
experimentierenden Physikern, nach denen alle Instrumente,
die iiberhaupt Messungen ermoglichen, auf Grund der Eu-
klidischen Geometrie gebaut sind und darnach benutzt
werden, da der dazu notige Begriff des starren Korpers
einzig aus Anwendung der Euklidischen Geometrie erklirt

247



werden konne. Also auf der ganzen Linie von den theoreti-
schen Uberlegungen bis in die praktische Ausfithrung haben
sich die Gegensitze erhoben und die Grundlagen der Physik
befinden sich in geradezu chaotischem Zustande, der nur
durch griindliche Revision aller logischen und erfahrungs:
mafligen Grundsitze zu uiberwinden sei. Trotz all der aufler-
ordentlichen und Staunen erregenden Erfolge der exakten
Wissenschaften in ihren vielfachen Anwendungen befinde
man sich in einer peinlichen Ungewif3heit iiber die grund-
satzlichen Anfinge, aus denen sie sich entwickelt haben:
sie entstammen fast mystischen Gebieten mit geradezu
phantastischen Moglichkeiten. Selbst die Mathematik muf
sich auf ihren Ursprung besinnen, welcher in einer strengen
Axiomatik geregelt werden soll.

Noch ein weiterer Umstand ist zu beriicksichtigen, nam-
lich die Moglichkeit, sich nichteuklidische Raume vorstellen
zu konnen. In den vorigen Ausfiihrungen wurde nur von
Geometrien in einer Fliche gesprochen, wie sie verwirklicht
werden konnen einerseits in einer Ebene und anderseits
in einer gekrummten Fliache z.B. auf einer Kugel, die aber
selbst wieder im gewohnlichen, dreidimensionalen Euklidi-
schen Raum gedacht und beobachtet wird. Die nichteukli-
dischen Geometrien miissen nun aus einer zweidimensio:
nalen Fliache in einen dreidimensionalen Raum tiibertragen
werden, man soll sich nicht nur eine gekriimmte Flache,
sondern selbst einen gekrimmten Raum denken. Der
Fuklidische Raum, in welchem an irgend einer Stelle be-
liebige Ebenen angenommen werden konnen, die bis ins
Unendliche sich ausdehnen in diesem Raume, und auch
Gerade als Strahlen, die ohne Ende sind, wird als nicht
gekriimmter Raum bezeichnet oder von der Kriimmung Null.
Von besonderer Bedeutung sind dabei seine unendlich
fernen Elemente. Er dehnt sich nach allen Richtungen ins
Unendliche aus und aus formal logischen Griinden muf}
dieses unendlich Ferne als eine Ebene betrachtet werden.
Dies blof3 aus der Anschauung abzuleiten, ist nicht moglich,
erst aus gewissen Folgerungen aus Konstruktionen kann
geschlossen werden, daf3 jede Gerade nur einen einzigen
unendlich fernen Punkt, jede Ebene nur eine einzige un:
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endlich ferne Gerade besitzt und daf} alle diese unendlich
fernen Elemente zusammen in der unendlich fernen Ebene
liegen, die fiir sich einzig und absolut ist. Gerade in diesen
unendlich fernen Elementen kommt die ganze Starrheit des
Euklidischen Raumes zum Ausdruck, der also als Weltall
im Unendlichen begrifflich durch eine Ebene abgegrenzt
wird. Entsprechend wie so, von Gerade und Ebene aus:
gehend, der Euklidische Raum als wie diese Elemente un-
endlich ausgedehnt gedacht wird, muf3 der sphirisch ge-
krimmte Raum, ausgehend von der Kugelfliche mit ihren
Hauptkreisen durch Analogie als nur endlich gedacht
werden. Denn wie eine Kugelfliche im Gegensatz zu der
Ebene ganz im Endlichen verlduft, so daf man von jedem
Punkt der Kugefliche aus, wie z. B. auf der Erdoberfliche,
durch einen Weg endlicher, begrenzter Linge nach irgend
einem andern ihrer Punkte gelangen kann, ohne daf} des:
wegen die Flache in sich irgendwo eine Grenzlinie besitzt,
so mufl auch der dreidimensionale sphirische Raum zwar
als nirgends begrenzt, aber dennoch als nur von endlicher
Ausdehnung gedacht werden. Er kann sich also nicht ins
Unendliche erstrecken, sein Kubikinhalt hat einen bestimm:
ten endlichen Wert, der einzig von der Kriimmung abhangig
ist. In diesem Raum ist also kein Platz fir eine Gerade
ihrer ganzen Ausdehnung nach und ebenso wenig fiir eine
Ebene. An deren Stelle treten Kugelflaichen und auf diesen
liegende grofite Kreise von bestimmtem Radius, ndmlich
von der dadurch bedingten kleinsten Kriimmung. Bei der
ungeheuren Ausdehnung des Weltalls, welches von Licht:
strahlen erst in Jahrmillionen durcheilt werden kann, ist
diese Kriimmung verschwindend klein, so daf} der Unter-
schied begrenzter Teile dieser Kugelflichen von einer Ebene
nicht bemerkbar wird. Aber nichtsdestoweniger tritt die
Raumkrimmung in die Berechnungen der Gravita-
tionswirkungen ein, indem unter Annahme eines beliebig
gekriimmten Raumes, nicht nur eines genau sphirischen,
die Bedingungen in einheitlichrer Form aufgestellt werden
konnen, die mathematische Behandlung gewinnt dadurch
eine grofiere Freiheit und Ubersichtlichkeit und kann nach-
triglich sich auch dem Euklidischen Raum anpassen in
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erster Anndherung. Das Raumproblem konnte daher als
eine blofle Sache der mathematischen Methode betrachtet
werden, wenn nicht die Philosophie, wie etwa in der Kate:-
gorienlehre sich zu sehr auf den Euklidischen Raum fest-
gelegt hidtte. Denn schliefBlich denken wir uns unwillkiir-
lich auch andere Raumarten in diesem drin, und ob diese
Vorstellungsweise einfach Gewohnheit oder ob Denknot:
wendigkeit sei, ist eine erkenntnistheoretische Frage.
Daher ist das Raumproblem auf Grund der Erfahrung
allein nicht 16sbar. Es sind dazu Uberlegungen iiber die
Tragweite begrifflicher Verbindungen fiir die Erfahrungs-
tatsachen notig. Waihrend friher die gesamte Geometrie
in das Gebiet des Apriori versetzt wurde, wegen der Mei-
nung, da3 es nur eine einzige mogliche Geometrie gebe,
daf} sie etwas Absolutes darstelle, sicht man sich jetzt ge-
zwungen, immer weitere Gebiete der Geometrie als An-
wendungen von mathematischen Uberlegungen in das Ges
biet der Erfahrung zuriickzugeben. Bis wie weit herab reicht
denn noch das unantastbare Absolute? Schon die Grund-
elemente, Punkt, Gerade und Ebene, lassen sich : ihrem
eigentlichen Wesen nach durchaus nicht begrifflich fest:
setzen, eine wissenschattliche Geometrie muf} geradezu dar-
auf verzichten, sie definieren zu wollen, sie miissen einfach
als Dinge bezeichnet werden, welche  gebrauchlich so ge-
nannt werden und es muf} frei gelassen werden, sie sich
mehr oder weniger genau vorzustellen, was ja auch tatsdch-
lich der Fall ist. Das Wesentliche der Geometrie beginnt
erst mit der Verkniipfung dieser Elemente untereinander
und erst die daraus sich ergebenden Folgerungen gehoren
zum sichern Inhalt der reinen wissenschaftlichen Geometrie.
Zwei Punkte bestimmen eine Gerade, ist damit nur eine der
Anschauung entnommene Beziehung, die allgemein so lautet:
durch zwei Dinge der ersten Art ist stets nur ein Ding der
zweiten Art bestimmt, durch P, und P, ist stets nur ein g
bestimmt. Ob g nun eine Gerade ist, wie sie iiblich be:-
zeichnet wird oder ein Bogenstiick der spharischen Geo-
metrie, bleibt vorerst noch dahingestellt. Nur solche Eigen:
schaften, die sich aus den Inzidenzbedingungen oder all-
gemein aus gegenseitigen Zuordnungen ergeben, fithren zur
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eigentlichen abstrakten Geometrie. Um diese Verhiltnisse
klar zu legen, unterscheidet Carnap * drei Arten des Raumes:
1. den formalen Raum, 2. den Anschauungs-
raum, 3. den physischen Raum. Der formale Raum
ist eine reine Beziehungslehre oder Ordnungslehre und stellt
die Sdtze auf, die sich aus der bloflen gegenseitigen Zuord-
nung von Dingen ergeben, wobei die Art dieser Dinge noch
als unbestimmt gelassen wird. Aus der anschauungsmafligen
Tatsache, daf’ durch drei Punkte eine Ebene bestimmt ist,
bleibt in der Ordnungslehre nur die Festsetzung: drei Dinge
der Art P bestimmen ein Ding der Art E. Durch An-
regung und Veranlassung der Anschauung gelangt man da-
durch zu ganz allgemeinen Beziehungen zwischen Dingen
verschiedener Art. Die unter dieser Voraussetzung gebilde:-
ten Sdtze gelten dann nicht nur fir Punkt, Gerade, Ebene,
an denen sie am einfachsten veranschaulicht werden, son:-
dern auch fiir irgend welche andere Dinge, die sich ihrer
Art nach unterscheiden lassen wie Kreise und Kugeln, oder
auch Farben angeordnet in Streifen usw. Der formale Raum
ist also eine rein begriffliche Ordnungslehre, welche schlief3-
lich fiir sich besteht, auch unabhingig von anschaulichen
Dingen. Er entspricht also der reinen Denkform, womit
Kant, weitergehend auch den Anschauungsraum bezeichnete,
und das Apriori mufy daher von diesem zuriick eine Stufe
hoher in den blof3 formalen Raum gesetzt werden. Die be:-
sondern Arten der geometrischen Anschauung gelten also
noch nicht a priori, sondern nur die Verkniipfung ihrer Ele-
mente oder das Ordnungsgefiige als solches gilt a priori.
Damit wird aber das Wesentliche von Kants Lehre, namlich
das Bestehen einer Form des Denkens fiir die rdumliche
Auffassung im Gegensatz zu einem Inhalt, den sie zu fassen
vermag, nicht geindert, indem seine Lehre schliefllich doch
viel allgemeinerer Natur ist, als seine allerdings nicht mehr
zutreffenden Beispiele. Anderseits ist aber damit das eigent:
liche Raumproblem im engern Sinne, das den Zusammen-
hang des formalen mit dem physischen Raum betritft, aus
diesem Gebiet des formalen Raumes hinabgeschoben in den
Anschauungsraum.

?Car n;p , Der Raum. Ein Beitrag zur Wissenschaftslehre. 1922,
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Dabei ist aber die Anschauung nicht im Sinne einer
erfahrungsmifligen, sinnlichen Anschauung zu nehmen, son-
dern als Wesenserschauung, also als eine Erkenntnis von
den nur unvollkommenen Erscheinungen an Korpern der
Wirklichkeit, besonders in Zeichnungen, zugrunde gedach-
ten idealen Gebilden, deren Erfassung aber durch vermehrte
Erfahrungen nicht nach und nach vervollkommnet werden
kann, sondern die an einem Vertreter ‘der betreffenden Art
von geometrischen Gebilden schon ganz gewonnen wird. In
dieser Festsetzung steckt aber gerade die Hauptschwierig:-
keit, indem nicht abstrakte Begriffe aus den Erscheinungen
gewonnen werden sollen, sie miissen vielmehr noch an-
schauungsmiflige Gebilde bleiben. Auch der ganze Raum
als einziger, in welchem alle Erscheinungen auftreten, kann
nicht ein Begriff sein, und er wurde daher von Kanf als
reine Anschauung bezeichnet. Irgend ein Beispiel zum Ord-
nungsgeflige des formalen Raumes muf} in diesem Raume
gedacht werden, und dasjenige allgemeinster Art ist der
topologische Raum, in welchem die gegenseitige
Lage von Punkten, Kurven und Flichen irgend welcher Art
betrachtet wird. Durch Einsetzung von Punkten, Geraden
und Ebenen im besonderen in den formalen Raum entsteht
der projektive Raum, welcher die Eigenschaften des
Euklidischen Raumes hat, aber auch Abbildungen der nicht-
euklidischen Geometrie darzustellen vermag. Diese lassen
sich damit gleichsam in den Euklidischen Raum {iibersetzen,
in welchem dann aber Verzerrungen in den Bildern der
nichteuklidischen Gebilde eintreten, so daf} an sich gleiche
Strecken an verschiedenen Stellen als ungleiche erscheinen.
Man mufB} daher statt der iiblichen Messung durch Uber:
tragung einer Strecke andere Mefimethoden einfiithren, um
das scheinbar ungleiche doch in der Mafigeometrie als gleich-
wertig zu erhalten, wie z. B. in einer perspektivischen Zeich-
nung. Andere allgemeinere Anschauungsraume mit veran:
derlicher Kriimmung miissen iiberhaupt ausgehend von Malf3-
bestimmungen berechnet werden, wobei an Stelle der Strecke
solche Kurvenstiicke treten, die nach der betreffenden Mef3:
methode sich als kiirzeste Verbindungskurven zweier ge-
gebener Punkte ergeben.
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Ebenso ist im wirklichen physischen Raum die
Mafigeometrie als grundlegend anzunehmen. Theoretisch
konnte die MeBlmethode irgendwie angenommen werden;
nur miifite sie ohne Widerspruch konsequent durchgefiihrt
werden, denn es handelt sich dabei schlieflich einzig um
eindeutige Zuordnung von Zahlen zu Vorgingen an Dingen.
Aber alle exakten Messungen sind tatsachlich nur ausfiihr:
bar unter der Annahme eines starren Korpers?® zur
Herstellung der notwendigen Instrumente. Absolut starre
Korper gibt es aber gar nicht; in erster Linie muf} die Warme:-
wirkung beriicksichtigt werden und ferner eine bestimmte
Geometrie, nimlich praktisch die Euklidische, zur Priifung
der Instrumente, um ihre Fehler zu korrigieren. Das genaue
MefBinstrument ist also ein Ziel, dem man sich unter An-
wendung einer bestimmten Mef3theorie moglichst zu ndihern
sucht. Man konnte aber auch eine nichteuklidische Geo-
metrie konstanter Kriimmung, z. B. die spharische dazu ver:
wenden, da der starre Korper auch.in dieser vorausgesetzt
werden kann, wegen der freien Beweglichkeit und Kon-
gruenz der Figuren. Der starre Korper entspricht namlich
der beim Beginn der Geometrie gesetzten Strecke, und es
liegt gar nicht der Zirkelschlu3 vor, da} die Strecke durch
diese selbst begrifflich gepriift werde, sondern erst aus Fol-
gerungen durch Konstruktionen, und durch das sich als not-
wendig erweisende Parallelenaxiom wird die Strecke als
von der Kriimmung Null erkannt. Aber im physischen Raum
liegt keine Denknotwendigkeit vor, die Kriimmung Null an-
zunehmen, nur zwingt die Beobachtung, diese Kriimmung
als sehr klein zu setzen. Den physischen Raum soll man
iiberhaupt nicht unnotigerweise begrifflich festlegen, man
beginne mit der allgemeinsten Voraussetzung beliebiger
Krimmungen und schaue dann beim Experiment zu, was
vernachldssigt werden kann. Alle Wirklichkeit erweist sich
doch immer als viel komplizierter als jedes begriffliche Bild,
und welche Erfolge eine starre Methode auch zeitigte, so
mufl doch einer allgemeineren, beweglichen Berechtigung

8 Dingler, Der starre Korper. Phys. Zeitsch. XXI, 1920, und: Uber
;151{1 Zirkel in der empirischen Begriindung der Geometrie, Kant-Studien,
X, 1925,
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zugegeben werden, was um so eher moglich ist, als die frii-
here Anndherung ihre Bedeutung beibehailt.

Mit dem Verlassen des starren Euklidischen Raum-
systems und der Zulidssigkeit irgendwelcher gekrummter
Raume entsteht nun aber die erneute Schwierigkeit der Auss-
wahl unter den mathematisch moglichen Mannigfaltigkeiten.
Hier greift nun ordnend ein Weyl 1923, «Die mathema-
tische Analyse des Raumproblems», worin, bezugnehmend
auf Helmholz 1868, «Uber die Tatsachen, welche der Geo-
metrie zugrunde liegen», die Raumarten ausgeschieden
werden, welche eine freie Beweglichkeit der Korper ermog:
lichen, und zwar sind es die, welche auf der Pythago-
raischen Geometrie in unendlich kleinen Gebieten
beruhen, wiahrend bei Verschiebungen des Ortes im Raum
die Maf3verhiltnisse sich dndern. Damit ist das Raumpro-
blem aus den drohenden chaotischen Zustinden durch die
schiarfste logische Analyse gerettet.

SchlieBlich ist aber noch einem weiteren Umstand Riick:
sicht zu tragen: der Raum ‘kommt in Wirklichkeit nicht fiir
sich allein unabhingig vor, sondern er bietet die in ihm ver:-
laufenden Erscheinungen stets in der Zeit dar. In der Wirk-
lichkeit sind Raum und Zeit untrennbar miteinander ver:
bunden, und die Darstellung der Bewegungen fiihrt zu einer
vierdimensionalen Geometrie, indem zu den drei Dimen:-
sionen des Raumes noch als vierte die Zeit hinzukommt.
Es sind also jedem einzelnen Punktereignis vier Zahlen oder
Koordinaten zuzuordnen. Damit tritt an Stelle der geo-
metrischen Anschauung die analytische Methode des Zah:-
lenraumes, dessen Berechnungen ohne weiteres von vier
Dimensionen auf beliebig viele ausgedehnt werden konnen,
und man spricht vom n-dimensionalen Raum, bei dem die
Moglichkeit der Anschauung fehlt, fiir den der dreidimen-
sionale nur ein besonderer Fall ist. Die Formel des Pytha-
goraischen Lehrsatzes fiihrt zu einer allgemeineren quadrati-
schen Form, die also grundlegend bleibt, so daf} keine For-
derung fiir hohere Potenzen berechtigt ist.

Damit ordnet sich das Raumproblem mit den Problemen
der Physik, in denen es eigentlich als Teil enthalten ist, der
allgemeinen mathematischen Analysis unter. Wie die Raum-
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grofien zu deuten sind, hingt also von ihrem Zusammenhang
und der Zeit ab und von der Ubersichtlichkeit und Einheit-
lichkeit, mit welcher die physikalischen Gesetze sich darstellen
lassen. Der Raum fiir sich, ohne irgendwelche Dinge oder Vor:
giange, wird also belanglos, und er gewinnt nur an Bedeutung
im Zusammenhang mit physikalischem Geschehen. Dieses
wird aber auch nicht seinem Wesen nach erfafit, denn die
Mathematik bildet ihre Formeln rein aus begrifflichen Vers
bindungen und friagt sich vorerst, ganz abgesehen von aller
Natur, welche Gesetze wohnen diesem Gebilde inne und
welche Eigenschaften der mathematischen Formeln bleiben
erhalten, auch wenn die in ihnen vorkommenden Zahlen
gedndert, wenn Transformationen vorgenommen werden.
Solche Invarianten bilden das Bleibende im Wechsel des
Geschehens, und in sie sucht man die Naturgesetze zu
kleiden. Bei den geometrischen Bewegungen im Raum ist
die Invariante die quadratische Form des Pythagoras.
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