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MODELES DYNAMIQUES EN BIOLOGIE, R. ARDITI (DIR.)
DYNAMICAL MODELS IN BIOLOGY, R. ARDITI (ED.)

Les modeles mathématiques en hémodialyse:
un retour aux hypotheses

PAR

JEAN-PIERRE GABRIEL ! et GILBERT FELLAY 2

Résumé —GABRIEL J.-P. et FELLAY G., 1990. Les modéles mathématiques en
hémodialyse: un retour aux hypothéses. In: Modeles dynamiques en biologie, R.
Arditi (dir.). Mém. Soc. vaud. Sc. nat. 18.3: 285-344,

Les cliniciens sont de plus en plus confrontés a des modeles mathématiques censés
permettre un traitement mieux adapté a chaque malade. Dans notre centre, nous
avons utilisé deux modeles: la cinétique de 1’'urée (cu) et la quantification directe
de la dialyse (qdd). Alors que les deux approches se proposent de décrire le méme
pénomene et permettent de déterminer le volume de distribution de 'urée V' et son
taux de production G, I’expérience montre que les estimations obtenues suivant les
deux voies divergent manifestement. Nous tentons ici d’apporter une clarification
de ces deux modeles en montrant que, d’un point de vue théorique, la divergence
observée est loin d’étre surprenante. La comparaison des deux modeles est effectuée
en les opposant I’un a 1’autre dans leur univers conceptuel. Il en ressort que qdd est
plus adéquat que cu dans I’estimation de V etde G.

Mots-clés: Hémodialyse, modeles mathématiques, cinétique de 1’urée, quantification
directe de la dialyse.

Abstract.~GABRIEL J.-P. and FELLAY G., 1990. Mathematical models in hemo-
dialysis: a discussion of the underlying hypotheses. /n: Dynamical Models in
Biology, R. Arditi (ed.). Mém. Soc. vaud. Sc. nat. 18.3: 285-344.

The importance of mathematical modeling in dialysis arose recently as a consequence
of the achievment of individualized treatment therapies. Two distinct models were
used in our center, namely the urea kinetic model (UK) and the direct dialysis
quantification (ddq), for the estimation of the urea distribution volume V' and the
urea rate . It turned out that, for the same patient, they provided us with different
results. The basic hypotheses on which the two models rely are poorly described
in the literature. The aim of this paper is an attempt to fill this gap and to show

nstitut de mathématiques, Université de Fribourg, Pérolles, CH-1700 Fribourg,
Suisse.

2Centre d’hémodialyse de 1’Hopital cantonal, CH-1700 Fribourg, Suisse.
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that the discrepancy observed between the two models is not surprising at all. The
study also shows that from a theoretical viewpoint, ddq is more appropriate than
UK for the estimation of V' and G. The question of the intrinsic quality of ddq is
not discussed here.

Key words: Hemodialysis, mathematical models, urea kinetic, direct dialysis quan-

tification.

INTRODUCTION

Ce travail est une réponse a la question du choix entre deux modeles
mathématiques proposés aux médecins. L’introduction qui suit voudrait ap-
porter au lecteur non familiarisé avec le domaine de 1’'insuffisance rénale et
de son traitement par «dialyse », quelques notions essentielles lui permettant
de mieux saisir I’approche par «modélisation» dans un contexte clinique.

Situés derriere le péritoine, allongés de part et d’autre de la colonne
vertébrale, les reins recoivent un flux de sang qui vient de 1’aorte, les tra-
verse, et va se jeter dans la veine cave. Ce flux, de I’ordre de 1200 ml/min
pour un adulte, peut varier considérablement, et correspond a quelque 20
pourcent du débit cardiaque.

Ces reins maintiennent 1’équilibre du bilan hydrosodé, reglent la con-
centration en électrolytes du plasma sanguin et débarrassent 1’organisme
de produits acides du métabolisme; ils éliminent les déchets et notamment
I'urée, produit final du catabolisme protidique. Ils exercent également des
effets «a distance» par voie hormonale.

L’arrét de leur fonctionnement, qu’il soit brutal ou progressif, menace
le malade de facon vitale: la rétention de sel et d’eau entraine une ex-
pansion des compartiments liquidiens. La surcharge intra-vasculaire qui en
résulte augmente notamment la pression artérielle, et ’hémorragie cérébrale,
I’insuffisance cardiaque et ’infarctus en sont les conséquences bien con-
nues. La perturbation des liquides de I’organisme mene, entre autres, a I’hy-
perkaliémie, & I’acidose, a I’hyperphosphatémie et 1’hypocalcémie. Les pro-
duits toxiques s’accumulent, responsables d’un cortége de manifestations
constituant le «syndrome urémique »(fatigue, perte de 1’appétit, nausées, dif-
ficultés respiratoires). La perte des fonctions endocrines compléte le tableau,
I’érythropoiétine ne stimule plus la synthése médullaire des globules rouges,
la rénine ne joue plus son role dans la modulation de la tension artérielle et
le manque de vitamines D bioactives déséquilibre le métabolisme phospho-
calcique.

Le traitement par dialyse peut corriger le volume liquidien et ramener sa
composition vers des zones normales, éliminer des produits toxiques grace a
des membranes artificielles ou a la membrane péritonéale qui permettent des
transferts d’eau et de solutés. Il n’enléve pas mais réduit les conséquences
des troubles endocriniens.
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PRINCIPES DE LA DIALYSE

Comme approche initiale, il est intéressant de rappeler I’expérience de
GRAHAM (1805-1869). Ce chercheur étudiait la diffusibilité de différentes
substances. Dans une éprouvette, il superposait une solution aqueuse du
corps considéré et de 1’eau. Des bases, des acides minéraux, des sels et du
sucre diffusaient rapidement dans le solvant. D’autres, comme la gélatine,
la gomme arabique et I’albumine, n’y pénétraient que trés lentement et se
présentaient comme une espece de colle (d’ou colloides). Ce fait est a
I’origine d’une classification basée sur la vitesse de diffusion. Remarquons
encore que la séparation était plus nette en interposant une membrane entre
la solution et le solvant.

Graham définit ce procédé comme «une méthode de séparation par dif-
fusion a travers une membrane »et I’appela «dialyse ».

Les membranes utilis€ées en dialyse sont généralement poreuses. Les
particules qui les traversent diffusent dans la solution; les grosses molécules
(protéines) sont freinées ou arrétées, alors que les petites molécules (urée,
créatinine...) et les ions (Nat, K*, Ca*™, Cl™...) passent facilement.
Cet effet tamis joue un role trés important dans le modeéle congu par le
clinicien. Pour expliquer la perméabilité sélective, il faut également faire
appel a d’autres phénomeénes, tels que la charge électrique, les propriétés de
solubilité, etc.

La facilité de passage qu’offre une membrane a une substance en solution
ou «coefficent de dialyse » est définie de fagcon empirique dans les conditions
mémes d’utilisation.

Diffusion et ultrafiltration

Lorsque deux solutions différentes sont placées de part et d’autre d’une
membrane perméable, chaque soluté passe, par diffusion, de la solution ou
sa concentration est élevée vers celle ou elle est basse. La vitesse de passage
dépend du gradient de concentration et de la perméabilité de la membrane.

Membrane
¥
Sang
> / 4 e
Dl'a/ Sal_ 1111111111111111 111111111{1111 111{ 1111111111 TSI TG T T
y< < ‘Hciﬂb‘ol’lfts v ¢ —
Eau Kzotés Electrolytes

Figure 1.— Schéma d’un dialyseur.

Le maximum du transfert correspond donc au maximum du gradient de
concentration qu’il faudra conserver afin de maintenir ’efficacité du procédé
d’extraction. Pour ce, dans un systéme ou les deux solutions sont en mou-



288 J.-P. GABRIEL ET G. FELLAY

vement et qui correspond au principe utilis€ en hémodialyse (fig. 1), le
gradient est maintenu €levé par renouvellement des surfaces liquidiennes
qui touchent la membrane. La perméabilité dépend bien siir de la nature de
cette membrane (cuprophane, acétate de cellulose, acrylonitrile...) et, pour
une membrane donnée, de la nature du soluté et notamment de son poids
moléculaire.

Nous avons parlé de diffusion des solutés. Le transfert de masse de la
solution (solvant+solutés) peut également s’effectuer a travers la membrane
sous I’effet d’un gradient de pression hydraulique ou osmotique. On parle
alors de transfert par ultrafiltration (ou convection).

Une membrane semi-perméable s€pare le sang et le dialysat qui circulent

a contre-courant. Le gradient de pression hydraulique permet une sous-
traction d’eau et de solutés. Le gradient osmotique permet, en plus, une
extraction des métabolites azotés et des électrolytes (effet dominant).
Le probléme qui sera discuté concerne surtout les transports d’eau et d’urée.
Le volume d’eau extrait par le dialyseur par unité de temps (fig. 2) est donné
par Dy —Dgs = Dgs— Dye , et la quantité correspondante d’urée extraite
par D;,.Cse — DssCss = DgsCys, ou D = débit, C = concentration,
§ = sang , se = sang qui entre, ss = sang qui sort, d = dialysat, de =
dialysat qui entre, ds = dialysat qui sort.

Clairance d’un dialyseur

I1 est d’usage de mesurer la performance d’un dialyseur a 1’aide de la notion
de clairance (clearance) définie par (fig. 2)

Dsecse _Dsscss . Ddscds
Cse B Cse .

Les modes d’extraction utilisés par les dialyseurs rendent cette grandeur
indépendante (en principe) de la concentration Cs. a ’entrée de la machine.
La clairance est en fait un débit: il s’agit du volume virtuel de sang (plasma)
complétement €puré par unité de temps. La méme notion vaut pour le rein
naturel (on utilisera bien siir la seconde forme pour K).

K =

Dye Ce
Dge Coe DyCy
—_— e —————
4 Dds Qn

Figure 2.— Débits et concentration en solutés a ’entrée et a la sortie du dialyseur.
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Figure 3.— Hémodialyse. Eléments principaux de I’ensemble du systeme.

Hémodialyse et dialyse péritonéale

La dialyse, au sens clinique, combine diffusion et ultrafiltration. Elle permet
ainsi de modifier la composition et le volume des liquides corporels.
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Un choix est offert aux insuffisants rénaux: 1’hémodialyse et la dialy-
se péritonéale. Dans [’hémodialyse, le sang et un dialysat de composition
proche du plasma traversent le dialyseur de part et d’autre de la mem-
brane (fig. 3). Un accés au systéme vasculaire est indispensable. Dans
une situation d’urgence, on ponctionne une veine de gros calibre (veine
jugulaire interne, sous-claviere ou fémorale) qui permet un débit suffisant
(environ 300 ml/minute), alors que pour un traitement chronique une fistule
artério-veineuse confectionnée chirurgicalement sur I’avant-bras, permet le
prélevement de sang dans la partie veineuse dilatée et sa réinjection en
aval. L’introduction du sang dans les tubulures et dans le filtre déclenche
une réaction en cascade complexe —la coagulation— qui aboutit a la formation
du caillot. Un anticoagulant est donc nécessaire (héparine).

Dans la dialyse péritonéale (fig. 4), les échanges en eau et en solutés
s’effectuent entre le dialysat, introduit artificiellement dans la cavité périto-
néale, et les vaisseaux sanguins. Le péritoine joue le role de membrane
naturelle. Le dialysat est renouvelé 4 4 5 fois par jour.

Colonne

Verte hrale Viscéres

(intesling . foie

; 7Pe'riz‘0£ne

Vatsseary Sanguins

cavite perifonéale

Figure 4.— Schéma d’une coupe sagitale de I’abdomen permettant de situer le niveau
des échanges lors d’un traitement par dialyse péritonéale.

Remarques sur la composition du dialysat (ou bain de dialyse)

Si la composition du plasma est relativement fixe, celle du dialysat préparé
pour hémodialyse est modifiable et permet d’orienter le transfert de chaque
soluté (tableau 1). Ainsi, dans le bain de dialyse, une concentration nulle en
urée et en créatinine favorise leur extraction alors qu’une concentration
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en calcium plus élevée que celle du plasma engendre un flux diffusif in-
verse. Quant au sodium, élément charniére dans les variations de volu-
me et d’osmolalité des différents compartiments de 1’organisme (plasma-
tique, interstitiel, cellulaire), sa concentration est a adapter a chaque malade
en tenant compte de son contexte pathologique. Cependant la concentra-
tion adéquate reste un probléme clinique loin d’étre résolu, pour lequel
I’élaboration d’un modele mathématique, si délicate qu’elle soit, parait in-
dispensable. En ce qui concerne le potassium, si 1’élimination par voie
rénale est nulle, une soustraction artificielle est nécessaire afin d’éviter les
risques mortels d’une hyperkaliémie. Par contre, en cas de diurése et kaliu-
rie conservées, une adaptation du gradient potassique transmembranaire per-
met d’éviter I’hypokaliémie, source de troubles graves du rythme cardiaque.
Enfin la correction de 1’acidose demande un apport de bicarbonate; mais
celui-ci, mis en présence de calcium forme un précipité. Cette difficulté
a d’abord été contournée, au prix d’autres ennuis, en utilisant du lactate
ou de I’acétate qui, aprés métabolisation hépatique, donnent du bicarbona-
te. Actuellement, de nombreux appareils permettent, a partir de 2 dialysats
concentrés, I’'un contenant du calcium et I’autre du bicarbonate, d’éviter la
précipitation de sel en effectuant le mélange en cours de dilution.

Plasma Dialysat
Sodium 135-145 132-150
Potassium 3,7-5,0 0-4
Chlore 90-108 97-110
Calcium total* 2228 1,3-1,6
Phosphore minéral 0,8-1,6 0-0
Magnésium* 0,8-1,0 0,35-0,4
Bicarbonate , 23-27 27-31,4
Glucose 3,9-6,1 0-10

Tableau 1.— Composition du plasma sanguin (selon normes données par le labora-
toire) et du dialysat utilisé pour I’hémodialyse a 1’Hdpital cantonal de Fribourg. La
concentration des solutés est exprimée en mmol/l.

* Seule la fraction diffusible intervient dans le gradient transmembranaire effectif.

Application clinique

Si les expériences sur la diffusion conduisirent Graham a définir la dialyse
dans la seconde partie du XIX®, ce n’est qu’un demi-siécle plus tard que
ABEL et al. (1913-1914) appliquent, chez I’animal, le principe a 1’extraction
de solutés sanguins. Leur premier «rein artificiel» est étrangement proche
des filtres capillaires actuels. Malgré d’intenses recherches de part et d’autre
de I’ Atlantique, deux obstacles majeurs freinent 1’utilisation du procédé en
clinique humaine: un probléeme de membrane et un probléme de coagulation
des que le sang entre dans le systéme extra-corporel.
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Les premieres tentatives d’applications chez ’homme datent des années
20. HAAS (1923) figure parmi les pionniers. Les difficultés sont nombreuses:
les infections sans antibiotiques, les thromboses sans anticoagulants, les
membranes sans cellophane. Ces problemes sont partiellement maitrisés
dans les années 30; 1’obstacle peut-Etre le plus difficile reste alors celui de
I’acces répété au courant vasculaire. C’est pourquoi, en 1946, KOLFF écrit
en substance que le rein artificiel est indiqué dans I’insuffisance rénale aigué
temporaire, non dans I’insuffisance rénale chronique irréversible (pourtant
la cible initiale de I’auteur). Mais la recherche continue et apporte ses fruits
par la voie inévitable des échanges interdisciplinaires. La collaboration entre
Domingo et Kolff en est une belle illustration: le constructeur du photomeétre
a flamme offre au médecin une analyse correcte du sodium et du potassium.

C’est en 1945 que I’on trouve le premier survivant a un épisode d’insuffi-
sance rénale aigué traitée par dialyse (KOLFF 1946). Bientot différents types
de dialyseurs sont inventés. ALWALL et al. (1949) apportent une réponse
nouvelle a la question de I’acces vasculaire: une canule entre artére et veine.
Parmi les nombreuses techniques proposées, celle de Scribner et coll. verra
son application tres étendue. Elle permettra, en 1960, le succes du premier
traitement par dialyse chronique (HEGSTROM et al. 1961).

Les progres technologiques adaptés aux connaissances de la physiopatho-
logie favorisent I’expansion de la méthode. En 1965, dans quelque 40 cen-
tres européens, plus de 150 malades sont en traitement chronique (ALBERTS
et DRUKKER 1965). Un grave probleme éthique se pose alors: les malades
en insuffisance rénale terminale sont nombreux, et I’on ne peut en traiter
que quelques-uns. La multiplication des centres spécialis€s, I’hémodialyse
a domicile et les recherches en matiére de transplantation sont les réponses
qu’on y apporte.

Pour le malade traité, le risque de la coagulation et d’infection li€ au
shunt externe menace toujours dangereusement 1’acces vasculaire. En 1966,
BRESCIA, CIMINO et al. proposent un nouvel abord: la confection chirugicale
d’une fistule arério-veineuse interne. Un pas décisif est franchi. Dans la
décennie suivante, le traitement dialytique devient courant dans la plupart
des pays industrialisés. A titre d’indication, a 1’Hopital cantonal de Fribourg
la premiere hémodialyse a été effectuée en janvier 1974, et en 1987 plus de
40 malades bénéficient d’un traitement chronique, soit de facon «définitive »,
soit dans ’attente d’une transplantation. Pour I’année, le nombre total de
séances (aigués et chroniques) dépasse 4000. Le contexte socio-économique
permet de traiter chaque fois qu’il y a indication. Si celle-ci est claire dans
I’insuffisance aigué transitoire, elle 1’est beaucoup moins dans 1’insuffisance
rénale chronique de certains malades ageés.
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Evaluation du traitement

Jusque vers le milieu des années 60, la recherche touchant 1'insuffisance
rénale terminale visait la survie du malade. Celle-ci atteinte il fallait en
améliorer les conditions. Des lors s’est posé le probleme complexe de
I’évaluation du traitement. En fait, le clinicien conduit son traitement surtout
selon sa propre expérience clinique. Différentes méthodes d’évaluation ont
€t€ proposées (BOBB ef al. 1971, 1975; GINN et al. 1978; LINDHOLM et
al. 1969) et notamment des modéles mathématiques sensés permettre une
meilleure thérapeutique.

Premiéres approches par modélisation

Dans les années 70, les travaux de GOTCH et SARGENT (1975, 1978, 1980)
et de SARGENT et LOWRIE (1982) faisant appel a un modéle mathématique
tentent de déterminer, chez 1’hémodialysé, le volume de distribution de
I'urée (V) (assimilé a 1’eau totale du corps), son taux de production
(@) et partant, le catabolisme protidique (PCR = protein catabolic rate).
Ces parametres intéressent directement la surveillance et le traitement des
malades. On retrouvera ce modele sous le nom de cinétique de ’urée (cu).

Dans le travail qui suit, nous utiliserons les notations suivantes:

t: temps (t >0),

0 : début de la dialyse,

tq: début de la phase interdialytique,

tg : début de la dialyse suivante.

Ainsi tg estladurée de la dialyse et t9—ty celle de la phase interdialytique.
C(t) : concentration de I'urée a I’époque ¢, Cy = C(0), Cq = C(tq),
Co=0C (ta) ,

V(t): volume de distribution de I’urée a I’époque t, Vo = V(0),

a(t) = V(t) — V(0) : variation du volume a I’époque ¢,

AgV = V(ty) — V(0) : variation du volume durant la dialyse,

AgV = V(tg)—V(ty) : variation du volume durant la phase interdialytique,
(4 : quantité d’urée présente dans le dialysat total a la fin de la dialyse,
qq : quantité d’urée éliminée par le rein naturel durant la dialyse,

go : quantité d’urée éliminée par le rein naturel durant la phase interdialy-
tique,

K p : clairance du rein artificiel,

K g : clairance du rein naturel,

K4(t) : clairance totale du systeme sur [0,%4),

Kp(t) : clairance totale du systéme sur [tq,tg),

;% : dérivée par rapport & ¢t sur (0,t4) U (t4,tg) et dérivée a droite en 0
et t4.

Tableau 2.- Notations.
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Dans le centre de dialyse de ’Hopital cantonal de Fribourg, I’utilisation
de ce modele a permis d’obtenir une meilleure thérapeutique; il a par exem-
ple été aisé de suivre les recommandations proposées a la suite de 1’étude
multicentrique américaine NCDS LOWRIE et al. (1980, 1981, 1983, 1984):
ainsi pour atteindre une concentration d’urée plasmatique prédialytique don-
née, (cu) permet plusieurs possibilités d’intervention, notamment sur le
temps de dialyse, la clairance et le débit sanguin a travers le filtre.

Dans les années 80, une approche différente a été proposée par MALCHES-
KY et al. (1982) et appelée quantification directe de la dialyse (qdd). Les
deux voies proposent de décrire le méme phénoméne et d’estimer, a partir de
(V) et (G), le taux de catabolisme protidique. Cependant les estimations
obtenues suivant (cu) ou (qdd) semblent diverger bien au-dela des erreurs de
mesure (AEBISCHER et al. 1985), ce qui nous a convaincus de la nécessité
d’une étude comparant les deux modeles.

La figure suivante contribuera a la compréhension de la situation. Un
traitement par hémodialyse itérative n’a de sens que s’il fait chuter la con-
centration durant la phase dialytique et si cette concentration remonte dans
la phase qui suit.

2 Cct)

Co Co

o L]
t, &
Figure 5.— Evolution de la concentration de 1’urée.

PRESENTATION DES MODELES

Historiquement le travail de SARGENT et GOTCH (1975) a précédé celui de
MALCHESKY (1982). Ceci peut paraitre étonnant car le modele de Malch-
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esky est plus simple que celui de SARGENT et GOTCH. Dans une premiere
étape, nous nous proposons de familiariser le lecteur avec ces modeles en
lui donnant un condensé des expositions qu’il trouvera dans la littérature.
Le modele de SARGENT-GOTCH sera appel€ «(cu)» pour cinétique de I'urée
et celui de Malchesky «(qdd)» pour quantification directe de la dialyse.

Le modeéle (cu)

Dans ce modele, 'urée en solution est contenue dans un compartiment
unique. Son volume de distribution V' est identifié au volume hydrique
du patient. Ce réservoir est alimenté par le catabolisme protidique selon
un taux de production instantané (urée) not€¢ . On désigne par Kp la
clairance du rein artificiel et par Kr celle du rein naturel si celui-ci posséde
une fonction résiduelle. De plus on notera C(t) la concentration de 1’urée
dans le patient a I’époque t. Le bilan instantané de 1’urée s’écrit alors de
la fagon suivante
d .. o

E(VC’(t)) =G — (Kp + Kgr)C(t), sur I'intervalle dialytique,
%(VC(t)) = G — KgrC(t), sur 'intervalle interdialytique.
Ces deux €quations fournissent des liaisons quantitatives entre les gran-
deurs V' et G, inaccessibles par une mesure directe dans un contexte
clinique, et C(t), Kp et Kg, qui elles le sont. Nous supposons que la
phase de dialyse débute en ¢t = 0, se termine en t = t5, époque du début
de la phase interdialytique qui prend fin en ¢t = tg.

SARGENT et GOTCH distinguent les deux cas suivants:
SG(1): le volume V est constant,
SG(2): le volume V' est linéairement variable sur chacune des phases.
L’avantage en traitant ces deux situations réside dans le fait qu’il est possible
de résoudre explicitement les équations différentielles du bilan d’urée. On
peut cependant remarquer que SG(2) est plus réaliste que SG(1). En effet,
en cas d’insuffisance rénale, une partie ou la totalité du liquide absorbé par
le patient durant la phase interdialytique n’est plus €liminée par le rein. Il
faudra donc que la dialyse supplée a cette déficience. Ainsi le volume est
une fonction décroissante du temps durant la phase de dialyse et croissante
dans la phase qui lui succéde. Nous introduisons les notations suivantes
pour traduire la variation lin€aire du volume

V(t) := V(0) — gqt , durant la dialyse,
V(t) :=V(0) — eqtq + €o(t — tq) , durant la phase interdialytique,

ol €4 et €g sont des nombres non-négatifs accessibles a la mesure si
I’on identifie les variations de volume a celles du poids du patient. Posons
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V(0) := Vj et supposons que C(t) soit mesurée aux époques t =0, t =t4
et t =tg. Nous noterons C(0) :=Cy, C(tg) :=Cy4 et C(tg) :=Cp.
La résolution des équations ci-dessus fournit, pour SG(1), les relations

- KD+KRt -
——14
Gy= G W ety
4 (0 KD+KR) +KD+KR
( Kr(tg —ta)
G\, — v .G
Cqo—— )€ 0 +— ,si Kg>0
Kgr Kgr
Co = «
Cd+G(t"V_td)  si Kp=0.
\ 0

A T’aide de quelques manipulations algébriques, on parvient a exprimer G
en fonction de Vj dans les deux relations qui précedent

Cy — Cy)
GL(Vy) = (Kp + Kg)(Cy — ,
4060 = (o + K)Ca = | (it ey
e Vo
(Cg — Cy) ;
Kr | Co+ Krlls — ty ,81 K >0
G(Vo) = e Vo
Vo(Cy — Cy) —
LW ,S]KR—O.

Dans le cas des volumes linéairement variables, on choisit comme inconnue
V(0) = Vi et on obtient, pour SG(2),

Kp+ Kp

—— 41
G Vo €
Ci=|Cqy— d
4 (0 KD+KR—Ed) (VO_Edtd) 2

G
Kp+Kgp—¢4'

+
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( KR
T
T Kr+eo) \Vo— eata + eo(te — tq)
G

Kgr+ €y

(Vo — eqta)Cq + G(tg — ta)
\ Vo —eatq +eo(ta — to)
Et aprés transformation

Co—-0C
G3(Vo) = (Kp + Kr —€a) | Ca — gy e :
i - ke S|
_L €d 1
\ Vo — €atd )
Co—-C
(Kr+¢€g) | Co— 4 ;(R
eote —ta), = T1
[ ge Bl by By e
G5 (Vo) = < ko Vo — €dtq )
, S1 KR > 0,
(Vo — €4qtq)(Co — Cq) + Coea(te — ta) s Kp=0
\ to — ta ’ '

Dans chacune des situations SG(1) et SG(2), les couples ( Vp, G) qui ex-
pliquent les mesures sont donnés par l'intersection des courbes définies
par G%(Vo) et Gi(Vo), i = 1,2. Le probléme est résolu numérique-
ment 2 1’aide d’un algorithme tel que celui de la bissection.

Il nous semble important d’insister sur la structure de ce probleéme.
Le phénomene est décrit a 1’aide d’équations différentielles faisant inter-
venir les deux parameétres inconnus Vj et G. On mesure les parame-
tres accessibles ty,t9, Kp, KR, €4,€0 (ces deux derniers pour SG(2) seule-
ment), ainsi que C(0), C(tq), C(ts), c’est-a-dire certaines valeurs des
solutions. On résoud chaque équation avec sa condition initiale ( C'(0) pour
la premiére sur la phase de dialyse, C(t4) pour la seconde sur la phase
interdialytique) et on impose alors les conditions finales C(tg) et C(tg) .
Ces contraintes permettent de définir des courbes dans le plan (Vp, G) dont
les points d’intersection fourniront, s’il y en a, d’éventuelles solutions, c’est-
a-dire des valeurs de parametres compatibles avec les observations. Il s’agit
d’un probléme d’identification de paramétres.
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Le modeéle (gdd)

Au contraire de (cu) qui se propose de suivre ’évolution du systeme a
chaque époque en s’appuyant sur le bilan instantané de I'urée, (qdd) se
contente des bilans globaux sur chaque phase. Le prix a payer est celui du
contrdle des sorties globales, c’est-a-dire la récolte du dialysat et des urines.
Nous formulons le probléme pour une variation arbitraire du volume car la
situation générale n’est pas plus difficile a traiter dans ce nouveau contexte.
Nous utilisons les notations introduites pour (cu) auxquelles nous ajoutons

A4V =V (tg) — V(0) = variation du volume durant la dialyse,
ApV =V (tg) — V(tq) = variation du volume durant la phase inter-
dialytique.

Rappelons que ces variations sont identifiées a celles du poids du patient

qq := quantité totale d’urée €liminée durant la dialyse,
qe ‘= quantité totale d’urée éliminée durant la phase interdialytique.

En posant V(0) := 1}, le bilan de ’'urée sur chacune des phases fournit

(Co — Cy) Vo + taG = CygAgV + g4
(Cd = Cg)VD + (tg — td)G = Cg(AdV + AGV) — CdAdV + do.

Il s’agit d’un systtme de deux équations a deux inconnues dont la so-
lution sera le couple cherché (V5,G). (Nous donnons une version lé-
geérement différente de celle de Malchesky. En effet, cet auteur introduit
des clairances moyennes qui nous semblent superflues dans ce contexte.
Les idées générales restent cependant les mémes).

RETOUR AUX HYPOTHESES

Nous allons tenter de dégager les jeux d’hypotheses sur lesquelles re-
posent les modeles (cu) et (qdd), dans le but de permettre une meilleure
compréhension de leurs positions respectives. Nous espérons également
combler une lacune. Nous n’avons trouvé aucune discussion approfondie
de ces hypothéses dans la littérature concernée par ce sujet.

Le principe de la conservation de la matiére

Le principe de la conservation de la matiere, appliqué a 1’urée, est I’élément
central de la théorie a partir duquel seront engendrés tous les modeles. Dans
cette perspective, un modele particulier du comportement de I'urée sur les
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phases concernées découlera tout simplement d’une spécialisation de ce
principe obtenue a I’aide d’un jeu spécifique d’hypothéses supplémentaires.
Voici donc I’énoncé du principe en question.

(A) La quantité d’urée dans le corps humain considéré comme systéme pou-
vant contenir, produire et échanger cette substance avec le milieu extérieur
est une fonction continue du temps régie par I’ équation

(1) Q(t2) — Q(t1) = Epty t5) — Sita t2) »

ol t1,ty désignent deux époques t; < ta, [t1,t2) l'intervalle de temps
entre t; compris et ¢ty non-compris, Q(t) la quantité d’urée présente
dans le systtme a I’époque ¢ (comptée positivement), Ej;, ;,) la quan-
tité d’urée ayant pénétré dans le systéme dans lintervalle [tq,%2) (comp-
tée positivement), S[z, ;,) la quantité d’urée ayant quitt€ le systtme dans
Iintervalle [t1,t2) (comptée positivement).

Il faut signaler que la formulation générale de ce principe est

(1’) Q(t2) - Q(tl) - E(tl,tz] * S(tl,tZ} :

Cependant la continuité de Q(t) garantit I’équivalence des relations (1) et
(1’). Nous avons choisi la premiére car elle est mieux adaptée au modele
(cu) qui, de toute fagon, assume implicitement la continuité de la fonction
Q(t) . Dans un but d’unité de présentation, nous admettons la relation (1”)
pour (qdd) également. Une autre remarque s’impose: 1’équation (1) fournit
une liaison entre des grandeurs de natures différentes. En effet, Q(t) est
une fonction ponctuelle qui décrit un état instantané du systéme, tandis
que Ey, 4,y et Sy, ;) sont des fonctions d’intervalles qui mémorisent une
partie de I’histoire entre les époques t; et ty . D’une fonction d’intervalle
Fy, +,) telle que Epy, ;) ou S|, ¢,) on attendra, a priori, les propriétés
(évidentes) suivantes

(1) F[t,t) == 05 vt ’

(11) F[tl,tz) 2 0) th <t2,
(iil) Si [t1,%2) = [t1,8) U [t,t2), 1 <t <ty
Fioy 1) = Flevy + Fley)  (additivité).

De (i), (ii) et (iii) on déduit que si [t1,t3) C [t],t5), alors Py ip) %2
Fiyr 1y - W suffit d’écrire [t},25) = [t1, 1) U[t1,t2) U [t2, 3) , d’ou l'on tire

Fur vy = Fle ) + Fltata) + Fltaty) 2 Flta o) -
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Dorénavant toutes nos fonctions d’intervalles vérifieront, par définition, les
propriétés (i), (ii) et (iii).

Dans notre contexte, nous travaillerons toujours sur l’intervalle [0, 00),
t = 0 coincidant avec le début de la dialyse. Toute fonction d’intervalle
Fiy, 1) avec [ti1,t3) C [0,00) est completement déterminée par la fonc-
tion ponctuelle f(t) = Floy).  En effet, on a Fi, 1) = Flot,)—
Fio,t,y = f(t2) — f(t1) , et réciproquement, toute fonction non-décroissan-
te sur [0,00) et nulle en ¢ = 0 induit une fonction d’intervalle a 1’aide de
la relation ci-dessus.

L’ hypothése de I'uniformité de la concentration de I'urée

L’accés expérimental a la grandeur Q(t) est assuré par la mesure de la con-
centration plasmatique de 1’urée en un point déterminé par 1’expérimentateur.
Pour donner un sens a cette mesure, il est nécessaire de supposer que la
concentration de 1'urée ne dépende pas du point choisi. Il se trouve que
les modeles (cu) et (qdd) ne reposent pas sur la méme hypothése, d’ou la
distinction suivante

(B*) A chaque instant, chaque point du volume de distribution de I'urée
admet la méme concentration.

(B) A l'instant de chaque mesure, chague point du volume de distribution
de ['urée admet la méme concentration.

Il est clair que B* est plus fort que B. Remarquons également que 1’approche
usuelle consiste a imaginer la distribution de 1’urée dans un unique com-
partiment avec une concentration uniforme a chaque instant. La premicre
partie de 1’assertion est superflue en ce sens que si la seconde est vérifiée,
il devient inutile de se préoccuper du nombre de compartiments qui abritent
I'urée. L’uniformité de la concentration, par contre, ne découle nullement
de 'unicité d’un compartiment.

L’ hypotheése de la production linéaire de I’ urée

Si la fonction Sp, ;,) est en principe accessible a la mesure, il n’en va
pas de méme pour Ej}, ;.. Dans le contexte de la cinétique de I'urée ce
terme représente la production propre de 1’individu comme conséquence de
son catabolisme protidique. Dans 1’état actuel des connaissances, il parait
difficile de formuler une hypothese fondée sur une solide argumentation
phénoménologique. Les textes de physiologie semblent muets a ce propos.
On peut tout au plus affirmer que F[0,¢) est a I’évidence une fonction
non-décroissante de ¢ et prend la valeur 0 en £ = 0. La fonction la plus
simple dans cette catégorie est la fonction linéaire

E[O,t) = Gt, G -y 0 ;
ce qui équivaut & Ep, 4.y = G(t2 —11).
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(C) Pour tout intervalle [t1,t2) :
E[tlytz) = G(t2 - tl) )

ou G est une constante positive.

On peut bien sir contester ce choix, d’autant plus qu’il est plus contrai-
gnant qu’il n’y parait a premi¢re vue. Pour mettre ce fait en évidence, nous
indiquons une famille de propriétés équivalentes a 1’hypothése de la pro-
duction linéaire. Nous aurons besoin de quelques notations. La production
moyenne d’urée sur 'intervalle [t1,%2) est, par définition,

1
E '
t2 _ tl [tlatz)

(E[tl,t2)> =

Le taux instantané de production de 1’urée est, par définition,

o Ern)
M) = fim—= =,

si cette limite existe.

PROPOSITION 1. L’hypothése C équivaut a chacune des assertions sui-
vantes.

(a) La production moyenne d’urée est indépendante de !'intervalle;

(b) Pour tout t >0, Ejgy) = Gt, ou G est une constante positive;

(¢) E,) est une fonction continue pour t > 0, le taux instantané de
production de I'urée est partout défini et constant (en t = 0, la continuité
est comprise comme continuité a droite);

(d) Ej, 1,) est invariante pour les translations d'intervalles

VI'>0, Ep 47t417) = Epty2,) -

Démonstration. Nous procéderons en vérifiant les implications suivan-
tes

(C) = (@ = (b) = (c) = (d) = (C).

Les trois premieres étant évidentes, nous passons a (¢) = (d). Par hy-
pothése, A(t) existe et est constant. Appelons G la valeur admise par
cette fonction et posons e(t) := Ejg) . Ainsi

E _
G =lim ZhETR) limm ot + k) —al)
h10 h hl0

b
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d’ot I’on conclut que e(t), qui est continue par hypothése, posséde une
dérivée a droite constante, donc continue, en tout point ¢ > 0. En vertu
d’un résultat classique de 1’analyse, la fonction e(t) est dérivable en tout
point £ >0 etona

d

—e(t) =G, t>0.

dt ( ) ?

La solution générale de cette équation sur [0, 00) est bien siir e(t) = Gt+b
et, puisque e(t) est continue a droite en t =0, on a

E[O,O) == ltllIBl €(t) =b 5

et donc Ejpo 4 = Gt, ce qui entraine évidemment la propriété€ cherchée

E[t1+T,t2+T) = G(t2 - tl) = E[t17t2) .

Il reste & montrer que (d) = (C). Par hypothése, Ej; ;) = Ejg,5) pour
tout s,t > 0, et donc

e(t+8) = Ejp11s) = Epo,t) + Eft,t45)
= Ejo,1) + Ejo,s)
= f(t) +e(s) .

Nous obtenons une équation fonctionnelle bien connue. Du fait que e(t) >
0, un résultat de Darboux (voir ACZEL 1961) nous garantit 1’existence d’une
constante G telle que e(t) = Gt et notre assertion est démontrée ainsi que
la proposition.

Remarque. La notion de production moyenne est trés souvent utilisée dans le
langage médical. Il nous semble important de remarquer que (a) caractérise
la propriété de production linéaire. Si cette derniere est fausse, alors il existe
au moins deux intervalles distincts pour lesquels les productions moyennes
différent.

Le choix de (C) résulte d’une méconnaissance du phénoméne fondamen-
tal de la production de 1’'urée. 1l est plausible d’imaginer des non-linéarités
qui sont nécessaires a la description de situations de saturation qui trés cer-
tainement apparaissent a haute concentration. Mais il n’est pas impossible
que, dans les conditions cliniques qui nous intéressent, (C) refléte la réalité
de maniere satisfaisante.

L’ hypothese de I élimination de [’ urée

Il est clair que le patient élimine de I'urée par des voies différentes de celles
du rein naturel ou artificiel (selles, sueur, ...). Il semble toutefois que ces
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quantités sont négligeables dans le contexte d’une dialyse. Nous postulons
donc:

(D) Les seules voies d’ élimination de I’urée sont celles du rein artificiel et
naturel.

Retour aux modéles (cu) et (gdd)

La discussion concernant la validation du modele (qdd) est beaucoup plus
simple que celle de (cu). Nous commencerons donc par (qdd). Nous avons
déja remarqué que le travail de Malchesky parut apres celui de SARGENT
et GOTCH et ne semble pas avoir retenu I’attention des cliniciens qui lui
préférent en général (cu).

Le modéle (gdd)

Le modele (qdd) se déduit complétement de la famille d’hypotheéses formées
par {(A),(B),(C),(D)}. En effet, il suffit d’établir le bilan de 'urée sur
les intervalles [0,%4) et [tq,t9) en utilisant les hypothéses susmentionnées.
Quelques manipulations algébriques fournissent

(Co — Ca)Vo + taG = CgA4V + qq,

()=
(Cd s Cg)VO + (te — td)G= Cg(AdV + AQV) — CyaALV + qo -

La recherche de V; et de G se raméne donc a la résolution d’un systeme
inhomogene de deux équations a deux inconnues. En posant

_{Co—Cy ta (W
A_(Cd-—CQ tg—td)’ X_(G)

o = CaAgqV + qq
Co (AdV + ABV) —CaAgV +q9 )’

le systeme (S) prend la forme
AX =B.

On peut remarquer que A et B sont constitués exclusivement de grandeurs
accessibles a la mesure. On sait que notre probléme possede une solution
et une seule si et seulement si

det(A) = (Co — Cp)(tg — td) + (Cg = Cd)td #0.

Il est clair que sans conditions supplémentaires sur Cy,Cy,Cg,tq et tp,
cette expression peut admettre la valeur 0. Dans un contexte de dialyse
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itérative nous avons naturellement les inégalités 0 < t; < ty, et Cy >
Cy < Cp qui impliquent det(A) > 0. (Ces inégalités sont indépendantes
des unités choisies). On obtient alors facilement la solution de (S)

(te — ta)(CaAdV + qa) — ta((Co — Cy)AgV + CoAgV + gp)
(C(} — Cd)(tg —tq) + (Cyg — Cy)ty ’
(Co — Cyq)(CaAdV + qa)
(Co - Cd)(tg - td) + (C& — Cd)td
(Co — Ca)((Cp — Ca)AgV + ColApV + qg)
(Cg - Cd)(tg — td) + (C@ - Cd)td

Vo =

G =

+

Il est entendu que le couple (Vp,G) ainsi obtenu aura un sens physio-
logique si et seulement si

Vo> 0,Vo+ A4V >0,V + AV +AsV >0G>0.

Il nous parait opportun, a ce stade, d’introduire quelques notions. En par-
ticulier nous utiliserons celle de «donnée» qui regroupe les grandeurs a
mesurer pour obtenir une estimation de (Vp,G) a 1’'aide de (gqdd).

DEFINITIONS. Nous appellerons «donnée pour (qdd)» toute famille de nom-
bres

M9 = M9, 1o, Co, Cy, Cy, AgV, AoV, 4, go)

vérifiant les conditions suivantes
0<ty<ty,Cy>0,Cq3>0,Co>Cy<Cy,q9>0,q9>0,

( qo admet la valeur 0 si la fonction rénale résiduelle a disparu).

Nous appellerons «solution de (qdd) pour la donnée M3% ) toute solu-
tion (Vo,G) du systéme (S). Si de plus

Vo> 0,Vo+