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§ 7. Réseaux cubiques fracés sur une sphére.

Les propositions que nous venons d’établir sont trés gé-
nérales. Elles s’adaptent & des réseaux dont il n’était pas né-
cessaire de préciser la forme. Il est cependant particuliére-
ment intéressant, pour le but que nous visons, de les appli-
quer a des réseaux cublques tracés sur une sphere Clest ce
que nous allons examiner.

Il n'est pas inutile de rappeler que si un réseau cubique
comprend o, sommets et o, arétes, ces nombres sont liés en-
tre eux par les égalités suivantes :

Si de plus, ce réseau est tracé sur une sphére qu’il trans-
forme en un polyédre comprenant encore a, faces simplement
connexes, le théoréme d’Euler permet d’écrire:

e—1l=0a —oy+1=p

Considérons un tel polyédre et imaginons que l'on ait
établi les deux matrices A et B, en correspondance, la pre-
miére avec ses sommets et ses arétes, la seconde avec ses
arétes et ses faces. De la matrice A on déduit le sysiéme
d’équations linéaires et homogénes (1), dont on forme un
systéme fondamental de solutions & l'aide de p colonnes de
la matrice B. Il n’y a donc pas lieu de se préoccuper de la
forme du systéme (1), puisque I'on dispose d’emblée de ses
solutions. o

Cependant ici, une remarque s’impose. Suivant une mé-
thode propre a 1’Analysis situs, on sait que l'on peut pro-
céder A l'extension de l'une des faces du polyé&dre considéré,
n’impofte laquelle, tout en rétrécissant au besoin les autres,
et ceci de telle facon qu’elles viennent s'appliquer sur la face
étirée. Cette derniére seule est ainsi masquée, les autres de-
meurent toutes visibles. Or lorsque l'on décrit le systéme fon-
damental de solutions, on peut’ précisément négliger celle des
colonnes de la matrice B qui correspond a la face cachée.

Partant de ce systtme fondamental, on obtient l’ensem-
ble des solutions du syst¢tme (1) en combinant de toutes les
maniéres possibles, d’abord 1 a 1, puis 2 a4 2, 3 a 3, ...
ses p colonnes. Leur nombre est égal a 2* — 1, si l'on fait
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abstraction de la solution identiquement nulle, qui d’ailleurs
ne nous intéresse pas ici. Cette méthode a justement été ap-
pliquée a l'exemple qu’illustre la figure 13. Alors p étaii
égal a 6. Nous avons indiqué le tableau des 26 — 1 solutions
" obtenues en partant des six premiéres colonnes de la ma-
trice B. ‘

Ainsi que nous l'avons vu plus haut, a chaque solution
du systéme (1) correspond un contour fermé ou un ensem-
ble de contours fermés. Cette propriété entraine, dans le cas
des réseaux cubiques, une proposition intéressante :

Deux contours fermés correspondant d la méme solution
du systéme (1) ne peuvent pas se rencontrer.

La rencontre ne serait possible en un sommet du réseau
que si par celui-ci passaient quatre arétes, car la méme aréte
ne peut appartenir & deux contours fermés distincts. Si1 en
effet, cette derniére éventualité se présentait pour l'aréte a
la quantité z, serait égale & 2 =0 (mod. 2), d’o 'on con-

clurait que cette aréte n’appartient 4 aucun des deux contours.:

D’autre part, les réseaux que  nous considérons ne ren-
ferment -aucun isthme. En vertu du théoréme de Petersen,
ils sont réductibles en un réseau quadratique et un réseau
linéaire. Mais un réseau quadratique est représenté par un
ou plusieurs contours fermés. Il correspond donc a une so-
lution du systéme (1). Et comme un tel réseau comprend
un nombre égal d’arétes et de sommets, soit a,, la solution
correspondante comprendra o, valeurs des z; égales a 1, les
a, — ay valeurs qui restent étant nulles. Il s’en suit la pro-
position : ;

A chaque réseau quadratique contenu dans le réseau cu-
bique considéré correspond une solution du systéme (1) qui
comprend o, valeurs des x; égales a 1. '

Gréce au théoréme de Petersen, nous savons que de pa-
reilles solutions existent. Remarquons en passant que ce sont
celles qui possédent un nombre maximum de valeurs z; éga-
les & 1, ceci en vertu du fait que le polyédre renferme «,
sommets et de la propriété des réseaux quadratiques que
nous venons de rappeler. De plus, le nombre total des so-
lutions du systéme (1) étant égal & 2¢ — 1, il n'y a qu'a
prélever dans cet ensemble les solutions qui sont marquées
de o, quantités x; égales a 1, pour obtenir tous les réseaux
quadratiques qui sont contenus dans le réseau cubique envi-
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sagé. On a ainsi un moyen de déceler toutes les réductions
possibles, d’ou la proposition : . ,

Le nombre des réductions d’'un réseau cubique donné est
égal au nombre de solutions du systéme (1) qui compren-
nent «, valeurs x; égales a 1.

Une question vient ici tout naturellement a D'esprit :

Le nombre p étant donné, quel est le nombre des réduc-
tions que comporte le réseau cubique considéré?

Il n’apparait pas que la réponse en soit aisée. Son im-
portance, pour la suite ‘de nos déductions, n’étant pas es-
sentielle, nous ne nous y attarderons guére. Nous nous bor-
nerons simplement A constaler que, sous cette forme, la ques-
tion manque de précision. Il existe un général plusieurs po-
lyédres dont le nombre des faces est le méme, mais qu se
distinguent les uns des autres par la nature de ces faces. Le
nombre p relatif a ces polyédres est invariable, tandis que
le nombre des réductions possibles varie d'un polyédre a ’autre,

Nous en donnerons pour preuve les quelques exemples
ci-dessous qui correspondent tous au cas p = 6. Le dernier
est celui que nous avons étudié plus haut, fig. 13. Nous -
avions alors, dans le tableau complet des Soluti_ons, marqué

d’un * celles qui définissent les différents réseaux quadratiques.
* * %

Il est possible de classer les réseaux quadratiques qui
sont issus de la réduction d’un réseau cubique, en trois types,
de la fagon suivante : o

Nous dirons qu'un réseau quadratique est du-:
Premier type, s'il est représenté par un contour fermé unique.
Second type, s'il comprend deux ou plusieurs contours fer-

més, chacun d’eux renfermant un nombre pair d’arétes

(ou de sommets). _ | '
Troisiéme type, s’il comprend deux ou plusieurs contours

fermés, parmi lesquels il en est qui renferment un nom-

-bre impair d arétes.’

Du moment que o, est un nombre pair, on peut ajouter
de suite que, dans ce dernier cas, le nombre des contours
fermés qui renferment un nombre impair d’arétes est lui-
méme pair. -

Dans les planches I a V1, nous avons accompagné cha-
que réseau quadratique d'un indice I, II ou III correspon-
dant a son type.
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Prancue I. — Six réseaux quadratiques.

PLancrHE 2. — Sept réseaux quadratiques.
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Prancur 3. — Huit réseaux quadraligues.
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L’importance de ces types de réseaux quadratiques ap-

parait lorsque 'on se place au point de vue du coloriage du
polyédre. A cet effet, nous allons regarder chacun de ces
réseaux comme une coupure et examiner ce qui en résulte
relativement au morcellement de la sphére.
- Premier type. La surface de la sphére, autrement dit
celle du polyédre, se trouve partagée en deux parties net-
tement -distinctes. N1 l'une, ni l'autre de ces parties ne peut
renferme_r une chaine fermée, car la présence d'une telle
chaine entrainerait I'existence d’'un second contour fermé. Elles
ne peuvent pas davantage contenir de nceud superficiel, puis--.
que tous les sommets sont sur la frontiére. Ce sont donc
des arbres superficiels.

Ainsi un contour fermé unique qui passe par tous les
sommets du réseau a pour effet de grouper les différentes
faces du polyédre en deux arbres superficiels. Et comme
deux couleurs suffisent a colorier différemment les faces d’un
tel arbre, quatre couleurs assureront certainement le coloriage
du polyédre dans son entier.

Second type. Chaque contour fermé étant regardé comme
une coupure, leur ensemble morcellera la surface de la sphére
en un certain nombre de régions, les unes limitant des arbres
superficiels, les autres des chaines fermées ou bouclées.

Considérons l'un de ces arbres superficiels. Sa frontiére
est un contour fermé qui renferme un nombre pair de som-
mets. Certains de ces sommets sont reliés entre eux par des
arétes de liaison des faces de l'arbre superficiel envisagé. Mais
ces sommets-1a. sont toujours en nombre: pair. Il en résulte
‘que les sommets situés sur la frontidre de cet arbre, mais
qui ne font pas partie des arétes de liaison de ses faces, sont
aussi en nombre pair. Or c'est précisément par ces derniers
sommets que passeront les arétes de liaison de la chaine fer-
mée qui entoure le dit arbre superficiel. Il s’en suit que la
chaine fermée renfermera un nombre pair de faces.

Le méme raisonnement se poursuivrait i l'égard des au-
tres chaines fermées, qui toutes renfermeront un nombre pair
de faces.

Imaginons maintenant que l'on attribue l'indice 1 & l'une
quelconque des régions que nous venons d’examiner. On at-
tribuera I'indice 2 a toutes les régions qui sont en connexion
avec la premiére, puis l'indice 1 & toutes celles qui sont en
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connexion avec la région 2, et ainsi de suite. On est certain,
deé cette fagon, d’épuiser toutes les régions de la sphére.

Nous savons que deux couleurs suffisent a assurer le co-
loriage d'un arbre superficiel ou d'une chaine fermée, si cel-
le-ci renferme un nombre pair de faces. C'est précisément
le caractére des différentes régions que nous venons de met-
tre en évidence. Nous sommes donc encore en droit de con-
clure que quatre couleurs suffiront a assurer le coloriage de
I'ensemble des faces du polyédre.

Troisiéme type. La répartition de la surface de la sphere
en régions dindices 1 et 2 est toujours possible. Mais ici
il existera des chaines fermées comprenant un nombre im-
pair de faces, dont le coloriage nécessitera trois couleurs.
On ne pourra plus affirmer que par ce moyen on a encore
le loisir-de colorier les différentes faces du polyédre avec quatre
couleurs. Cela pourra avoir lieu dans certains cas particu-
liers, mais cela ne sera plus possible en général.

En conclusion de ce qui précéde, nous dirons que la pré-
sence d'un seul réseau quadratique du premier ou du se-
cond type suffit a assurer le coloriage des différentes faces
des polyédres considérés a l'aide de quatre couleurs. Pour
que cette opération soit impossible, il est nécessaire que tous
les réseaux quadratiques soient du troisiéme type.

Prancre VIL — Exemple de M. de la Vallée-Poussin.
Un réscau quadratique de chaque type.

La présence dans l'une quelconque des régions que nous
avons affectées plus haut d'un indice 1 ou 2 d'une ou plu-
sieurs ramifications superficielles arborescentes ne complique
en aucune facon le probléme du coloriage. La difficulté pro-
vient uniquement des chaines fermées qui renferment un nom-
bre impair de faces. |
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‘Dans l'exemple que nous donnons, planche VII, da a M. de
la Vallée-Poussin 1, nous indiquons un representant de chaque
type de réseau quadrauque

§ 8. Le probleme de la carle.‘

Une carte de forme arbitraire étant donnée sur une sphere
les propositions suivantes sont connues?:

‘1) Le coloriage d’une.carte se raméne a celui d’une au-
tre carte, dont tous les sommets sont de degré trois, et dont
le nombre des pays n'a pas augmenté.

L’ensemble des arétes frontiéres constitue alors un réseau
cubique. _

Au point de vue du coloriage, on ne restreint pas la por-
tée du probléme dans chacun des cas suivants : :

2) Le réseau cubtque considéré est connere. 1l ne com-
prend donc pas des piéces séparées.

3) Ce réseau cubique ne renferme pas de boucle. Sinon
une aréte n’appartiendrait a aucune frontiére.

4) La frontiére commune a deux pays voisins se compose
d'une seule aréte.

C’est ainsi que nous excluons des réseauy "cubiques qué
nous allons examiner, des particularités telles que celles qm
sont représentées planche VIII. '

O) +p< =2

PrancHE VI, — Particularités qui sont exclues de nos réscaux cubiques:

Yo

Les restrictions que. nous venons dapporter aux reéseaux
cublques que nous examinerons dorénavant, on ne le répétera
jamais assez, ne diminuent en rien la généralité du probleme
du coloriage de la carte. Le réseau qui subsiste est préci-
sément celui d’une carte minima, d’une carte normale, ou
d’'une carte qui appartient au cas difficile. Si par conséquent,
'on parvient a colorier cetie carte minima & l'aide de qua-

£ (‘I‘ A. ERRERA : Loc cit. 2, paoe 15.
~ .2 Cf. par exemple A. ErrEra : Loc. cil. page 34,

-1
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