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a la fois a une face marquée 1 et & une face marquée 2.
Une troisiéme couleur est donc nécessaire pour colorier cette
face. (Exemple, fig. 7.)

20 Chaine ouverte et arbre superficiel. Dans un arbre su-
perficiel, on peut noter d'un indice 1 une face quelconque.
Toutes les faces qui lui sont contigués seront marquées d’un
indice 2 ; puis on reprendra l'indice 1 pour toutes les faces
qui sont contigués aux faces marquées 2, etc. Cette opération
peut se poursuivre jusqu'a épuisement des faces, car l'arbre
superficiel ne contient aucune chaine fermée, de sorte que
I'on ne revient jamais au point de départ. Deux couleurs suf-
fisent donc a assurer le coloriage soit d’un arbre superficiel,
soit d'une chaine ouverte. (Exemples, fig.9 et 10.)

30 Chaine bouclée et neceud bouclé. On commence par
colorier les faces de la chaine fermée ou du nceud superficiel,
puis on s’attaque a celles des arbres superficiels qui lui sont
soudés. Cette derniére opération n’offre aucune particularité.
Seul le nombre des faces de la chaine fermée est important.
Suivant qu’il est pair ou impair, il faudra utiliser deux ou
irois couleurs. (Exemples, fig.-11 et 12.)

En résumé, l'on peut dire que deux couleurs sont suffi-
santes pour colorier les faces de l'un ou de l'autre des types
de configurations superficielles que nous venons de définir,
sauf lorsque la dite configuration renferme une chaine fermée
ou un nceud superficiel d’'un nombre impair de faces, cas qui
nécessite 'emploi de trois couleurs. Il est important de bien
constater que les embranchements arborescents, quel que soit
leur nombre ou leur étendue, ne compliquent'en aucune fagon
le probléme du coloriage. | '

§ 6. La malrice B.

Nous considérons un polyédre quelconque de I'espace usuel,
qui satisfait aux conditions énoncées plus haut. Soient a; et o,
les nombres respectifs de ses arétes et de ses faces. De la
méme facon que l'on a établi la matrice A d'un réseau, on
peut définir une nouvelle matrice, la matrice B de ce polyédre.
L'on introduit & ce propos un nombre nj qui est égal a 1 si
I'aréte 31 fait partie de la face aj;, sinon le nombre lek est nul.
L’on dispose ces nombres 1, en un tableau rectangulaire de
a, lignes de «, colonnes, de telle facon que la ligne de rang
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J corresponde i l'aréte a; et que la colonne de rang corres-
ponde a la face ag. Ge tableau est la matrice B .

Deux constatations sont immédiates:

1o Puisque chaque aréte du polyédre est une aréte de
liaison, soit de degré 2, chaque ligne de la matrice B contient
deux termes égaux a 1, tous les autres -étant nuls.

20 Dans chaque colonne, les seuls termes qui ne sont
pas nuls sont ceux qui correspondent aux arétes faisant partie
de la frontiére de la face envisagée. Or ces arétes constltuent
un contour fermé.

L’6on peut se proposer d’étudier les propriétés de la ma-
trice B de la-méme fagon que I'on a obtenu celles de la ma-
trice A. La encore on conviendra de réduire toutes les opérations
arithmétiques ‘suivant le module 2.

Il en résulte que la valeur de tout détermznant extrait de
la matrice B est égale soit @ 1, soit a zéro.

Si I'on désire connaitre la valeur du déterminant qui cor-
respond a l'un des types de configurations superficielles en-
visagés plus haut, il faut admettre que cette correspondance
a lieu, d’une part entre les lignes du déterminant et les arétes
de la dite cOnfiguration, et de l'autre, euntre les colonnes du
premier et les faces de la seconde. |

A ce propos, nous devons remarquer que dans une chaine
ouverte. de méme que dans un arbre superficiel, le nombre
‘des faces est supérieur d’'une unité a celui des arétes de liai-
son. Pour rétablir 1’égalité entre ces deux nombres, il est né-
cessaire de négliger une face. Si cette suppression s’opére sur
une face qui ‘est soudée a l'ensemble le long d'une seule
aréte de liaison, la configuration qui reste est encore connexe
et se présente sous la forme d'un arbre superficiel sur lequel
en plus des arétes de liaison, une aréte libre est prise en
considération d’une facon particuliére. Si 1'on enléve une au-
tre face, on morcelle I'arbre superficiel en deux ou plusieurs
fragments du type ci-dessus. Il suffira donc d’examiner le
premier cas.

Nous nous bornerons enfin a énoncer les résultats inté-
ressants, sans nous attarder & des démonstrations qui sont
-immédiates, et qui de plus sont en tous points calquées sur
celles du § 3. C'est ainst que l'on trouve que :

Tout délerminant qui correspond d :

10 une chaine. fermée ou bouclée, est nul;
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20 un nceud superficiel ou bouclé, est nul;

30 une chaine ouverte ou un arbre superficiel, est égal a 1.

En outre, puisque le polyédre considéré est connexe, il est
possible, et cela de diverses maniéres, de le transformer en
un arbre superficiel unique, celui-ci comprenant les a, faces
du polyédre soudées entre elles le long de a, — 1 arétes de
liaison. Et puisque le déterminant d'ordre «; — 1 qui lui
correspond est égal a l'unité, le rang de la matrice B est
au moins égal a4 ce nombre. Mais ce rang ne peut pas éire
supérieur, car chaqué ligne de la matrice B contient deux
termes égaux 4 1, et deux seulement, La somme des oy co-
lonnes est donc identiquement nulle (mod. 2). On a par suite
la proposition : _

Le rang de la matrice B est égal a oy — 1.

Mais la matrice B peut encore étre envisagée a un autre
point de vue. En effet, nous avons vu que chacune de ses
colonnes caractérise un contour fermé, soit la frontiére de la
face correspondante. Elle définit donc une solution du sys-
téme (1), en nombres zéro et 1. Et comme cette matrice com-
prend o, colonnes, elle fournit le moyen d’écrire immeédia-
tement o, solutions du systtme (1). Son rang étant oy — 1,
on en conclut que parmi ces o, solutions, a, — 1 sont linéai-
rement indépendantes, et peuvent concourir a la formation
d’un systéme fondamental de solutions.

Une circonstance particuliére se présente dans le cas de
la sphére, car on a en vertu du théoréme d'Euler

Qg Oy F g =2
ou a; — 1 =a]_a,0—|—]_=p,

ce qui prouve que l'on peut former un systéeme fondamental
de solutions du systéme (1) uniquement & l'aide de a, — 1
colonnes de la matrice B.
Exemple. Nous considérons un polyédre caractérisé par :
@y = 10 sommets, o, = 15 arétes, a, =7 faces (fig. 13).
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s

Tableau de Uensemble des solutions du systéme (1).

34564565660
2345634564565662222333445
1234561111122223334451111111111
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Tableau de l'ensemble des solutions du systéme
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1100000111111110000000000111111
1010001011110001110000111000111
1001001101101001001101011011001
1000101110100100101011101101010
1000011111000010010111110110100
0110001100001111110000111111000
0100011000111100010111110001011
00110001100110001111061100011110
0001100011001101100110110111011
0000110001100110111100011010110
01000010000111100060001111000000
0010000100010001110001000111000
0001000010001001001100100100110
0000100001000100101010010010101
0000010000100010010110001001011
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11100000110
1100011100001110001111010001010
0011011010110010010110110010010
1010110111010100100101110100010
0101101111101001000011111000010
00111111000011111100001100011060
1010001111101000111100011000100
1111000110111100011001100011000¢0
1001101101100110110011000110000
1111011000111101100110001100000
1111100001111110000111101111011
1100011101110001110111011110111
0011011011001101101110111101111
1010110110101011011101111011111
0101101110010110111011110111111
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