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bre n;; différent de zéro; celle qui correspond a un sommet
de degré 2 en contient deux, etec.

Si d’une part, a un reseau correspond une matrice A,
de l'autre, a une matrice A qui renferme des nombres zéro
et un, et qui satisfait a la condition 1o ci-dessus, correspond
un réseau bien déterminé. Une matrice A peut donc servir
a définir un réseau.

Lorsqu'un réseau n’est pas connexe, il est possible de nu-
méroter ses éléments, sommets et arétes, de telle fa(;on que
la matrice A correspondante apparaisse aussi comme formeée
de matrices separees Nous nous bornerons a mettre ce falt
en évidence a l'aide de l'exemple fig. 1.

§ 3. Les pr—opriétés de la matrice A.

Nous. disons qu’un déterminant est extrait de la matrice A,
s'il est formé de certaines colonnes et d’autant de lignes de
cette matrice.

Pour rechercher la valeur d’'un déterminant extrait de la
matrice A, comme pour déterminer le rang de celle-ci, on
est conduit & effectuer des opérations arithmétiques qui peu-
vent se résumer de la facon suivante :

lo additionner deux lignes ou deux colonnes entre elles,

20 multiplier les termes d’une ligne ou d'une colonne par
un certain facteur.

Nous admettrons alors que les combinaisons des nom-
bres »; qui en résultent, seront tou;ours réduites selon le mo-
dule .2. En d’autres termes, nous n’aurons a appliquer que
les quatre genres d’addition :

1+1=0, 140=1, 04+1=1, 04+0=0
et les quatre genres de multiplication :
0.1=0, 00=0 1.1=1, 1.0=0,

De cette facon, non seulement _les nombres r,}j , mais en-
core tous ceux qui en résulteront par suite des combinaisons
1o et 20 ne prendront pour valeur que zéro ou un.

Il est particuliérement intéressant de rechercher la valeur
d’un déterminant dont les lignes et les colonnes correspon-
dent respectivement aux sommets et aux arétes de chacun
des types de configurations linéaires connexes que nous avons

définis plus haut. A ce propos, on remarquera que le nom-
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bre des sommets d'un contour fermé ou d'un contour bou-
clé est égal a celui de ses arétes. Par contre, dans un contour
ouvert et dans un arbre, le nombre des sommets surpasse
d'un celui des arétes. Or un déterminant a un nombre égal de
lignes et de colonnes. Il est donc nécessaire, pour établir la
correspondance qui doit exister entre une de ces configura-
tions linéaires et un déterminant, de négliger un sommet. Nous
abandonnerons ainsi momentanément un sommet libre. Re-
marquons que ce faisant on n’altére pas la nature de la con-
figuration considérée. Il n’est peut-étre pas inutile d’ajouter
que si l'on avait supprimé un sommet de liaison, on aurait
fractionné I'arbre en deux ou plusieurs parties, chacune d’el-
les étant encore un arbre amputé d’'un sommet. Il y aurait
alors lieu de rechercher la valeur du déterminant correspon-
dant & chaque arbre partiel, pour en déduire celle du déter-
minant qui correspond a l'arbre considéré. C’est la régle du
développement de Laplace qui interviendrait dans ce cas.
Les propositions suivantes sont fondamentales :

Proposition 1. La valeur de tout déterminant extrait de la
matrice A est zéro ou un.

C’est la conséquence naturelle de la convention que tou-
tes les opérations se font suivant le module 2.

Proposition I1. Tout déterminant correspondant d un contour
fermé est nul.

Dans chaque ligne (colonne) du déterminant, il y a deux
nombres n; égaux a 1, les autres étant nuls. La somme de
loutes les lignes (colonnes) est identiquement nulle (mod. 2).
Le déterminant est donc nul.

Proposition Ill. Tout déterminant qui correspond d un con-
tour bouclé est nul.

On sait qu’un. contour bouclé renferme un contour fermé.
Imaginons qu’il y ait p arétes dans le contour bouclé et que
n de celles-ci contribuent & la formation du contour fermé.
Numérotons tout d’abord les éléments du contour fermé de
1 & n, puis les éléments restants du contour bouclé de n -1
a p. Le déterminant qui en résulte prend une forme particu-
liére, et il suffit de lui appliquer la régle de Laplace pour
constater qu’il est nul.



50 MEMOIRES DE LA SOC. VAUD. DES SCIENCES NATURELLES

Proposition 1V. Tout déterminant qui correspond d un con-
tour ouvert est égal a 1.

a; ||
as|!
ajlo 1 1il oo
~a;lo o o:l
a;{o o oo
ajlo 0 0:0

Fig. 2. — Contour bouclé.

Il est toujours possible de disposer de la notation des
éléments d'un contour ouvert de facon que, lorsque l'on par-
couri cette configuration d’un bout a l'autre, on rencontre
successivement: ' '

al

0
a 2?7,

0 1
°, ad, ..... , a

e 2 ,ag ;
Imaginons que l'on supprime le sommet a,. Le déterminant
qui correspond au contour ouvert ainsi tronqué est tel que
les termes de sa diagonale principale aient pour valeur l'unité,
tandis que ceux qui se trouvent placés au-dessus de cette
diagonale sont nuls. Le déterminant est donc bien égal a 1.
Si 'on avait abandonné un sommet de liaison, le contour
ouvert se serait partagé en deux autres contours ouverts ayant
le méme caractére que celui que nous venons d’examiner. Les
déterminants correspondant & chacun d’eux seraient égaux a 1,
et il en serait ainsi du déterminant d’ordre n — 1, en vertu

de la régle de Laplace.

Fic. 3. — Contour ouvert.

Proposition V. Tout déterminant qui correspond a un arbre
linéaire est égal a 1.

Une notation spéciale des éléments de l'arbre facilite sin-
guliérement’ la démonstration.
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Un arbre renferie plusieurs sommets libres. Désignons P'un
d’eux par a; et soit a; 'unique aréte qui aboutit a a . Ima-
ginons que I'on supprime momentanément ces éléments: sommet
et aréte. La configuration qui subsiste est encore un arbre.
Soient a; un de ses sommets libres et a; l'aréte aboutissant
a a) . Supprimons ces éléments, il subsiste encore un arbre.
On peut poursuivre le raisonnement qui’ précéde jusqu’'a épui-
sement des arétes; la derniére, soit la n — léme sera limitée
par les sommets a’_, et a . Par ce procédé chaque aréte se
trouve linitée par le sommet de méme rang et par un autre
sommet d’un rang posterleur

Si maintenant I'on supprime le sommet a’, le déterminant
qui correspond & cet arbre a tous ses termes de la diagonale
principale égaux & 1, tandis que ceux qui se trouvent placés
au-dessus: de cette diagonale sont nuls. Sa valeur est donc
égale a 1.

-
-
-
-
L

a""I az a3 a: as as a‘1
a; |l ooooo0o0
a; (ol oo o000
|l Il 1l oooo
a,|loool|l ooo
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ajool | oI |

Fic. 4. — Arbre lindaire.

Remarque. 11 n’est peut-éire pas inutile de dire que la va-
leur d'un déterminant ne dépend pas de la .notation choisie.
Car modifier la notation des sommets ou des arétes revient
a intervertir certaines lignes entre elles ou certaines colonnes
entre elles. Ce sont la des opérations qui n’altérent pas la
valeur absolue d'un déterminant, la seule qui nous intéresse
icl.

Proposition VI. Le rang de la matrice A d’un réseau connezxe
d’ordre o, est ay— 1.

En effet, si le réseau est connexe, il existe au moins
un arbre, formé de o, — 1 arétes, qui relie entre eux les
ao sommets. A cet arbre correspond un déterminant d’ordre

— 1 qui est égal & 1. Le rang de la matrice A est donc
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au moins égal a o, — 1. Mais, puisque chacune -des colon-
nes de cette matrice contient deux nombres ny; égaux a 1; la
somme de toutes ses lignes est identiquement nulle. Son rang
est -donc bien érieur a o, ; il est ayg — 1.

§ 4. Equations et solutions.

M. Veblen a imaginé d’associer a chaque ligne de la ma-
trice A une équation linéaire et homogéne. Rappelons que
la ligne de rang i de cette matrice comprend les nombres :

(1) i X vy Ty .. + fy, Ty, =0 (mO(,i,‘ 2)
(==L, ,2, 5500 s O )

Il existe o, équations de la forme (1). Elles constituent
un systéme de o, équations linéaires et homogénes «, incon-
nues. Nous nommerons ce systéme: le systéme (1).

Chaque inconnue z; du systéme (1) est liée a l'aréte de
méme indice. La valeur qu’elle peut prendre, comme d’ailleurs
son coefficient, est toujours un entier réduit selon le module 2

Lorsque z;=1, nous conviendrons de dire que l'aréte a;
est prise tout particuliérement en considération, ou qu’elle
est parcourue une fois dans n'importe quel sens. Si au con-
traire, £; = 0 nous dirons que l'on a momentanément négligé
Paréte aj. Cela revient 4 mettre en évidence, dans une opé-
ration déterminée, les arétes du réseau qui sont marquées
d’une valeur 1, tandis que l'on fait abstraction de celles qui
sont marquées dun zéro.

Le systéme (1) a le rang de la matrice de ses coefflclents,
c’est-a-dire oy — 1.
~ Résoudre le systéme (1), c’est rechercher la valeur de o, — 1
de ses inconnues en fonction des autres; mieux, c’est compo-
ser un systéme fondamental de solutions. Dans ce but, nous
allons effectuer sur les lignes et les colonnes de la matrice A
certaines opérations arithmétiques que nous préciserons en in-
diquant une méthode de résolution. '

L’on prend a; — 1 lignes de la matrice A et l'on per-
mute, cas échéant, quelques-unes de ses -colonnes de facon
que le déterminant d’ordre o, — 1, qui comprend les a; — 1
premiéres colonnes, soit différent de zéro. Il est d’ailleurs
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