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8.

ZUR KLASSIFIZIERUNG DER MITTELWERTE

Von
CONRAD HABICHT

Der Complex der nach ihrer Grosse geordneten reellen Zahlen
X, =Xy = X3 ...= X, vom Index n (Anzahl dieser Zahlen oder Ele-
mente) sei gegeben. Ist f, eine reelle Funktion der x, und sind
fi—x, (v=1, 2, .... n) die sdmtlichen Differenzen von f, gegeniiber
den Elementen, so heisse f, ein Mittelwert des Complexes, wenn
nicht alle f,—x, dasselbe Vorzeichen besitzen. Dabei kann es vor-
kommen, dass f, mit einem (oder mehreren) Elementen x, iiber-
einstimmt. Nur bei den Randwerten x1: und x, soll dies ausge-
schlossen werden, solange nicht alle x, einander gleich sind. In
diesem Falle stimmt auch f, mit allen Werten x, iiberein. Inzidenz:
von f, mit einem Randwerte verlangt also die Gleichheit aller x,
unter sich und mit f, (Koinzidenz). |

Ein so definierter Mittelwert eines Complexes ist eine Funktion
(im allgemeinsten Sinne) seiner Elemente und kann als solche an-
gegeben werden durch explizite oder implizite Aufstellung eines
Bildungsgesetzes (Form), wie dies z. B. der Fall ist bei den klas-
sischen Mittelwertsformen des einfachen und allgemeinen (oder ge-
wogenen) arithmetischen Mittels, des geometrischen Mittels, des
harmonischen Mittels, der Potenzmittel, den Mitteln von SEELIGER?),
von PIZZETTI 2) und andern.

Aber nicht immer ist dieses Bildungsgesetz von Anfang an be-
kannt. Man steht dann vor der Aufgabe, ein solches auf Grund der
Forderung gewisser funktionaler Eigenschaften zu finden. Nun kann

) H. SEELIGER: «Bemerkung iiber das arithmetische Mittel». Astr.
Nachr, CXXXII, 1893. i

?) P. P1zzETTI: <] fondamenti mathematici per la critica dei risultati
Sperimentaliy, in: Atti della Regia Universita di Genova, 1892.
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es sich ereignen, dass eine gewisse Eigenschaft mehreren Klassen
von Mitteln gemeinsam ist. Wird z. B. von einem Mittel die Eigen-
schaft der Homogenitidt erster Ordnung verlangt, also

a) f {2 %, o B%5) = L1 (X5 Koy oo Xa)

so geniigen die erwdhnten klassischen Mittel, die Potenzmittel, die
von SEELIGER, PIZZETTI und unzihlige andere dieser Forderung,
so dass auf Grund dieser einen Forderung eine Scheidung der er-
wihnten Mittelformen nicht moglich ist.

Soll anderseits ein Mittel die Eigenschaft besitzen

b) fu(xy +h,x3+ A, ... Xa+h) = fu(xq, X3, ... X2) 4+ h (Translation)

so entsprechen dem z. B. das einfache und das gewogene arithme-
tische Mittel, die PIZZETTIschen Mittel mit der impliziten De-
finition:

(fa—x) 26+ + (fi—x) 2+ 4 . (fa— x2) 2K+ = 0 (k ganzzahlig)

sowie jedes aus einem allgemeinen Ansatz:

F(fo—x1, [i—%Xgy eeo fn—%2) = 0

sich ergebende Mittel. Man ersieht daraus, dass z. B. das einfache
und das gewogene arithmetische Mittel, aber ebenso auch die
PI1ZZETTIschen Mittel den Forderungen a) und b) geniigen. Es
miissten also zur Trennung dieser Klassen noch weitere Forde-
rungen gestellt und erfiillt werden.

Dabei ist weiter zu beachten, dass die verschiedenen Mittel-
klassen iiberhaupt nicht fiir alle Indizes n unterscheidbar sind. So
miissen fiir den Index 1, wie sich auf der einleitenden Definition
ergibt, alle denkbaren Mittel zusammenfliessen. Fiir den Index 2
lautet das einfache arithmetische Mittel:

x1+x2
2

Das PIZZETTIsche Mittel (aus dem Ansatz):
(fo= )2+ + () 1 = 0

f, (arithm.) =

liefert:
Xt %

fa (PIZZETTI) = 5
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also denselben Wert. Schon fiir n = 3 gehen aber die beiden For-
men des arithmetischen und des PIZZETTIschen Mittels vollig aus-
einander. Die Klassifikation wird nun wesentlich erhellt, wenn ein
neues Prinzip, das fiir alle Mittelwerte gewissermassen als «ratio
intrinseca» giiltig ist, Anwendung findet. Dies wird im folgenden
kurz erldutert.

Die Inzidenz.

Nach den Ausfiihrungen der Einleitung kann ein Mittelwert der
Elemente xi...x, mit irgend einem der «innern» Elemente dem
Werte nach iibereinstimmen, unter der Bedingung xi=x2= ... =x,
auch mit einem Randwerte. Daraus ergibt sich die Moglichkeit der
Regression von n auf n—1, d. h. die Moglichkeit, aus irgend einem
Mittelwert von n-Elementen einen neuen Mittelwert von n—1-Ele-
menten abzuleiten. Sei x, irgend eines der Elemente und inzidiert
fo = fu (x1,... Xy, ... X,) mit x,, dann bestehen zwei mogliche Fille:

1. x, ist ein inneres Element des Complexes der n-Elemente;
dann liegt es auch zwischen den Randwerten des Complexes
Xty oo Xy_py Xypy - Xan und ist damit ein Mittelwert f, , dieses nur
noch aus n—I1-Elementen bestehenden Complexes. Somit geht
fr = x, in einen neuen Mittelwert f, , iiber.

2. x, ist ein Randelement; dann verlangt f, = x, auch die Glei-
chungen:

fn == xl, fnmxz, seo fn - xv—l, fn=x1/+1; ses fn — xn,

d. h. f, ist ein fn_, dieser nun koinzidierenden n—1-Elemente.

In beiden Fillen ergibt sich, dass mit dem Ansatz:

fn=x'u

fo in einen Mittelwert f, ,, der iibrigen n—1-Elemente iibergegan-
gen ist. Dies bedeutet aber, dass bei der Regression durch Inzidenz
die Unterscheidung : innerer Wert — Randwert nicht mehr a priori
gemacht werden muss. Ist z. B. f3 (x, y, z) = 2, so ist z=f2 (x, y)
¢in Mittelwert von x und y, welches auch die Anordnung nach Grésse
der Elemente sei. Deshalb wird im folgenden die Gréssenfolge der
X, im allgemeinen irrelevant. Das Prinzip der Inzidenz fiihrt un-
mittelbar durch die Regression n, n—1, ..., 2, 1 von jedem Mittel-
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werte f, aus .zur Aufstellung einer Inzidenzklasse. Dabei konnte
auch eine Erweiterung des Prinzips beniitzt werden mit einem
Ansatz:

fn =fn (xl, xz, sse xj)’ Xy+1, Xy x',u-}-k—l, ven xn) =xp

mit der Voraussetzung x, = X, = X, 5 = ... Xy431. Dadurch wird
man von f, in einem Schritt zuriickgefiihrt zu einem neuen f,_, der
iibrigen n—k-Elemente x1, ... X,_;, Xy g - Xp

Einige Beispiele fiir Regression durch Inzidenz.

Der Kiirze wegen werden dabei zuweilen fiir n bestimmte
Zahlen gewdahlt. Wie leicht zu sehen, beriihrt dies die Allgemein-
giiltigkeit der Resultate nicht.

1. Sei
x+y-+z
f3 (x, v, Z) —— -—:};—.._—.
e fﬂ (x: Yy, Z) =2z
folgt x+y+z=23z z:";”y
oder allgemein aus: f,(x;,...X,)= X +x2—:;°"+xn e
fOlgt L A (xlv i xn—l) - x1+xg:-_..l.+x,._1

Die einfachen arithmetischen Mittel aller Indizes bilden eine
Inzidenzklasse.

2. Sei
3
fo (x,y,2) =Vxyz (x,y,z pos.)
aus fs (x,y,2) = folgt xyz=2% z=1V}xy

fiir beliebigen Index n: aus

n
fﬂ (xl vee xn) =1 Xy Xg eee Xn

folgt durch Inzidenz:

1
Y L =nﬁ- - FEAD A
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Die geometrischen Mittel aller Indizes bilden eine Inzidenz-
klasse.
3, Sel
1
fs (x, ¥, 2)
aus fs = z folgt

1 /1 1 1
—-g(?"}-;—*—?) (x, ¥,z pos.)

z k

x z
z 2 \x y
Ebenso fiir beliebiges n:
1 1 /1 1 1
rrwmraT ot
folgt durch Inzidenz:
1

1
P 1( +L b 1)

Die harmonischen Mittel aller Indizes bilden eine Inzidenz-
klasse.

4. Sei
x2+y2+22
.Y, e X, ¥y, Z pPOsS.
durch die Inzidenz
IO ve s . T
f3 (x13"1z) - x+y+z -
24 42
folgt: 2 2 2= o =*=7
g XAty A2 z (x+y)+2%; 2 x+y
Ebenso: aus
) _H+x+..tn
o xl + x2 "+_.u + xn
folgt durch Inzidenz
X4 Xn1
fn—i =

Die SEELIGER-Mittel aller Indizes bilden eine Inzidenzklasse.
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5. Sei fs definiert durch:
(fy = 22 4 (fy = )2H + (fy—2) 2+ =0
Inzidiert fs mit 2, so bleibt
(f; — x)* 1+ (fs —y) 2+ =0,
wodurch fs zu einem f2 wird. Ebenso aus:
(o= %) 24 4 (fa— £2) PH A (fo— ) 24 - () 21 =
folgt durch die Inzidenz f, = x,:
(et = %2) 25 (fot = %) 25 - (famt — K1) 2H = 0

Die PIZZETTIschen Mittel aller Indizes bilden eine Inzidenz-
klasse.

6. Sei ein Mittel f, definiert durch:

F (fi—x)=0
fiir alle v von 1 bis n und inzidiert f, mit x,, so wird
F (fn = x-p) == ()

fiir alle v von 1 bis n—1, wodurch f, zu einem f, , wird. Die
durch F = 0O definierten Mittel aller Indizes gehdren also zu einer
Inzidenzklasse.

1. Sei:
_ ax+by—+cz
fS(xiytz)'—' a+b—|—c ’
aus fo=2 folgt: ax—+by+cz=(a—+0b)z+cz,

y— ax—+ by
~ a+b

n
Zav Xy
f (5 i

Zav

r=1

n—1

Za'p Xy
fo—1 (Xg eeo Xn—1) = :_j—

E Qy
=1

also

Allgemein folgt aus:

durch Inzidenz:
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Die allgemeinen (gewogenen) arithmetischen Mittel aller In-
dizes bilden eine Inzidenzklasse.

Alle in diesen Beispielen vorkommenden Mittelwertsformen-
klassen erweisen sich als Inzidenzklassen.

Wenn fiir einen bestimmten Index ein Mittelwert gegeben ist,
dessen Zugehorigkeit zu einer bestimmten Formenklasse nicht er-
sichtlich ist, weil keine Bildungsvorschrift fiir allgemeinen Index n
vorliegt, so wird durch Inzidenz-Regression auch in solchen Fillen
eine Klasse erzeugt, und damit erweist sich das Verfahren als klas-
senbildendes Prinzip. Ein Beispiel:

Sei:
x%+y?

xv +z.
fs‘—"‘*“T,

fs ist (fiir alle pos. x, y, z) ein Mittelwert, dessen Zugehdrigkeit
zu einer bestimmten Klasse (fiir allgemeines n) nicht ersichtlich ist.
Bildet man durch Inzidenz mit y, also

i
Xy

+z=2y,

daraus
x24+y*+xz+yz = 2xy + 2y?
yi—y(z—2x) —x2—zx =0

S0 erweist sich y = f, (x, z) als Mittelwert von x und z fiir alle
pos. x, z

z—2x+ 122+ 8x?
X = 5

(Das neg. Vorzeichen der Quadratwurzel scheidet aus.)

Inzidenz mit z wiirde ergeben:

x2+y2
L‘*.‘l_:z_z. f, (x )_z=x2+y2
2 T ey 2 1Y) = x__l_y

Die Inzidenzklasse ist verzweigt. (Siehe pag. 287.)
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Dazu noch einige Bemerkungen allgemeiner Art:

Es gibt viele Mittelwerte mit einer Eigenschaft, die ich Trans-
itivitdt nennen mochte. Sei

X, ein Mittelwert von x, ... x, ... x, und

Y. ein Mittelwert von y, ...y» ...y,

von der Art, dass y1=¢ (x1), ... )y =@ (X,) ... Yo =@ (%)
Y, = ¢ (X,) zur Folge hat (Transitivitit beziiglich ¢). Durch Ip-
zidenz von X, mit x, wird aus X, ein X, , (x1...x, ;). Da aber
Inzidenz von X, mit x, auch Inzidenz von Y, ( = ¢ (X,)) mit
Vo (= @ (x,)) bedeutet, so wird aus Y, ein Y, ; (y1... ¥oy), d.h
die Transitivitit beziigl. ¢ iibertragt sich auf die ganze Inzidenz-
klasse.

Wird z. B. die Abbildung durch a) (Homogenitit erster Ord-
nung) vermittelt, so sind, wie schon erwéhnt, die klassischen Mittel,
die Potenzmittel, die von SEELIGER, von PIZZETTI usw. transitiv

f(tx,) = tf(x,).

Beim allgemeinen arithmetischen Mittel z. B. wird aus

x, — axtby+ez
7 a+b+c

durch Einsetzen von #x, ty, 2z

Y3 T tX3!

und diese Eigenschaft gilt fiir die ganze Inzidenzklasse der allge-
meinen arithmetischen Mittel. Aehnliches gilt fiir die andern oben
genannten Beispiele.

Ebenso wenn die Abbildung durch b) vermittelt wird (Trans-
lation).

fa(x»+h) = fu(xs)+h

(fiir alle v von 1 bis n) gilt somit auch fiir die ganze Inzidenzklasst
eines solchen f, wofiir, wie oben, das allgemeine arithmetische
Mittel als Beispiel dienen kann.
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Inzidenz
bei symmetrischen und parasymmetrischen Mitteln.

Ein Mittelwert der Elemente xi1 ... x, ... x, heisse symmetrisch,
wenn f, = f, (X1 ... X, ... X;) bei jeder Permutation der Elemente
unverindert bleibt. Ein Mittelwert der Elemente xi ... x, ... x,,, der
zugleich eine Funktion der Parameter a1 ... q, ... @, ist, heisse para-
symmetrisch, wenn jedem Elemente x, ein Parameter a, derart zu-
geordnet ist, dass jede Permutation der x, dieselbe Permutation
der a, bedingt und dabei

- (xl, - . x,,\

al' eee a’j) sss an/
unverdndert bleibt.

Ist ein Mittel weder symmetrisch noch parasymmetrisch, so ver-
zweigt sich seine Inzidenzklasse. Sei ndamlich fs (x, y, z) ein solches
Mittel und fithren wir eine Bezeichnungsweise ein, die der in der
Differentialrechnung iiblichen nachgebildet ist, indem wir das durch
Inzidenz von fs (x, y, z) mit z entstehende Mittel von x und y mit
f.(x, y) bezeichnen, so werden sich f, (y, z), f, (x, ) und f, (x, y)
in ihrem Aufbau unterscheiden, weil im Aufbau von f, (x, y, 2)
X, y und z eine verschiedene Rolle spielen. Ebenso bei beliebi-
gem n?®).

Ist dagegen fs (x, y, z) ein symmetrisches Mittel und bilden
wir f, (x, y) durch Inzidierung mit dem dritten Elemente z, setzen
darauf: fs (x, y, 2) = fs (x, 2, y) und bilden daraus f, (x, z) durch
Inzidierung mit dem dritten Elemente y, so ist in beiden Fillen In-
zidierung mit dem driften Elemente vorgenommen. f, (x, y) und
fy (x, z) kénnen sich also in ihrem Bau nicht unterscheiden. Ebenso
bei beliebigem n.

Ferner folgt aus

fs (x,y,z) =z (Inzidenz)

& f2 (JC, }’)
und aus
fs (\,x,2) =1z
. z=f, (¥, %)

®) Vgl. Beispiel pag. 285.
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Da aber 2z in beiden Fillen denselben Wert hat, so folgt:

fi (% y) = f2(y, x)

Ebenso fiir beliebiges n.

Somit ergeben sich die Sitze:

Die Inzidenzklasse eines jeden symmetrischen Mittels ist un-
verzweigt.

Aus jedem symmetrischen Mittel f, (x,, ... x,) ergibt sich durch
Inzidenz ein ebenfalls symmetrisches Mittel f,_, (x5, ... Xp—y).

Ist
XYz
fs (a, b, c)
ein parasymmetrisches Mittel, bleibt also bei allen Permutationen

ay
mit dem dritten Elemente z, setzen darauf:

Xy WZ\ _ o (% ZY

£ (a, b, c) fa (a, c, b)
und bilden daraus f, (x, z) durch Inzidierung mit dem dritten Ele-
mente y, so ist in beiden Fillen Inzidierung mit dem dritten Ele-
mente vorgenommen. f, (x, y) und f, (x, 2) konnen sich also in

ihrem allgemeinen Bau nicht unterscheiden. Ebenso bei beliebi-
gem n.

der (x") unverdndert, und bilden wir f, (x, y) durch Inzidierung

Es folgt durch Inzidenz:

und aus fs (y, A z) =z



289

Da aber z in beiden Féllen denselben Wert hat, so folgt:

X, y\ y, X
fa (a. b) = (b, a)
Ebenso fiir beliebiges n.
Es ergibt sich:

Die Inzidenzklasse - eines jeden parasymmetrischen Mittels ist
in bezug auf den allgemeinen Bau unverzweigt.

Aus jedem parasymmetrischen Mittel
f (Jrl y Ky sks x,.)
ik Ay, Agq ... Qp
ergibt sich durch Inzidenz ein ebenfalls parasymmetrisches Mittel

xl' xz, ese Xp—1
fn—l

al, a" ste an—.l

Aus diesen kurzen Ausfiihrungen geht hervor, wie ein einfaches
Prinzip — eben das der Inzidenz — zur Klassifikation der Mittel-
werte beitragen kann. Die Uebertragung auf das complexe Gebiet
liegt dabei nahe.

(Manuskript am 1. Mai 1943 eingegangen.)
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