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THoMAS SiEGL, RoBERT F. TiCHY, Graz

Losungsverfahren eines Risikomodells
bei exponentiell fallender Schadensverteilung*

1 Modell
Ein guter Uberblick iiber verschiedene Risikomodelle wird in [Tho 82]
und [Ger 79] gegeben. Im folgenden sei der Gesamtschadensprozess §; =

Zi\f__(f) X; mit N(f) ~ Poisson (At) (N(0) = 0) und 8y = 0 ein zusam-
mengesetzter Poisson Prozess mit positiven unabhingig identisch verteilten
Einzelschadenshéhen X; (i = 1,2,...) mit Verteilungsfunktion F(y) und
endlichem Erwartungswert p. Des weiteren bezeichne ¢ die Pramiendichte,
wobei ¢ > A [;° ydF(y), damit die Uberlebenswahrscheinlichkeit der Ver-
sicherung positiv ist. Das klassische Modell wird nun so modifiziert, dass
wenn das Kapital cine gewisse Barriere erreicht, Dividenden ausbezahlt
werden und das Kapital auf der Barriere bleibt, bis der nédchste Schaden
auftritt. Wir betrachten den Fall, in dem die Einzelschadenshéhen gemischt-
exponential-, bzw. gammaverteilt sind, und die Dividenden-Barriere eine
lincare Funktion 6 + af der Zeit ¢ ist, wobeli b > 0, 0 < a < ¢. Das heisst,
wenn R; das Kapital zur Zeit ¢ bezeichnet:

dR¢ = cdt —dSy wenn Ry <b+at (1)
dRy = adt —d&; wenn Ry =b+ at (2)
Zusammen mit dem Ursprungs-Kapital, Ry = =, 0 < & < b < oo bestimmt
dies den Prozess {R;}. In einem infinitesimalen Zeitraum d¢ kommt es zu
keinem Schaden mit Wahrscheinlichkeit 1 — A d¢, und zu einem Schaden mit
Wahrscheinlichkeit A dt. Mehr als ein Schaden tritt mit Wahrscheinlichkeit
proportional zu di? auf, kann also im folgenden vernachlissigt werden. Fiir
die Uberlebenswahrscheinlichkeit U/ (z, b) kann nun die folgende Beziehung
gewonnen werden:
U(x,b) = (1 = Xdt)U(x +ndt,b+ adt)
:L‘+‘T] dt
+ Adt / U(x +ndt —y,b+ adt)dF(y) + o(dt) (3)
0
* Die Autoren wurden durch das Projekt 10223-PHY des Fonds zur Forderung der Wissenschaft-

lichen Forschung unterstiitzt.
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Fiir x = b ist 7 = a, sonst n = ¢. Indem wir U in (z,b) entwickeln, U(z, b)
auf beiden Seiten der Gleichung abziehen und durch dt dividieren erkennen
wir, dass

cUz(x,b) + aUp(x,b) — AU (x,b) + A /U(:I? —y,b)dF(y) =0 (4)
0
‘! 0 L L T L] l T T ¥ T I
Lineare Dividendenschranke
— Pramien ( Pramiendichte ¢ )
| ---- Schéaden { Schadenshéhenverteilung F(y) )

-

Kapital erreicht Dividenden-

L schranke und verbleibt dort.

Kapital

5
Zeit

Abb. 1: Darstellung des Risikoprozesses Ry

ist. Weitere Uberlegungen (siehe [Ger 81]) liefern die Nebenbedingungen

Ug(b,b) =0, (5)
sowie

lim U(x,b) =U(x), (6)

b—oo

wobei U(x) die Uberlebenswahrscheinlichkeit in Abwesenheit der Dividen-
denschranke bezeichnet.
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Die Dividenden sind Zahlungen mit Intensitidt ¢ — a, die bei Erreichen
der Schranke beginnen und mit einem Schaden enden bis das nichste Mal
die Schranke erreicht wird. Die Dividenden werden mit der konstanten
Intensitat 6 abgezinst. In analoger Weise zu (3) kann folgende Beziechung
gewonnen werden. Der Erwartungswert der Dividenden mit Zahlungen
nach dem Ruin V(u) genligt der Gleichung:

0.0}

(c—a)V'(u) + (6 + NV (u) — /\/ V{iu+y)dF(y) =0 (7)
0

Hierbei bezeichnet © den Abstand zur Dividendenschranke, also b — z. Es
muss folgende Nebenbedingung gelten:

VI(0) = —1. (8)

Wir bezeichnen den Erwartungswert der Dividendenzahlungen, die mit dem
Ruin aufhéren mit W (x,b). Analog zu (3) erhalten wir eine Gleichung fiir
Wiz, b):

We(z,b) + aWy(x,b) — (A + 6 W(x,b)

+ )\/W((IJ —y,b)dF(y) =0 (9)
0

unter den Nebenbedingungen

A Wb —y,b)=V(y) (10)
und
Wa(b,b) =1. (11)

In dieser Arbeit sollen nun weitgehend explizite analytische Losungen fiir
die Uberlebenswahrscheinlichkeit sowie fiir den Erwartungwert der Divi-
denden angegeben werden. Zuerst wird der Fall untersucht, dass die Ver-
teilung der Schadenshohen die Gammaverteilung mit Verteilungsfunktion

'ﬂail —E . -
Folg) = 9] = J§ F?a)ﬁ‘* ¢ 6 dz ist. Anschliessend wird angenommen,
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dass die Einzelschiden gemischt-exponentialverteilt sind mit Verteilungs-
funktion F,(y) = v(y) := 1 — > 7, CjePi¥, wobei natiirlich Y5 C; = 1
gelten muss. Der Parameter o« muss ganzzahlig sein. Unter diesen Bedin-
gungen wird fiir die Losung eine Reihendarstellung angegeben, deren Aus-
wertung ein Programm unter dem Symbolic Computation Paket MAPLE
tibernimmt.

2 Analytische Losung fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit

2.1  Die Gammaverteilung

Die Modellgleichung aus dem vorausgegangenen Abschnitt wird nun geldst.
Zunichst stellen wir die Gleichung auf und setzen die Gamma-Verteilung
fiir £(x) ein

cUz(x,b) + aUp(x,b) — AU(x, b)

@ sor i Ul

Uly,b)(z—y)* e &
’ /\/ I'a)pe dy = (12)

0

€T
Um die nachfolgenden Schritte zu vereinfachen, multiplizieren wir mit e#.
Dann ergibt sich:

ce s Ug(z,b) + ae” Up{x,b) — Ae s U(x,b)
T ¥
+A/I”%®®—yfv%ﬁd
I'(o)pe

y=0 (13)

Um diese Gleichung zu l6sen, lassen wir zunidchst das Integral durch
Differentiation verschwinden. Dazu beachten wir, dass die Ableitung von

T y

B ) U(yb)(;r _ y)(y—l.eg
= / I'a)

dy (14)
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nach z gleich

483 Y

0 Uly,b)(z — y)*2e8
R e W)

ist. Daher gilt:

aa z
&{'—a[(x = U(f,b)eﬁ (16)

Somit leiten wir nun die Integro-Differentialgleichung (13) «-mal nach =z
ab:

s X . . i
= 1 ay it z 1 ay ot
o B - .
ce ZZI go—i (z' ) CYCES| U(z,b) + ae” Z] o (2_ ) T Uz, b)
= f=
x Y . 3 x
= 1 ay 0 ] =

Daraus ergibt sich folgende symbolische Gleichung:

1 =/ 0 0 * 0 d “
ﬁ—aeﬁ (ca(ﬁ%—l—l) U(I,b)+a~a~g(ﬁ—a~;+l> U(x,b)

- A(ﬁa% 0 1>aU($, b) + AU (z, b)) =0 (18)

Dies ist eine partielle Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
der Ordnung « + 1 in den zwei Variablen z und b. Wir wihlen einen
Produktansatz U(z,b) = &(x)¥(b). Da alle Koeffizienten Konstanten sind,
wihlen wir fiir @ und ¥ Exponentialansidtze. Wir nehmen dabei an, dass
die Wurzeln der dazugehorenden Gleichung paarweise verschieden sind.
Da die Ableitung nach b in (18) nur erster Ordnung ist, und die Ableitung
nach z in der Ordnung o + 1 vorkommt, ergibt sich folgender Ansatz:

a+1
U(z,b) = CeSP (Z AieRix> (19)
i=1
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Der Koeffizient C fiir den Exponentialanteil e“? ist redundant, da der Wert
in die Koeffizienten A; einbezogen werden kann. Daher setzen wir im fol-
genden C' := 1. Wenn wir diesen Ansatz (19) in die partielle Differenti-
algleichung (18) einsetzen, kénnen wir durch Koeffizientenvergleich (die
Gleichung gilt unabhingig von x und b) folgende Beziehung fiir die Expo-
nenten £; und S gewinnen: Da diese Gleichung fiir alle Exponenten R;
gilt, benutzen wir R = R; als Platzhalter fiir die o + 1 Losungen.

R(BR+ 1)+ aS(BR+1D* = ANBR+1)*+A1=0 (20)

Um Gleichungen fir die A; aufzustellen, miissen wir den Ansatz in die
Integro-Differential-Gleichung (12) einsetzen. Wir betrachten zunichst den
Differentialteil

cUz(z,b) + aUp(z,b) — AU (2, b)
a1

=70 " 4;(aS — X + cRy)elli® (21)
=1

und den Integralteil

€T T C!+]

/U(ﬂf —yb)dy(y) = [ €50 ) AT dy(y)

6 b il

Y

a+1 o sl ﬁ

Qb Rz — R U €
= Ase / Yo _— — dy
; J I'a)3e
Wl atl Rpget
= Tl Z Agelt If ST yant gy (22)
0

getrennt, Der Integralanteil ist von der Form [ 2™e®® dz. Dies konnen wir
durch partielle Integration auflosen und zwar:

1 . .on 1 az
/ el Jp — Zangax " leru dr
a a

T

_ ( 1>” “n ia:L'

=l gt R 15 (23)
1=0
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Eingesetzt in (22) ergibt sich:

/ £ — g, B ()
;

+1 a—1
T L
o . e o
ﬁ j=0 St + Z)ed (Bi+3)
a1 z ra—1 7 R
e A; 37 - A;ettiT
Sb ., 8 L i ] ? 24
Z( LZU i i) * ) 2

Dies gilt fiir alle . Wir konnen also durch Koeffizientenvergleich in der
Gleichung (21) 4+ A(22) = 0 feststellen, dass die Koeffizienten A;

+ A
2 (2 o -
ilm)_j—(), Vi=l,...,or (25)

geniigen. Die A; sind also Losungen eines linearen Gleichungssystems mit
« Gleichungen und « + 1 Unbekannten. Ein Koeffizientenvergleich von
(21) + A(22) = 0 zeigt ausserdem, dass

1

Diese Gleichung ist identisch zur Bestimmungsgleichung (20) fiir die R;. Im
folgenden wollen wir eine Reihendarstellung fiir die Losung der Integro-
Differential-Gleichung (12) unter Beachtung der Nebenbedingungen (5)
und (6) angeben.

Bemerkung: /n der folgenden Reihendarstellung erhalten die Exponenten und
Koeffizienten einen Index k, der die Nummer des Reihentermes angibt. Die
Gleichungen (20) und (25) gelten unabhiingig vom Reihenindex k. In diesem
Sinne sind die Variablen S, A; und R; Platzhalter fiir Sy, A; p, und R; j.

o0 a+1
Uz, b) Z{ SR N A g kfﬂ] (27)

k=0 t=i
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Zunichst erfillen wir die zweite Nebenbedingung (6)

lim Uizb)= Ulz),

b—oo
indem der erste Reithenterm so gewihlt wird, dass er diese Bedingung
erfilllt: Durch Sy := 0 wird (6) erfillt. Damit wird Ry = 0, wobei die
R; o Losungen der Bestimmungsgleichung (20) fiir R sind. Das Polynom
in (20) hat genau a + 1 komplexe Nullstellen, somit sind die Exponenten
eindeutig bestimmt. Wir wollen nun die erste Nebenbedingung (5)

Ug(b,b) =0
erfillen, indem wir fiir beliebiges k fiir jeden Summanden eskbAi)keRi:k
(i =2,...,a+1), dessen Ableitung nach z in (b, b) ungleich 0 ist, einen Term
einfilhren, sodass die Summe beider Terme null ergibt. Sei die Ableitung
des j-ten Summanden des k-ten Terms # 0, so suchen wir ein noch nicht
besetztes k. Um Ausloschung fiir alle b zu erreichen, setzen wir

R}_,k/—{-sk/ :Rj7k+sk, (28)

woraus zusammen mit der Bestimmungsgleichung (20) fiir 2 der Exponent
Sj.+ bestimmt wird. Dafiir verwenden wir jene Losung der Gleichung, fiir
die R(S) < 0 minimal wird. Durch solche Terme wird die Giiltigkeit der
zweiten Nebenbedingung (6) erhalten. Dieses S setzen wir dann wieder in
die Bestimmungsgleichung (20) fiir R ein, und errechnen die Exponenten
R; j» die als komplexe Nullstellen eines Polynoms vom Grad «+1 eindeutig
bestimmt sind. Des weiteren setzen wir

Ay g By g = — A5k Rj k., (29)

um die Terme, die nun gleiche Exponenten in (b,0) haben, in Summe zu
eliminieren. Zusammen mit der Bestimmungsgleichung (25) fiir A konnen
wir dadurch die Koeffizienten, die nunmehr als Losung einer linearen
Gleichung mit o+ 1 Unbekannten und ebensovielen Gleichungen eindeutig
bestimmt sind, errechnen. Dies gilt nur, wenn die dadurch erzeugte Matrix
vollen Rang hat. Man kann sich leicht tberlegen, dass dies fiir R; # R; bei
1 # 7 gilt. Dies 1st aber gerade die Voraussetzung, die wir fiir unsere Losung
und insbesondere fir die Giiltigkeit des Ansatzes in (19) verwenden. Fiir
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jeden Term missen wir daher o neue Terme erzeugen, um U, (b, b) = 0 zu
erfiillen.

Bemerkung: Die Auswertung der Reihe. sowie die Bestimmung der Expo-
nenten und Koeffizienten wurde in MAPLE implementiert.

2.2 Die gemischte Exponentialverteilung

Das Integral in (4) kann durch wiederholtes Differenzieren im allgemeinen
nicht zum Verschwinden gebracht werden. Eine Linearkombination der
Ableitungen bis zur Ordnung «, wie dies in [DG 84] beschrieben wird, fiihrt
auf eine partielle Differentialgleichung der Ordnung « + 1 mit konstanten
Koeffizienten.

Wir verwenden daher den Ansatz (19), den wir in die Integro-Differential-
Gleichung (4) einsetzen, und erhalten

ol a+tl a-+1
SbZA RF,RT—I—(Ig ZA(R /\ZAieI{,j:I:
=1 i=1
L o1

—,\fZAwy ZC‘B( (@) dy = 0. (30)

i=1 g=1

Durch Auflésen des Integrals und Koeffizientenvergleich ergibt sich die
Bestimmungsgleichung fiir die R, als

(@3 (YB

¢R+aS — X — /\Z]R B =0. (31)
J

Wir erhalten die zusétzliche Forderung, dass 1?; # B; sein muss. Nach Mul-
tiplikation mit dem gemeinsamen Nenner ergibt sich ein Polynom in R, das
genau a+ 1 Nullstellen besitzt. Ausserdem ergibt der Koeffizientenvergleich
die Forderung an die A;

0 VYi=1,...,a. 39
I j a (32)
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Bei einer Vorgangsweise analog zum vorangegangenen Kapitel ergibt sich
wieder eine Reihe fiir die Losung, deren Koeffizienten und Exponenten
eindeutig bestimmt sind.

3 Analytische Losung fiir den Erwartungswert der Dividenden
3.1  Zahlungen auch nach dem Ruin

3.1.1 Die Gammaverteilung

Die Gammaverteilung wird zunédchst in (7) eingesetzt und es werden die
Integrationsgrenzen verdndert:

(c—a)V'(u) + (6 + AV (u)

V) - wole s
’\,/ T()B® dy =1 (33)

u

U

Multiplikation mit ¢ #(—03)% sowie a-malige Ableitung der Gleichung
ergibt:

(ca)(i< —d%) (« )+(/\+(5)(1[3(,?u>1/(u)
—AV(w) =0 (34)

Wenn wir den Ansatz V(u) = Z?fll A;e 1% yerwenden, ergibt sich
folgende Bestimmungsgleichung fiir 7

—(c—a)R(1+BR)*+ (6 4+ N1 +BR)*—-X=0. (33)
Wenn wir nun den Ansatz in (33) einsetzen, ergibt sich in Analogie zu (22):

oL 41

/Vu+u dvy(y) = /ZA@ R(“er)d’y()

O b 1—1
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a+1 20 4

a—1_4
_ Age —Riu / —R;y! yr e ]
Z I'o)pe .

Z-w-l 0
a+1 o I

: — iy —(Ri+)y
- I'(a)pe Z Aze~ Tau /e aYya=1 g,
! 1’:1

0

a+1
I'a) _
= /(y A e gl >0 (36)

Ein Koeffizientenvergleich bestitigt (35). Damit lim,— o, V(1) = 0, miissen
die Koeffizienten zu den Exponenten mit S(R;) # 0, bzw. R(R;) < 0 zu null
werden. Dies ist moglich, da aus (36) keine Bedingungen flir A; abgeleitet
werden konnen. Im folgenden werden uns die positiven Losungen der
Gleichung (35) interessieren. Es ldsst sich zeigen, dass genau eine positive,
reelle Losung o existiert. Damit ist die Losung unter Beachtung von (8)
eindeutig bestimmt durch

A= A, =0 ¥i>1, Ri=o. (37)

o | =

Nachdem 6 > 0, ist die linke Seite von (35), die wir im folgenden mit p(R)
bezeichnen, an der Stelle 12 = 0 positiv, da p(0) = 6. Des weiteren ist

lim p(R) = —o0 (38)

R—o0

Daher cxistiert zumindest eine positive reelle Nullstelle. Nun ist
P (R) = (14 38R)* —(c—a)(1+ BR) = (c—a)R+ (6§ + N)]

die Ableitung von p(R) ein Polynom des Grades «, von dem wir o — 1
negative, reelle Nullstellen kennen. Es verbleibt hochstens eine positive
reelle Nullstelle der Ableitung. Das heisst, die einzige Moglichkeit, dass
p(RR) mehr als eine positive Nullstelle hat, wire gegeben, wenn eine
doppelte Nullstelle auftritt. Dies ist jedoch aufgrund der Voraussetzung,
dass alle Wurzeln verschieden sind, ausgeschlossen.
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3.1.2 Die gemischte Exponentialverteilung

Nach einer analogen Vorgangsweise ergibt sich die Bestimmungsgleichung
fur R als

=, C;B;
~(c—a)R+(A+8)+ 1) L= =0. (39)
= B —R

Nach dhnlichen Betrachtungen wie im vorigen Kapitel zeigt sich, dass es
genau eine positive Losung ¢ gibt, deren Koeffizient L ist. Alle anderen
Koeffizienten sind null, da sie zu einer unbeschrinkten Losung fiihren
wirden.

3.2 Zahlungen enden mit dem Ruin
3.2.1 Die Gammaverteilung

Wie in Kapitel 2 muss hier die Integro-Differential-Gleichung (9) unter
den Nebenbedingungen (10) und (11) gelost werden. Nachdem in (9) die
Gammaverteilung fiir F'(y) eingesetzt wird, ergibt sich

cWa(z,b) + aWy(x,b) — (A + 6)W(x, b)

_ =y

x
Wiz —y,bz—y)* le 5

0

Es wird wieder der Exponentialansatz (19) gewihlt, wobei sich in Analogie
zu (20) ergibt:

cR(BR+ 1)+ aS(BR+ 1) — (A+8)(BR+ 1)* + A =0 (41)

Die Bestimmungsgleichung (25) fiir A gilt auch hier. Des weiteren kann
auch hier die Losung als Reihe angegeben werden:

o0 a+1
Z{SUJZA lhz} (42)

k=) =1
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Um die Nebenbedingung (10) zu erfiillen, wird Sy = —o, Ry = o,

&

Aig = L gesetzt. Die restlichen Exponenten R, sind als Losung von
3 0 oy

(41) eindeutig bestimmt, und die tbrigen A, o sind durch R; o und A
als Losungen von (25) eindeutig bestimmt. Damit ist die Nebenbedingung
(10) erfiillt. Die Nebenbedingung (11) wird durch die Beziehungen (28)
Rl,k’ -+ B = Rj,k: + 5}, sowie (29) Al,k’Rl,k;’ = wAij,Rj’k erfllt.

3.2.2 Die gemischte Exponentialverteilung

Die Gleichung (9) wird wieder durch eine Linearkombination der Ableitun-
gen bis zur Ordnung « auf eine partielle Differentialgleichung der Ordnung
o + 1 zuriickgefiithrt. Wir verwenden daher den Ansatz (19), den wir in die
Integro-Differential-Gleichung (9) einsetzen, und erhalten

o+1 a+1 o+1

”’ZARH’?I aSe > AefhT — (A4 6) Y Aefu®

i | i=1
T a+1 o

—)\/Z(A?;CR V)BT dy = 0. (43)

o =1 j=1

Durch Auflosen des Integrals und Koeffizientenvergleich ergibt sich die
Bestimmungsgleichung fir die 12; als

Y (/
R+ aS — (A+06) /\Z R e S, 3 (44)

Nach Multiplikation mit dem gemeinsamen Nenner ergibt sich ein Polynom
in R, das genau « + 1 Nullstellen besitzt. Ausserdem ergibt der Koeffizien-
tenvergleich die Forderung an die A;

o1 A,

P — o=, cugs 45
. " 0 Wie=l..oa: 00 (45)
T= "

Bei einer Vorgangsweise analog zum vorangegangenen Kapitel ergibt sich
wieder eine Reihe fiir die Losung, deren Koeffizienten und Exponenten

eindeutig bestimmt sind.
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4 Numerische Ergebnisse
4.1  Exakte Werte

Im allgemeinen werden die Koeffizienten sowie die Exponenten in den
Reihenentwicklungen komplex sein. Dies stort bei der Berechnung nicht,
wenn man beachtet, dass das Ergebnis reell sein muss, und eventuelle kom-
plexe Anteile der Losung nur aufgrund der begrenzten Rechengenauigkeit
auftreten. Fiir grosses « sind die Nullstellen des Polynoms in der Bestim-
mungsgleichung (20) fiir 2 moglicherweise mit einem zu grossen nume-
rischen Fehler behaftet, um in der Losung verwendbar zu sein. In diesem
Falle sind Abschiatzungen niitzlich, wie sie z.B. in [Ger 73] durch Martingale
gewonnen werden.

Die obigen Rechenvorginge wurden unter MAPLE V, Release 3 imple-
mentiert, der dazugehorige Code ist vom ersten Autor erhiltlich. Fir eine
Einfilhrung in Maple sei auf [Hec 92] verwiesen. Es zeigt sich, dass fir
a < 10 eine effiziente Berechnung mit nur 100-Termen in der Reihenent-
wicklung moglich ist. In Tabelle 3 ist die Uberlebenswahrscheinlichkeit
U(x,b) fir die Gammaverteilung und o = 6 in Prozent angegeben, wo-

bei die restlichen Parameter wie folgt definiert wurden: 3 = (i g = 1.5,
X

a = 1.1, A = 1. Eine Fehlerabschitzung fiir W (x, b) konnte durch Einsetzen
der Losung in die Integralgleichung erfolgen.

4.2  Simulation

Das in Kapitel 1 definierte Modell wird simuliert. Der Schadenszdhlprozess
ist ein Poissonprozess. Daher sind die Zwischenschadenszeiten exponenti-
alverteilt. Ausgehend von der Zeit {j := 0 wird eine exponentialverteilte
Zutallsvariable ¢ erzeugt, und anschliessend ;.| := t; + ¢ gesetzt. Das
Kapital zur Zeit ¢; ist x;, wobei x( := = das Anfangskapital & der Versiche-
rung ist. Die Schadensfille y; werden erzeugt fiir i > 0. Sie sind gamma-
bzw. gemischt-exponentialverteilt. Danach gilt: x; := x; | + ¢ — y;, wenn
;1 +ce < b+ at;, ansonsten gilt x; := b+ at; — y;.
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4,2.1 Simulation der Uberlebenswahrscheinlichkeit

Wir berechnen die Uberlebenswahrscheinlichkeit U(x,b) ~ % wobel m

die Anzahl der tberlebten Versuche, und n die Anzahl der Versuche
bezeichnet. Gilt fiir ein i: #; < 0, dann tritt Ruin ein, der Prozess wird
beendet. Gilt fur ein i x; > zmax, wobel xmax eine durch die gewiinschte
Simulationszeit und Genauigkeit bestimmte obere Grenze ist, so wird der
Prozess abgebrochen, aber Ruin ist nicht eingetreten. Dieser Fall wird als
giinstiger Fall gewertet. Bei endlichem Tmax endet der Prozess offenbar mit
Wahrscheinlichkeit 1. Der Schitzer % kann fiir Verteilungen mit hohem
Tail zu systematischen Fehlern fuhren die sich als grosse Uberschitzungen
von U(z,b) auswirken wiirden. Besonders in diesen Fillen wire auch die
Wahl von zmax sehr sensibel. Ein systematischer Bias durch hohe Tails muss
bei den hier verwendeten Verteilungen nicht befiirchtet werden.

4.2.2 Erwartungswert der Dividenden

Um den Erwartungswert der Dividenden zu berechnen, kann so vorgegan-
gen werden: An allen Schadenszeitpunkten ¢;, tir die z; | +ce > b+ al;

wird
=8 _g. TR = e =
og; =0;,_1+ F et =8 Sl

gerechnet, wobei oy = 0 ist. Das Abbruchkriterium wird #; > tmax V z; <0
gesetzt, wobei fmax eine Nidherung fiir den Zeitpunkt ist, ab dem die
abgezinsten Dividenden verschwinden oder gentigend klein werden, um
vernachlissigt zu werden. Der Endwert von o; wird mit o bezeichnet. Dann

ist

1 N
E[W (z,0)] = — Z (46)
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4.2.3 Erzeugung gleichverteilter Zufallszahlen

Fiir Kapitel 4.2.4 und 4.2.6 wird der von Afflerbach in [Aff 90] empfohlene
Zufallszahlengenerator fiir gleichverteilte Zufallszahlen (0, 1) benutzt. Es
ist der einfachrekursive gemischte Kongruenzgenerator

uniform : x; := 532393z, _1 +1 (mod268435456). (47)
Im folgenden bezeichnet U(a, b) eine durch uniform erzeugte Zufallszahl im
Intervall (a,b).
4.2.4 Erzeugung exponentialverteilter Zufallszahlen

Ausgehend von einer gleichverteilten Zufallszahl U(0, 1) wird durch Inver-
sion der Vertcilungsfunktion die exponentialverteilte Zufallsvariable

T _§ In(U(0, 1)) (48)

erzeugt. Fiir eine allgemeinere Beschreibung der Methode sei auf Affler-
bach [Aff 90] und Devroye [Dev 86] verwiesen.

4.2.5 Erzeugung gemischt-exponentialverteilter Zufallszahlen

Ausgehend von einer gleichverteilten Zufallszahl U(0,1) wird die Zufalls-
zahl durch Inversion der tabellarisch gegebenen Verteilungsfunktion er-
zeugt, wie dies in [Dev 86] beschrieben wird.

4.2.6 Erzeugung gammaverteilter Zufallszahlen

Die gammaverteilten Zufallszahlen werden iiber Annahme-Verwerfung (A-

V) und Inversion der Verteilungsfunktion erzeugt. Es wird der A-V-Algo-
rithmus von Best verwendet: XG (1978) (siche [Dev 86, Seite 410]).
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4.3 Integralgleichung

In [Ger 81] wird gezeigt, dass die Losung der Integro-Differentialgleichung
(9) unter der Nebenbedingung (10) und (11) gleich der Losung der Fix-
punktgleichung g(z,0) = Ag(x,b) ist, wobei A der Integraloperator

?:: Tt
Ag(z,b) = / dg PO / glx+ct —y, b+ at) dF'(y) di
0 0
00 b+at
+ / (At f glb+at —y,b+ at)dF(y) dt
b—wx 0

c—a

g —(Pp) T
+ T8¢ -t (49)

ist. Dies ist ein kontrahierender Operator, die Folge ¢;(x,b) = Ag; _{(x,b)
konvergiert also gegen den Fixpunkt von A, die Funktion W (x,b). Zahlen-
theoretische Losungsmethoden werden in [Tic 84] besprochen. So kann die
Losung z.B. auf folgende Arten gewonnen werden.

4.3.1 Iterative Losung der Integralgleichung

Die Funktion g° wird durch ein adaptives Gitter [z;.b;] diskretisiert. In
jedem Punkt (7, %) des Niveaus i < imax wird die diskretisierte Losung a;k
mit ?;(J) 3 = % gespeichert. Von dieser Losung ausgehend, wird durch Monte-

Carlo Integration mit jeweils NV 4 2 Versuchen die Losung im Niveau i + 1
durch

v
ajﬂ;l =1 Z GM(A%H(S)t;I(.ai: L g = Ctiz - y'[’r:r,v bki T (Lt:f:b)f.(?jgl)
n=1
N+2 .
-+ w9 Z e*(’\+5)t¢1](’§i, br + (Lt% — yffl, by + (L[:Hf(y%)
nzle.’k—i-l

by —x;
C = _(,\_{,5)’%_71

> Q=1L 50
T Fe” =)
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berechnet. Es bezeichnet

-~

g g (25 + —5%) _ AT = k) (bg + 57)
wy = = sowie wy = 5
N o

Ausserdem ist [(g,x,b) die lineare Interpolationstunktion, die den Wert der
Funktion g im Punkt (z,b) interpoliert. Die Variable u ist der Zeitpunkt,
ab dem die unter Abzinsung berechneten Dividenden sich mit fortschrei-
tender Zeit nur mehr in vernachldssigbarem Masse dndern. Die Annahme
eines endlichen Wertes fiir die Variable u kann mit der begrenzten Rechen-

genauigkeit sowie der Endlichkeit des Gitters motiviert werden.
Die Funktion ¢" = %

t’. sind gleichverteilte Zufallszahlen, die in jedem Schritt ¢ > 1 und fiir jeden
Summanden n erzeugt werden. Hierbei wird fiir n < le. ;, die Variable wu .

b'_""z’*’) berechnet, und #, = U0, u; 1), yn = U0,z + Ot 1)

wird als Ausgangsfunktion verwendet. Die Variablen

durch min (u, ~—

wird nur angenommen, wenn y' < xp + ctl, ist. Fiir n > N}k wird

Ji = U g, u), y = U(0, b; + au) nur angenommen, wenn y;' < b; + att,

ist. Die Variablen N! und N2, werden durch lek; = N[22k + 1] und
) (%

N +2 = Ng!,k + sz)k berechnet.

4.3.2 Doppeltrekursive Losung der Integralgleichung

Im Gegensatz zum vorausgegangenen Kapitel soll hier die Losung in einem
einzelnen Punkt, ohne die Einschriankung eines Gitters berechnet werden.
Der Niherungswert von ¢(x, b) auf Niveau ¢ wird durch

- : ct
g*(w,b) 1= Lymore ™ O Fy) g @ 4 ety — 1, b+ aty ( t 7 )
+ /\e*(6+)‘)t3f(yz)gi_] (x + cty —ya, b+ aty)

~ au e—a —(A+6)2==
a b q o c—
x (u u)( + 2) e (51)

e i 1 N doa : f .
fiir 2 > 0 und ghwax = B i::l gi * berechnet, wobei ¢! = % Die genaue

Darstellung der Indizes der Zufallsvariablen ¢ sowie y ist durch die Natur
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der Berechnung zu umsténdlich, so sei nur darauf verwiesen, dass mit jedem
Aufruf von (51) die Zufallsvariablen ¢, t», y; sowie y, erzeugt werden.

Das Paar ty, y; wird durch AV gleichverteilt im Trapez 0 < ¢; < u,
b—zx

0 <y < a4+ ety erzeugt, wenn u = > 0. Die Zufallszahlen t,, 1

c—a

werden gleichverteilt im Trapez u <ty < u, 0 <y < b+ aly erzeugt.

4.3.3 Rekursive Losung der Integralgleichung

Das Problem der obigen Niherungsmethode liegt in der relativ hohen
Anzahl von Funktionsauswertungen, die tief in der Rekursion stattfinden.
Die folgende einfach rekursive Methode kann daher schneller durchgefiihrt
werden

; —&th ]
gp(x,b) == e " f(y;.)
o ety =y b aff)ed (1 e i 4 <
g (b+ath — yh, b aty)e¥ (1 — e 7P0t)  sonst

b—ax

c—a —(A+6)—
: P— 52
+ )\—Fé’( (52)

fiir ¢ > 0 und g'mex = % Z,{Ll g}i’”“" berechnet, wobei ¢0 = % Die Variable

tf,_,b = &(A) ist exponentialverteilt mit Parameter A. Hierdurch kann die
Multiplikation mit e ~** entfallen, da

/' g(O)h(t) dt = / g(t) dH(t) = E(g(T)). (53)

wie dies z.B. in [HFZ 81] beschrieben wird. Wir setzen ymax := min (z +
Ctiu.; b+ at};). Die Variable yij := Ecut(ymax) 1st abgeschnitten-exponentialver-
teilt. Im Sinne von (53) muss daher mit e¥(1 — e~ Ymax) multipliziert werden,
um der Nicht-Gleichverteilung Rechnung zu tragen. Diese Methode hat im
Vergleich zur Methode aus (4.3.1) folgende Vor- bzw. Nachteile:

o Durch die Verwendung der Exponentialverteilung fiir £ und y entfallt
die Notwendigkeit, ein @ zu definieren, das den Integrationsbereich
beschrankt.
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® Es kann gezielt ein einzelner Funktionswert berechnet werden. Dies
gilt auch fiir die doppelt-rekursive Losung.

) Es entfillt die Notwendigkeit einer Diskretisierung und der damit
verbundenen Interpolationsfehler.

@ Das Verfahren ist im Vergleich zu dem doppelt-rekursiven Verfahren
schneller und eleganter.

® Wird eine hohe Anzahl von Rekursionen erforderlich, so versagt
die doppelte Rekursion, weil die Anzahl der Funktionsauswertungen
exponentiell mit der Rekursionstiefe steigt.

4.4  Vergleiche

Die exakten und approximierten Werte wurden auf einem Gitter berechnet
(b=0.[0.1]..1, z = 0..[0.1]..b). Das Gitter beinhaltet aufgrund der Wahl der
Parameter die Teile der Funktion, die der stirksten Anderung unterliegen
bei Veranderungen von b bzw. x. Fiir jeden Gitterpunkt ¢ = 1..M wird der
Unterschied A; zwischen exaktem Wert und approximiertem Wert berech-
net. Der maximale absolute Fehler ist dann || A||~ und der mittlere absolute
Fehler ist durch ﬁ | Al definiert. In der Tabelle 4.4 findet sich ein Vergleich
der exakten und simulierten Werte der Uberlebenswahrscheinlichkeit.

Die verschiedenen in diesem Artikel besprochenen Naherungsvertahren fir
die Berechnung des Erwartungswertes der Dividenden werden in der Ta-
belle 4.4 beziiglich ihrer Approximationsglite verglichen. Die Einzelscha-
denshohen sind gammaverteilt mit Parameter o = 6.

Die simulierten Werte wurden mit n = 10.000 sowie zmax = 40, tmax = 80
gerechnet. Fiir die exakten Werte wurden 100 Reihenelemente gerechnet.
Die Approximation durch Simulation liefert gute Ndherungen und ist
besonders fiir komplexe Schadenshohenverteilungen geeignet. Soll U (x5, y;)
fiir wenige ¢ berechnet werden, so ist die Simulation auch was die Dauer der
Berechnung betrifft interessant. Ein weiterer Vorteil der Simulation liegt
darin, dass das dazugehorige Programm schnell an andere Verteilungen
angepasst werden kann. Zur Uberpriifung von analytisch gewonnenen
Losungen liefert die Simulation daher einen wertvollen Beitrag.

Um den Erwartungswert der Dividenden zu berechnen, sollte das einfach-
rekursive Verfahren verwendet werden, wenn Wert auf minimale absolute
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Fehler gelegt wird. Die Fehlerabschatzung der Integralgleichung wirkt auf
absolute Fehler, wohingegen die Simulation den Ausgleich im Mittel zum
Ziel hat und daher kleinere Durchschnittsfehler produziert. Ein weiterer
Vorteil der rekursiven Methode ist die Verwendbarkeit von Quasi-Monte-
Carlo Verfahren zur numerischen Approximation [Tic 84]. Diese garantie-
ren bessere Fehlerschranken als einfachrekursive Zufallszahlengeneratoren.
Beide Verfahren sind etwa gleich schnell bei gleicher Anzahl der Iteratio-

nen.
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Vergleich Fr.v =3 1 ‘(v:l- Ij(y =5 [w(v:ﬁ Va=2
A~ 1,11 1,20 1,15 1,26 1,46
1 5

Al 0,37 0,39 0,42 0,38 0,40

Tabelle 1:

Vergleich der exakten und approximierten Werte fiir U(x, b)

Approximations-Verfahren ity V=2
LAl Ale Al fAl N
IV | oo M | o0 tmax
Simulation (4.2) 0,0027 0,0084 0,0036 0,0156  10.000 n.A.
Iteration (4.3.1) 0,0043 0,0149 0,0359 0,1135 500 60
Doppelte Rekursion (4.3.2) 0,0034 0,0173 0,1121 1,1416 1.000 15
Einfache Rekursion (4.3.3) 0,0046  0,0129 0,0071 0,0147 1.000 80
0,0049  0,0109 0,0032 0,0054  10.000 80

Tabelle 2:

Vergleich der exakten und approximierten Werte fiilr Wz, b)

0,0 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,00
0,00 24,29
0,10 20,66 26,65
0,20 2893 2920 29,23
0,30 30,59 3148 3195 32,04
0,40 31,63 33,05 34,19 3487 3507
0,50 3227 3403 3507 37,04 3795 3825
0,60 32,67 3464 36,59 3843 40,02 41,13 41,52
0,70 3292 3501 37,15 3929 4133 4309 4434 4480
0,80 33,08 3525 3751 3982 4213 4431 46,19 4753 48.03
0,90 33,17 3539 3773 40,16 42,63 4507 4734 4926 50,63 51,15
1,00 3323 3548 3786 4036 4294 4554 4805 5034 5226 5361 54,13
Tabelle 3: Uberlebenswahrscheinlichkeit U (z,b) in % (exakt) fir Gammaverteilung mit

=06
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<
N

0,0 010 020 030 040 050 060 070 080 090 1,00
0,00 23,40
0,10 26,87 2599
0,20 30,01 2921 29,17
0,30 31,04 32,10 32,64 32,37
0,40 31,91 33,03 3385 3438 3542
0,50 32,08 3401 3549 3757 3763 38,09
0,60 32,38 3452 36,03 3821 3974 41,04 42,09
0,70 33,00 3507 3740 3890 4134 4320 4428 4499
0,80 32,52 3541 3708 3930 4250 4389 4592 4803 4744
0,90 3352 3543 3766 3965 4253 4462 4774 4958 5107 S1,15
1.00 3222 3583 3836 3985 4243 4450 4931 5101 5281 54,04 54,64
Tabelle 4:  Uberlebenswahrscheinlichkeit U(x, b) in % (simuliert) fir Gammaverteilung

a=~56
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Zusammenfassung

In [Ger 81] untersucht H. Gerber folgendes Risikomodell: Es finden stetige Pramienzahlun-
gen mit konstanter Intensitdt ¢ statt. Die Schadensanzahl ist poissonverteilt mit Parameter
A, und die Verteilungsfunktion der Schadenshohen F(y) ist | — e Y. Errcicht das Kapital
eine Schranke b+ at verbleibt es bis zum nichsten Schaden dort. Angelehnt an Dickson und
Gray, die in [DG 84] die Losung des Modells fiir den Fall einer horizontalen, absorbieren-
den Schranke betrachten, wird in der vorliegenden Arbeit die Uberlebenswahrscheinlichkeit
und der Erwartungswert der Dividenden fiir gemischt-exponential-, sowie gammaverteilte
Schadenshdhen unter Verwendung des Softwarepakctes MAPLE analytisch berechnet. Aus-
serdem wird gezeigl, wic dieses Modell simuliert, sowie mit Hilfe einer Integralmethode
gelost werden kann. Durch ausfithrliche Tests werden alle diese Verfahren miteinander
verglichen.

Résumé

H. Gerber ctudie le modele actuariel suivant [Ger 81]: Les primes sont payées & intensilé
constante ¢; le nombre des sinistres possede une distribution de Poisson de parameétre A; le
montant des sinistres unc distribution exponentielle. Lorsque la réserve atteint la barriére
b+ at elle reste a la barrricre jusqu'au prochain sinistre. S'inspirant de Dickson et Gray
[DG 84], qui considerent ce modele dans le cas d’une barriere absorbante horizontale, les
auteurs déterminent de maniére analytique, a l'aide du logiciel MAPLE. la probabilité de
survie et l'espérance mathématique des dividendes, lorsque le montant des sinistres suit
une loi exponentielle mixte ou une loi gamma. [Is montrent également comment ce modele
peut étre simulé et comment il peut €tre résolu a l'aide d'une méthode d'intégration. Ces
procédés sont comparés a l'aide de nombreux tests.

Summary

H. Gerber investigates the following actuarial model [Ger 81]: The premium flow is
continuous with a constant intensity ¢. The claim number variable is Poisson-distributed
with parameter A; the claim size distribution is given by F(y) = 1 — e~ Y. If the capital
reaches a barrier b + at, it stays on the barrier up to the next claim. Guided by Dickson
and Gray [DG 84], who consider the solution of the model in case of a horizontal barrier,
the authors compute the survival probability and the expected value of the dividends for
mixed-exponential- and gamma-distributed claimsizes, using the software package MAPLE.
Furthermore thcy demonstrate how this model can be simulated and how a solution can
be found by an integration-method. All these procedures are compared with the help of
detailed tests.



	Lösungsverfahren eines Risikomodells bei exponentiell fallender Schadensverteilung

