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Philippe Chuard, Pully

Note sur la restitution de prime d'une rente viagere

1 Preambule

Un probleme actuariel resolu depuis longtemps peut-il encore susciter des

remarques nouvelles? Les developpements qui suivent voudraient 1'afArmer.
Iis se rapportent ä la restitution de prime au deces pour les rentes viageres dont
les termes sont payes par fractions. Pour nous en tenir ä l'essentiel, mais sans

empecher une extension, nous n'examinons que la rente viagere immediate
payable postnumerando.
Dans le cas envisage la valeur actuelle de la restitution est celle d'une assurance
temporaire decroissant lineairement chaque fraction d'annee. Cette valeur
actuelle est comprise dans la prime de la rente. Pour en simplifier le calcul

on remplace la decroissance exacte par une decroissance annuelle Active. Le
procede adopte a pour effet que chaque annee la restitution Active est egale ä

la moyenne des restitutions exactes. Or il n'en va pas de meme ä la An de la

duree de restitution et c'est ä cette question qu'est destinee la presente etude.

2 Restitution exacte

2.1 Duree

Soit E la prime unique brute d'une rente viagere immediate dont les termes

sont payables par fractions de — d'annee et pour laquelle est prevue, lors du

deces, la restitution de la prime sous deduction des arrerages verses. Designons

par j la duree pendant laquelle une restitution peut avoir lieu. Cette duree est

un multiple de On peut done ecrire

mE < mj < mE + 1 avec E G M+ et mj G N. (1)

2.2 Montant

Soit R(t;p) le montant de la restitution qui est verse si le deces a lieu pendant
la fraction de rang p de l'annee de rang t. A ce moment le nombre de fractions
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de rente payees s'eleve ä (t — 1 )m + p - 1 et Ton peut ecrire

(2)

II sera utile dans la suite de connaitre le montant annuel moyen de la restitution

pour l'annee de rang t durant laquelle le deces survient lors de l'une des p
premieres fractions. C'est

Le montant annuel moyen de la restitution pour l'annee de rang t durant

laquelle survient le deces s'obtient en donnant ä p la valeur m dans (3). On a

ainsi

3 Restitution fictive

La valeur actuelle de la restitution doit etre comprise dans la prime. Mais le

calcul de cette valeur est complique quand, les termes de rente etant payes
par fractions, il faut tenir compte de la duree j definie par (1) et du montant

p) defini par (2). C'est pourquoi, lorsque des tarifs de rentes viageres avec
restitution de prime au deces ont ete introduits, on a eu l'idee de remplacer,
pour les calculs, la restitution exacte, decroissant chaque fraction d'annee, par
une restitution fictive ä decroissance annuelle.
Designant par k la duree de la restitution fictive, on la met en relation avec la

prime E et le fractionnement m au moyen de

TTl 4- 1
k < E H— < k + 1 avec k e N (5)

2m

en se referant au schema de la figure 1. La relation (5) peut etre ecrite

qui devient, apres developpement,

(3)

ti. (4)

(6)
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Le montant R(t) de la restitution Active pendant l'annee de rang t est

R(t) E-t+^r^. (7)
2TO

Ce montant est le meme que R(t) defini par (4), ce qui justifie le remplacement,
pour les calculs, de la restitution exacte par une restitution Active.
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4 Situation ä la fin de la restitution

4.1 Primes avec meme duree de restitution k

L'egalite des deux montants definis l'un par (4) et l'autre par (7) vaut pour
toute la duree de la restitution, mais ä l'exception de la derniere annee. C'est

ce point particulier que nous allons examiner.

Pour un fractionnement m fixe, toutes les rentes dont la prime E est telle que

11 11k-^-^-<E<k + -- — (8)
2 Zrn I Zm

relation qui decoule de (5), ont la meme duree de restitution Active k. Deter-
minons les durees exactes de restitution j de ces primes.

1 1

La plus petite valeur, selon (8), correspond ä E — k - ^ ~ est donnee,

ä partir de (1), par

m(fc -1) -1 ^ 1)+ § <9)

Si m est pair, c'est-ä-dire que m 2g avec g e N,

la relation (9) conduit ä j k — j.
Si to est impair, c'est-a-dire que to 2g - 1 avec g £ N,

la relation (9) conduit ä 7

Compte tenu de ce que la valeur maximale de j est d'une unite superieure ä

la valeur minimale, on a, lorsque la duree de restitution Active est k,

1 1
si to est pair, k--<j<k+~, (10)

11 11si m est impair, k--- — <j (11)
2 Zm 2 2m

4.2 Derniere fraction d'annee de la duree j
Pour les primes E considerees, qui remplissent les conditions (8), l'annee de

rang k est celle ä la fin de laquelle cesse la restitution Active. Designons par z
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le rang, pour l'annee de rang k, de la fraction d'annee ä la fin de laquelle cesse
la restitution exacte. C'est

z {j + 1 ~ k)m.

Compte tenu de (10) et (11) on obtient

z minimal z maximal
rn 3m
~2 ~2~

to — 1 3m ~ 1

to pair

rn impair

(12)

(13)

Observons que, la duree j de la restitution exacte pouvant etre plus grande
que la duree k de la restitution Active, le rang z peut etre superieur ä to.

4.3 Reliquat de restitution

L'egalite R(t) R(t) entre les restitutions definies par (3) et (7) n'est pas
valable, sauf exception, ä partir de l'annee de rang k. II faut alors prendre en

compte un reliquat

U R{k; z) - R(k).

Les relations (3) et (7) permettent d'ecrire

z — 1\ z
J?(fc; z) E-k+1- 2m

R(k) E — k +
to +1

2TO

En introduisant (16) dans (15) on obtient

R(k)R(k\z)

et le reliquat peut s'ecrire

t'=\^-RW

m — z

2m
z

in

1 - —
m

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)
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Pour obtenir cette valeur il faut done, ä partir de E et m, calculer k avec (6), j
avec (9), z avec (12) et R(k) avec (16). On arrive au resultat directement par
un petit programme de calcul, tel par exemple que le suivant, oü IP(X) est la

partie entiere de X et FP(X), la partie non entiere:

U (((/P(M x£) + l- IP{ 1 - FP(M x E)))
4- M + 1 - IP(E + (M + 1) 4- 2 4- M))

-2-E + IP(E + (M + 1)4-2 4- M) - (M + 1)

4-2 4- M) x (1 - IP(M xE) + I- IP{ 1 - FP(M x E)))
4- M - 1 + IP{E + (Af + 1) 4- 2 4- M))

4.4 Variation de U

Si, dans la definition (6) de k, on augmente E d'un entier N, k est aussi

augmente de N\ la difference E — k n'est alors pas modifiee, de meme que
R(k) defini par (16). Une observation identique peut etre faite au sujet de

E — jet de z, j etant defini par (1) et z, par (12). II en resulte que U ne change

pas de valeur si Ton augmente E d'un entier N. II suffit done, compte tenu de

(5), d'etudier la variation de U dans le domaine

mrl<E+l.k<^l + 1. (19)
2m 2m

Observons que les relations (1) et (12) permettent d'ecrire

m(E + 1 - k) < z < m(E + 1 - k) + 1.

Les figures 2 sont construites au moyen des valeurs du reliquat U indiquees
dans le tableau qui les suit. Ces valeurs sont calculees, pour quelques fraction-
nements m, selon les indications qui suivent la formule (18) et dans les limites
(19). Les figures illustrent la variation du reliquat U, au sujet duquel on peut
faire, en particulier, les constatations suivantes:

- U varie selon une succession de segments lineaires;
U est nul dans un intervalle de dont la limite superieure est 1;
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Figures 2
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m £ + 1 - k z U

2 1/4
2/4

1

1

0, 125

0

4/4 2 0

5/4 3 0, 125 *

3 1/3 1 0,1
2/3 2 0

3/3 3 0

4/3 4 0,1
4 3/8 2 0,125

4/8 2 0,0625

6/8 3 0

8/8 4 0

10/8 5 0,0625
11/8 6 0, 125 *

6 5/12 3 0, 125

6/12 3 0,083

8/12 4 0,022
10/12 5 0

12/12 6 0

14/12 7 0,027
16/12 8 0,083
17/12 9 0,125 *

12 11/24 6 0, 125

12/24 6 0,10416

14/24 7 0,0694
16/24 8 0,0416
18/24 9 0, 02083

20/24 10 0,00694
22/24 11 0

24/24 12 0

26/24 13 0, 00694

28/24 14 0,02083

30/24 15 0,0416
32/24 16 0,0694
34/24 17 0,10416
35/24 18 0, 125 *

* valeur limite pour E + 1 — k —>



81

k dans ce cas, selonle maximum de U correspond a E + 1 - n, -
(16), R(k) 0 et, selon (18), U 1 - ^);
si m est pair, j k- \ selon (10) et ^ j, selon (12);

par consequent [/max I;
si m est impair, j k- ^ \ U= J(1 - £).

En considerant les figures relatives aux fractionnements 2, 3, 4, 6, 12 on est
conduit ä s'interesser au cas oü m —> 00. Compte tenu de (6) on obtient alors
k [£-^] + lendesignant par \E-j]\q plus grand entiercontenudansE-^.
En outre, selon (1), j E. Par suite (12) permet d'ecrire ^ E - [E - et

(16), R(k) E - I - [E - i], Enfin (18) devient

U=-[E- E~\ - 1 (20)

Cette derniere relation est de la forme y j(x - l)2 avec 0,5 < x < 1,5.
C'est la branche de parabole de la figure 3.

E+l-k

Figure 3

4.5 Exemple

II est interessant de contröler avec un exemple le precede decrit ci-dessus

pour calculer le reliquat U. Pour cela considerons la prime E 17,3 d'une
rente viagere immediate payable trimestriellement (to 4) avec, au deces,

restitution de prime sous deduction des arrerages verses. Cet exemple a la
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particularity, apparemment surprenante, que la duree exacte j de la restitution
est superieure ä la duree Active k, ce qui entralne z> m.
Partant de E 17,3 et m 4 on obtient, avec les formules (1) et (5),

j 17,5 et k 17, d'oü E + l-k — 1,3,

avec la formule (12),

z 6,

et avec la formule (18),

17 0,0875.

Observons qu'on peut egalement obtenir le montant du reliquat par interpolation

en utilisant des valeurs indiquees pour m 4 dans le tableau precedant
les figures 2:

1 3 - —
U 0,0625 + (0,125 - 0,0625) t

8
0,0875

8

La figure 4 illustre le cas envisage.

Considerons les restitutions possibles des le debut de la 17e annee.
La restitution exacte trimestrielle peut prendre six valeurs :

17,3 - 16; 17,3 - 16,25; 17,3 - 16,5;

17,3-16,75; 17,3-17; 17,3-17,25.

Leur total, divise par 4 pour le rapporter ä l'annee, donne

£(17; 6) 1,0125.

La restitution Active est

£(17) 17,3 - 16,375 0,925.

D'oü le reliquat, conforme au resultat obtenu precedemment,

U £(17; 6) - i?(17) 0,0875
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5 Valeur actuelle du reliquat

Le reliquat U que la formule (18) permet de calculer ä partir de la prime E et
du fractionnement m est une prestation qui est accordee ä l'assure mais dont
la prime ne tient pas compte. L'assurance etant conclue ä l'äge x et la duree
de la restitution fictive etant k, la valeur actuelle du reliquat est

Ux uCx+k~l (21)

Reprenons l'exemple du paragraphe 4.5 (E 17,3; m 4) et admettons que
l'äge de conclusion x est 65. Sachant que U 0,0875 et k 17, on obtient avec
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les bases techniques ERM 90 3,25 % pour assurances individuelles de rentes,

^ 0,0875^ 0,0875^1^ 0,0018.

Si la prime devait comprendre la valeur actuelle du reliquat, eile passerait de

17,3 ä 17,3018 et subirait une augmentation de 0,10 %0.
Le tableau ci-apres permet de se faire une idee des maximums que pourraient
atteindre le reliquat et son rapport avec la prime.

jrmax
x k 1000 Elnax 1000^—

k__
55 21 1,5 0,07
65 17 2,6 0,15
75 14 3,7 0,27

Les durees k correspondent grosso modo ä un tarif etabli avec les bases

techniques utilisees dans l'exemple precedent. Les valeurs 1000 f/,ax sont

calculees, au moyen de (21), avec les bases citees et Lmax 0,125. Dans les

rapports de la derniere colonne la duree k remplace la prime E, ce qui est sans

influence sur les resultats indiques.

6 Conclusion

La convention qui consiste ä remplacer la restitution exacte par une restitution
Active, dans le calcul de la prime d'une rente viagere immediate dont les termes
sont payes par fractions, neglige un eventuel reliquat de restitution en fin de

duree. Le montant de ce reliquat ne depend que de la partie fractionnaire de

la prime. II varie entre zero et un huitieme, au maximum.
La difference de prime qu'occasionnerait la prise en consideration de la valeur
actuelle du reliquat est illustree par des valeurs maximales indiquees dans le

paragraphe precedent. II apparait comme admissible de ne pas en tenir compte
dans un tarif.
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Resume

Une convention, gcneialement adoptee, pennet desimplifier le calcul d'un tarif de rentes viageres
avec restitution de prime au decessous deduction des arrerages verses, lorsque les termes de rente
sont payes pai fractions L'auteur examine les consequences de cette simplification

Zusammenfassung

Eine allgemein benutzte Konvention veieinfacht die Berechnung der Prämien fur Renten mit
Ruckgewahi del Pi amie im Todesfall unter Abzug dei bezogenen Renten, wenn die Zahlung der
Rente unteijahng ist Der Veifasser unteisucht die Folgen dieser Vereinfachung

Summary

A generally adopted convention simplifies the calculation of the premiums of annuities with return
of premium in case of death after deduction of the already paid annuities, when the payment of the

annuity occurs more than once a year. The author studies the consequences of this simplification.
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