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PuiLippE CHUARD, Pully

Modeles mathématiques pour actifs et invalides

1. Préambule

On satisfait aux nécessités actuarielles de 1’assurance en cas d’incapacité de gain
en séparant actifs et invalides dans ’ordre [, des vivants. Chacun de ces groupes
de personnes a sa propre mortalité: ¢ pour les actifs, ¢° pour les invalides!.
Dans le schéma couramment utilisé, et dont I’origine remonte a des études faites
il y a plus de cent ans, intervient une probabilité 7, de devenir invalide. Or
I’invalidité n’est pas nécessairement, pour chaque individu concerné, un stade
définitif. Elle peut éventuellement €tre suivie d’un retour a ’activité, que 1’on
désigne par réactivité.

La probabilité 7., tient compte a la fois du risque de devenir invalide et de I’éventualité
de redevenir actif. On peut cependant désirer voir apparaitre explicitement la
probabilité de réactivité. Une étude parue en 1978 désigne par «modele pratique» le
schéma qui dépend de i, et par «modele rationnel» celui dans lequel interviennent
la probabilité 7, d’invalidité et celle R, de réactivité?. La comparaison de ces deux
modeles conduit a des constatations intéressantes, illustrées par des formules simples.
Mais une contrainte est imposée a I, et a R,: I"assuré qui devient invalide entre les
ages = et x + 1 ne peut pas, durant cette période, redevenir actif; il en va de méme
pour une réactivité suivie d’invalidité.

En renoncant a cette contrainte on serre la réalité de plus pres. Le «modele rationnel
B», qui sera examiné plus loin, est un pas fait dans cette direction. Il dépend des
probabilités [ .. d’invalidité et R ., de réactivité. Ce cas est évidemment moins simple
que le «modele rationnel A», dans lequel interviennent [, et R.

! Les développements qui suivent valent aussi bien pour les femmes que pour les hommes: & peut
partout étre remplacé par y.
2 Réf. [1].

Mitteilungen der Schweiz. Vereinigung der Versicherungsmathematiker, Heft 2/1993



252

2. Interaction de ’invalidité et de la réactivité

D’une manicre générale, a I'intérieur de 'année limitée par les dges x et x + 1,
dans un modele sur lequel agissent les probabilités

qs de déces d’actif,

qt de déces d’invalide,

I, d’invalidité (sans contrainte),
Ry de réactivité (sans contrainte),

I'invalidité peut étre suivie de réactivité, et réciproquement, sans limitation du
nombre des passages d’un €tat a I"autre. Admettons qu’au début de la tranche
d’ages considérée, on dénombre A? actifs. Parmi eux:

Fii - décedent a I’état d’actif,

1 restent actifs,
&= deviennent invalides; parmi eux:
A décedent a 1état d’invalide,

o restent invalides,
G;fia redeviennent actifs; parmi eux:
Ao décedent a 1’état d’actif,

& restent actifs,
Gt redeviennent invalides, parmi eux:
Ag’.m‘ décedent a 1’état d’invalide,

atay restent invalides,
Gétaa redeviennent actifs; etc.

De méme, a partir de /A, invalides, on arrive aux nombres

11 11 1a a a tal iai 1an 1a1a iata LA LATAL .
A:l‘:’ x+1» G:r, ’ Am d x+1» G:z: H Ar s z+1» GL ’ Ar ’ Am+17 ik , etc.

Le schéma de la page suivante illustre ces situations.
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actifs
d'dge x
9 déces
a stabilité
A
X
invalidité
G déceés
X
stabilité
sy réactivité
G décés
X
stabiliteé
aiai invalidité
G déceés
X
//////stablllte
aiaia
g \
b'd
invalides
d'age x .
déceés
i ///// stabilité
A
%
réactivité

g2 décés
X
stabilité
invalidité

gtat décés
X
stabilité
réactivité
Giaia décés
X
stabilité

iaiai
G

déceés actifs invalides
233 d'dge x+1
X
aa
X+1
ai
A
X
ai
Xx+1
aia
A
X
aia
A
x+1
aial
A
X
aiai
x+1
déceés actifs invalides
" d'age x+1
ii
A
X
ii
x+1
ia
A
X
ia
A
x+1
iai
A
X
iai
xX+1
iaia
A
%
iaia
x+1
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3. Modeles

Compte tenu des développements du paragraphe précédent, le nombre des actifs
d’age = + 1 s’éleve a

1= AD A AT+ A (1)
et celui des invalides d’age x + 1, a
1+1 - ?—H + Am—}—l + Ai:ah + Aa'ff Prome (2)

Si la réactivité n’intervient pas de maniere explicite, il en résulte que
a —_— aa
z+1 = Hatl

i 1% cas (3)

ai
£+l z+1
Les nombres G4 et G sont alors nuls.

Si elle intervient mais ne peut pas étre suivie d’une invalidité avant 'dge = + 1,
et vice versa, on a

° . (1(1. + A
H o v 2° cas (4)

22
w1 = Ay + AT

Les nombres G et i%* sont alors nuls.

Si I'on fait un pas de plus en admettant que ce sont les G2 et %% qui sont
nuls, cela conduit a

it = ?11 + Ay + AT i
S s )

w1 = Ay + AT + AT
Le 1% cas est celui du modele pratique et le 2° celui du modéele rationnel
(désigné dans la suite par «modele rationnel A>), objets I’un et ’autre de 1’étude
mentionnée dans le préambule. Le 3° cas sert de base a un «modele rationnel B>
qui sera examiné plus loin, au paragraphe 6. Les trois modeles font tous intervenir
les probabilités

qs de déces d’actif,

qs de déces d’invalide.



Ils dépendent en outre de probabilités d’invalidité que nous désignons par

T dans le cas du modele pratique,
Is dans le cas du modele rationnel A,
I dans le cas du modele rationnel B.

Quant aux probabilités de réactivité, nous les désignons par

R, dans le cas du modele rationnel A,

R dans le cas du modele rationnel B.

4.  Modele pratique

Reprenons les développements de I'¢tude citée?, avec une légere modification de
symbole: (3 au lieu de [{.
En introduisant dans les relations (3) les valeurs

lat1 =11 —g3)(1 — i) (6)

Azl = A1 —gz) (7)
; . 1 1 — qli

ai —qae; (1 _ mqg> . (8)

on obtient les formules de récurrence pour I'ordre [2* des actifs et I'effectif A%
des invalides:
l:?:?l-l = l(;a(l - q;)(l - ZJ) (9)

i

. ] : , N 1-¢
Mo = A1 - )+ 1 (1= 3 ) T

k.4 (10)
1 — %qu

Observons que la probabilité ¢, de déces pour tous les vivants (actifs et invalides
groupés) est donnée par

o
l%il i )\(L'+1

1— g, = ,
LT

On peut en outre constater que

¢® = ¢\ entraine que ¢% =g. =q,. (12)

3 REf. [1], pp. 155 et 156.
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5

5.1

Modele rationnel A

Formules de récurrence

En désignant par ¢% la probabilité de déceés des actifs et par ¢, celle des invalides
on obtient*

L’introduction de ces valeurs dans (4) conduit aux relations de récurrence

o1 = A3(1—gz)(1 — L)
i;’:—l—l = Atl(l - q;)(]. - RIJ)

ai a 1 a L= q.ii
r1 = Az Lo (1 - 5%) 1_—;

| | 1\ 1—g
A = AR, (1 ~ 5(]:;_») [

Ay = A0 = (1L~ 1) + Ay Re 1

La mortalité générale est définie par

3 /l? + /1:,"‘!:

En outre on observe que

i

¢y = q, entraine que ¢y = q; = Q-

4 Réf. [1], pp. 156 a 158.
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5.2 Passage du modéle rationnel A au modéle pratique

Si I’on fait correspondre le modele rationnel A au modele pratique en posant les

¢galités
Lt=A7 XN =4 (20)
lcfil = ey (21)
)\i:+l - Ai:ﬂ (22)

la relation (21), compte tenu de (9) et de (17), ainsi que la relation (22), compte
tenu de (10) et de (18), conduisent 1'une et 1’autre a

s | 7
./1;. - ‘—qu

O - T 2
Ap1 - Lo =

i‘;l? — I;E

Il en résulte qu’en tenant compte de cette relation on obtient la méme évolution
pour le nombre des actifs et pour celui des invalides dans le modele rationnel A
et dans le modele pratique. La mortalité générale .., définie par (19), est alors la
méme que celle définie par (11).

5.3 Relation particuliere

La formule (18) permet d’écrire

1 2 ' i i
A1,(1- 52 ) o = A - A0 - )1~ R

l_q:r;:
d’ou

1 244 I, (1 — 3¢2)
1—q, AL, —A(1—q.)(1— Ry,)

= 1,

En posant

I

[T <1 - éwq(:) ['T ' (1 o Cj;)(l - Rilf) =1l= "JI )

AZ = (1 - j:r:)lm 3 A’z = .j.’r; l:r; 3 Aly+1 == j:r:v%l(]» - q:;:)l:u 5
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on met la relation ci-dessus sous la forme

*

1 2(1 - jo) Lo

1= q:?} .71114*1(1 - Qm) - 31(] - 3;)

qui est publiée, quelque peu modifiée, a la page 72 de I'article cité sous Réf. [2].
Précisons que son domaine de validité est le modele rationnel A.

6. Modele rationnel B

6.1  Formules de récurrence

Dans le modele rationnel B nous utilisons des symboles soulignés pour les
probabilités d’invalidité et de réactivité, de méme que pour les nombres de

personnes que font intervenir les schémas du paragraphe 2.
Les deux relations

A =Az(1—g3)(1 — 1) (24)

s’établissent comme les relations correspondantes (13) et (14) du modele ration-
nel A.
Pour la suite nous nous référons aux schémas du paragraphe 3. La relation

AZ = A+ AR +GF

est vérifiée pour

*_aa 1 a 1
éa@ - A? q: - A([ Q( (1 - é— L.TJ)
. " 1
QU= A%"T, = A ;:5(1 - ~2~g$> (26)

et A%% | défini par (24).

La relation ultérieure

at ai an aia
Q:}: - -_41 + A:c+1 + Q:z:
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L. . ian 1 . 1 2 mas o
fait intervenir I’age = + 5 et la durée 4 elle est vérifiée par

A(m' . G(L’i, *qi'i - G(H'. 23x
= S ) Bt

b
5-1
+

S]]

I
o) =
=
8.

pud
ro| =
av

Gra:m _ Gaz’ * IR _ 1(1‘.'1', 222z (27)
B S S O R
. . . 1=—gt 1-R,
ai fo"(l . )(1 R ) —gui & Lo
A =G5 (g JU B ) =5 T T,
On peut donc écrire, compte tenu de (26),
. 1 1—g: 1=R,
AL = AT T, (1 - —q:t) G 1-fs (25)
! 2 _]___.2_(1311——5_]_?1

Les probabilités utilisées pour A%, G4 et A%, découlent des développements
suivants:

D, M 2-g) 3%
%q-””% &+ 1t I+ -a) 1-34 ‘
1
R,

La relation qui vient ensuite est
ata aia aia
Q:I) _ét +-‘/-1-:L'+JA‘

Faisant intervenir I’age @ + % et la durée 21L“ elle est vérifiée par

1 q"
7 i 3 4 1z
aia __ vaiad _ raia
-A—zt - Qa: lq1_+§ - QJ: 3 4
4 ' 4 1 — Zq'l

ata (waia, ; a _ G(m'a, 1~ (1’(1’
fdapdl T Mg 1 q 3 — M Ty -
' ) os Zq:z:
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On peut donc écrire, compte tenu de (26) et (27),

aia a 1 a %E“‘ L= 7q1 L~ C]
Ay = _11" ‘_[_:r_: 1~ iqq,: 1 .
1*51—%321*5(1;;1‘1@3

Rappelons que

1—1¢° 4 Yapr  _ 40-gs) _ 1-dz
a ,’T:Jr* l(r,_|_3]7 17 1+3(1—Q%) lwaqirl

Par des développements analogues, 4 partir de A°?, on obtient
1 .\ 1—-¢q¢% 1-1,

:L+1 — /1 R ( - §qlr> 1qu l_

| & qu 1- 51.1'

1 3 3

iai A Ly §I‘ 1-3% 1-¢
A:c—H _A:CEI 1 Q:v 1 3
2 — 3l 1—2q21—32gi

(29)

(30)

(31)

Les relations de récurrence pour 'effectif des actifs et pour celui des invalides

sont alors

_ : 1 . \1—-q¢% 1-1,
Aa - A q 1*£:1: +_411 B(l o “(],’}) g
R N &) e i vy
1 3 g
1 R — 3% 1 —¢°
27/ 1= 3R 1— 3ai 1 - §¢¢
I—qg 1—R,
AIH—A’,(I*Q’;)UB:-)Jr/l‘,’fr(lA ) L.
1 -5 1l— Ry
1 3 a i
; 1. _.]_i d, = 19 1 —q®
271 =51 1 - 545 1 - 5]
La mortalité générale étant définie par
A + A
1 - (1.1: - i = A (34)

A2+ A}
on observe que

¢@=q. entraine que ¢f = g = ..
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6.2  Passage du modele rationnel B au modeéle pratique

Sion pose 1% =A% et A\, = AL, larelation 9%, =A% ,, compte tenu
de (9) et (32), conduit a

Silon pose (%% =A% et A, = AL, larelation A, , =A’, ,, compte tenu
de (10) et (33), conduit a
2.0

o AlqE L ﬁq1 %i.’l’: ) - %qi
1

. [ R 1 1 *
- _Q_QS L o "/I(J:LL' I—= "Q”i:c e 5(1.,%

ZI(A) - la;%% =

Ib‘lb

(36)

Ainsi, cherchant la probabilité d’invalidité i, pour un modéle pratique correspon-
dant au modele rationnel B, on trouve deux valeurs, I’une 7, (/) obtenue a partir de
a4 1, et Iautre 4,(\) obtenue a partir de A’ . Ces deux valeurs ne sont pas les
mémes algébriquement. Cependant la différence entre leurs montants numériques
est insignifiante dans les cas ordinaires d’application. On peut en outre observer

que la condition initiale ¢ = A%, A = A! conduit &

s 1
ir(l)zl—_—/‘f;ﬂil_—qa- (37)

Compte tenu des remarques précédentes on peut adopter, pour la probabilité
cherchée 7, d’invalidité, les relations (35) ou (37). Dans ces conditions I’égalité
a4, = A%, estréalisée, alors que /\;Jrl n’est pas rigoureusement égal a Aiﬂ;
mais 1’ ecart est pratiquement insignifiant. Par conséquent on peut considérer que
I’évolution du nombre des actifs et de celui des invalides ne differe pas entre le
modele rationnnel B et le modele pratique. Il en va de méme en ce qui concerne
la mortalité générale, définie par (34) pour le modele rationnel B et par (19) pour
le modele pratique.
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6.3  Passage du modéle rationnel B au modéle rationnel A

Comme c’est le cas pour le modele pratique, il est possible de faire correspondre
le modele rationnel A au modele rationnel B. Pour cela on égale le second membre
de (23) a celui de (35) ou de (37). Il apparait que la probabilité 7, d’invalidité
et celle f7, de réactivité, qui interviennent dans le modele rationnel A, dépendent
I’une de I’autre. Mais le choix d’un couple de valeurs est limité par des contraintes:
R, >0, I, <[1,. Une suggestion est d’adopter la proportion

L
L o= 38
I, (38)

On obtient alors, avec i, () défini par (35) ou (37),

Jo e e B (39)
1 —

La probabilité [, étant trouvée, on calcule R, avec (38).

7. Ilustration numérique

Les développements qui précedent se rapportent a une étape importante du
cheminement qui, partant des probabilités de déces, d’invalidité et de réactivité,
conduit aux valeurs actuelles servant a la gestion actuarielle des institutions de
prévoyance. Leur objectif final est donc I’obtention de valeurs numériques. Il
convient alors d’en fournir une illustration. C’est le but des trois tableaux annexés.
Le tableau | fournit un exemple de modele rationnel B. Il est construit a partir
de données découlant des bases techniques EVK 1990 ° et de probabilités de
réactivité définies par R, = 0,5- 0,964 86720 — (), 1, utilisées précédemment
pour un autre exemple®. A partir de probabilités ¢f et i, (pures) ainsi que de
probabilités ¢! (directement données) ont été calculés 'ordre (2% et I'effectif A
au moyen des formules (9) et (10). Puis la formule (35), en posant i,(l) =i,, a
fourni les probabilités d’invalidité [ ... Ensuite les formules (32) et (33) ont servi a
calculer les effectifs A% et A’ ; puis ¢, a été obtenu avec (34). On peut constater

5 Réf. [3].
6 Réf (2], p. 73.
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bases techniques EVK 1990 7.

Le tableau 2 indique les valeurs d’un modele pratique correspondant au modele
rationnel B du tableau 1. La probabilité i, d’invalidité est calculée au moyen de
la formule (35); les valeurs obtenues sont exactement celles qui découlent des
#q"" et *i, fournies par les bases EVK 1990 8. Puis I’ordre /2%, 'effectif \! et
la probabilité de déces ¢, sont calculés avec les formules (9), (10) et (11).

que les valeurs de A%, A’ et g, sont trés proches des valeurs correspondantes des

Les résultats obtenus ne différent pour ainsi dire pas de ceux qui résulteraient de
I’emploi de la formule (36), au lieu de (35), pour calculer i,.. Cela confirme une
remarque faite a ce sujet au paragraphe 62 ci-dessus.

Le tableau 3 indique les valeurs d’un modele rationnel A correspondant au modele
rationnel B du tableau 1. La probabilité I, d’invalidité est calculée au moyen de
la formule (39) et celle R, d’invalidité, avec (38). Puis les effectifs A et /l’I
résultent de I'emploi des formules (17) et (18); la probabilité ¢, de déces est
obtenue avec la formule (19).

Les valeurs contenues dans les tableaux | a 3 permettent de nombreux calculs
de controle. Elles font apparaitre la bonne correspondance entre les trois modeles
présentés; en effet les trois dernieres colonnes ne different pas d’un tableau a
I’autre, quand bien méme les formules utilisées ne sont pas les mémes.

8. Conclusion

La décomposition de I"ordre des vivants en deux groupes d’assurés, les uns étant
des actifs et les autres, des invalides, est un élément important de la construction
des valeurs actuelles nécessaires a la gestion actuarielle des institutions de
prévoyance. Cette décomposition peut étre faite de diverses manieres, entrant
chacune dans le cadre d’un modele particulier. Les mémes probabilités de déces
des actifs, et les mémes probabilités de déces des invalides interviennent dans
chaque modele. Il n’en va pas de méme pour les probabilités d’invalidité. Dans
le modele pratique, couramment utilisé, la probabilité i, d’invalidité tient compte
du fait que des invalides peuvent quitter leur état et redevenir actifs. Ce modele
ne fait donc pas intervenir explicitement la probabilité de réactivité.

T Réf. [3], tab. 2 et 3.
8 Réf [3], tab. 2.
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Le modele rationnel A, présenté dans une €tude® publiée en 1978, tient compte de
probabilités I, d’invalidité et R, de réactivité. Mais il exclut que, durant la méme
année d’assurance, une invalidité soit suivie d’une réactivité, et inversément.

Cette exclusion est écartée dans le modele rationnel B, développé dans le
paragraphe 6 ci-dessus. Ce modele fait intervenir les probabilités [, d’invalidité
et R, de réactivité. Durant la méme année d’assurance une invalidité peut &tre
suivie d’une réactivité, et inversément; mais le nombre de ces mutations est limité
a deux.

Les développements du paragraphe 6 indiquent les formules liant .., [, R., [,
et R, pour que, avec les mémes probabilités ¢% et ¢, I’évolution du nombre des
actifs et celle du nombre des invalides ne différent pas d’un modele a I'autre.
Des tableaux annexés, décrits dans le paragraphe 7, fournissent une illustration
numérique. L’extrait suivant

Modele pratique Modele rationnel A Modele rationnel B
x by e Ry L, R,
30 0,00017 0,00030 0,18594 0,00040 0,24966
40 0,00040 0,00076 0,12342 0,00089 0,14452
50 0,00198 0,00265 0,06757 0,00278 0,07100
60 0,01887 0,02014 0,01939 0,02034 0,01958

permet de constater I'influence sur les probabilités d’invalidité (i, [,,[,) de
la prise en considération de probabilités de réactivité (R,, R,) dans les divers
modeles mathématiques envisagés pour actifs et invalides.

Philippe Chuard
Avenue de Lavaux 93

1009 Pully
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Tableau 1: Modele rationnel B
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21
22
23
24

25
26
27
28
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30
31
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.00077
.00077

.00076
.00075
.00075
.00076
.00078

.00081
.00085
.00090
.00096
.00104

.00113
.00123
.00134
.00147
.00162

.00181
.00202
.00225
.00249
.00275

.00304
.00336
.00372
.00410
.00451

.00496
.00545
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.00766
.00828
.00892
.00960
.01031
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i

I

.02200
.02100
.02020
.01955
.01900

.01850
.01800
.01850
.01905
.01965

.02030
.02100
.02175
.02255
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Tableau 2: Modele pratique
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Tableau 3: Modele rationnel A
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Résumé

Ce travail compléte un modele développé antérieurement pour actifs et invalides, dans lequel le retour
a llactivité (réactivité) est pris en considération de maniere explicite.

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit ergénzt ein zuvor entwickeltes Modell fiir Aktive und Invalide, in welchem die
Riickkehr zur Aktivitit (Reaktivierung) explizit beriicksichtigt wird.

Summary

This paper completes a previously developed model foractive and disabled participants by taking
explicitly into account their return to activity (reactivation).
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