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Michel Hort, Lausanne

Recherche de l'etat stationnaire d'une population

Considerons une population au sujet de laquelle nous fomulons les trois hypotheses

suivantes.

1 Elle ne connait pas de mouvements migratoires avec l'exterieur L'evolution
de la population est done une evolution natuielle, fondee sur les naissances

et les deces seulement
2 Elle est soumise ä des conditions de natalite et de mortalite qui demeurent

invariables dans le temps.
3. La natalite equihbre exaetement la mortalite

Sous de telles hypotheses, la population tend vers un etat stationnaire ou conserve
cet etat si eile s'y trouve dejä au debut des observations
Nous nous proposons d'exposer une methode peimettant de calculei directe-

ment l'etat stationnaire-limite, sans qu'il soit necessaire de proceder ä une suite

d'iterations.

Variables et functions

Soit L(t) la taille, c'est-ä-dire l'effectif, de la population ä l'mstant t. Les instants
t auxquels la taille de la population est connue prennent leurs valeurs dans

l'ensemble N des nombres entiers. t 0 marque le debut des observations. La

duree qui separe deux instants d'observation consecutifs est toujours la meme,
eile est notee u Les considerations presentees restent valables quelle que soit
cette duree qui peut etre une annee, un mois, une decennie, etc. Comme on le

verra dans un paragraphe special, on peut aussi vouloir observer la population en

tout instant; t vane alors de fagon continue (modele ä temps continu).
Posons L(t) X(t) + Y{t). X(t) et Y(t) sont respectivement l'effectif des

hommes et des femmes composant la population ä l'mstant t
Posons encore:

Jf(f)=X(0,f)+X(l,f)+ +X{x,t) +

Y{t)=Y((\t) + Y{l,t) + - + Y (y, t) +
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X(x,t) est l'effectif des hommes d'äge x ä l'instant t et Y(y,t) est celui des

femmes d'äge y au meme instant t.
Les äges x et y sont exprimes en nombre de durees u avec arrondi ä l'entier
inferieur. Soit, par exemple, a Läge reel d'un homme ä l'instant t; on lui attribuera

Läge x si a £ [xu, (x + !)«[.
Les tetes composant la population n'etant pas eternelles, il existe des äges maxima
ä partir desquels X(x,t) et Y(y,t) sont nuls. Les sommes indiquees ci-dessus ne

comptent done qu'un nombre fini de termes.

Ceci pose, on peut noter:

X(x + k, t + k) X(x, t)p(x, x + k)

Y(y + k,t + k) Y(y, t)p{y, y + k)

p(x, x + k) est la probabilite qu'un homme d'äge x soit encore en vie k intervalles

de temps u plus tard. p(y,y + k) est la meme probabilite pour une femme d'äge

y. On a de fagon evidente:

p(x,x) — p(y,y) 1

p(x, x + k + n) p(x, x + k)p{x + k,x + k + n)

P{y, y + k + n)= p(y, y + k)p{y + k,y + k + n)

En raison de 1' hypothese de l'invariance dans le temps des conditions de mortalite,

p(x, x + k) et p(y, y + k) ne sont pas des fonction de t.
On peut noter encore:

X(0, t + 1) Y(0, t)g(0) + Y{1, t)g{ 1) + • • • + Y(y, t)g(y) +
Y(0, t + 1) y(0, t)f(0) + y(l, t)/(l) + • • • + Y(y, t)f(y) +

g(y) et f(y) sont respectivement le nombre moyen de garjons et de filles auxquels

une femme d'äge y donne naissance dans l'intervalle de temps u. En fait, on ne

considere que les nouveaux-nes en vie ä la fin de la duree u au cours de laquelle ils
sont nes. g(y) et f(y) sont aussi influences par la mortalite infantile et ce d'autant

plus fortement que u est plus long. g(y) et f(y) tiennent egalement compte de la

mortalite de la mere de Läge y ä l'äge y + 1. En outre, les conditions de natalite

etant invariables dans les temps, g(y) et f{y) ne sont pas fonction de t. Enfin, pour
la raison dejä indiquee, les deux sommes ci-dessus ne comptent qu'un nombre fini
de termes.

Remarquons que g(y) et f(y) sont nuls pour les petites valeurs de y (äges avant
la debut de la fecondite) et pour les grandes (äges apres la fin de la fecondite).
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De plus, si g(y) et f{y) sont toujours mils pour les ages y non multiples d'un
nombre N donne ou s'tl n'existe qu'une seule valeur de y rendant q(ij) et f(y)
non nuls, des cas irreguhers peuvent se presenter. Nous les ecartons d'emblee
comme decoulant d'hypotheses irreahstes.

Une autre remarque doit etre faite: le rapport q(y)/f(y) est quasiment une

constante, noramee rapport de mascuhnite ä l'äge y. II est generalement un pen

superieur ä 1 (par exemple 1.05).

Conditions de stationnarite

Dans une population stationnaire, X(x,t) et Y(y,t) ne vanent plus en fonction
de t.

On a alors d'une part:

X(x + 1 ,t) X{x + l,t + Y) X(x, t)p(x, x + 1)

Y(y+l,t) Y(y+l,t + l) Y(y, t)p{y, y + 1)

et d'autre part:

X((), t) Y(0, t)g{0) + Y(l,t)g(l) + + Y(y, t)g(y) +
Y (0, t) Y (0, t)f( 0) + y(l, t)f( 1) + • • + Y(y, t)f(y) +

Quant ä la troisieme hypothese qui veut que la natalite compense exactement la

mortalite, eile entratne la relation suivante:

p(0,0)/(0) + p(0,1)/(1) H + p(0, y)f(y) + • 1

Cette formule exprime le fait que chaque femme donne, au cours de sa vie,
naissance en moyenne ä exactement une autre femme.

Compte tenu du sexe masculin, le nombre de naissances par femme est done

legerement superieur ä 2.

Recherche de l'etat stationnaire

Considerons le nombre de femmes presentes dans la population au debut des

observations, done en t 0, et soit F(l) le nombre de filles auquelles elles
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donneront naissance. II vient:

F( 1) =Y(0,0)[p(0,0)/(0) +p(0,1)/(1) + • • +P(0,y)f(y) + • •]

+ Y (1,0)[p(l, 1)/(1) + p(l,2)/(2) + • • +p(l,y)f(y) + }

+ •

+ y (y, 0 )[p(y, y)f(y) + p(y, v +1 )f(y + l) + ]
+ • • •

Considerons maintenant F(2) le nombre de filles auxquelles les F(l) femmes qui
viennent d'etre considerees donneront naissance.

En vertu de la troisieme hypothese, on a F(2) F{ 1).

De meme, par recurrence, il vient:

F{2) F{3) F{t) F

Remarque: On peut se demander si -F(l) n'est pas simplement egal au nombre

des femmes presentes au debut des observations, en t 0. En fait, il n'en est rien.

Les femmes presentes en t 0 ont dejä vecu une partie de leur vie avant le debut

des observations. De ce fait, certaines d'entre elles n'ont plus, ä ce moment-lä,
devant elles qu'une duree de vie feconde ecourtee ou nulle. Tel n'est pas le cas,

des femmes des generations suivantes qui forment les effectifs F(2), F(3),...
Celles-ci sont sous observation des leur naissance.

II suffit done de calculer le coefficient c suivant:

c =p(0,0)[p(0,0)/(0) + p(0,1)/(1) + • • + p(0, y)f(y) + • • •]

+ p(0, l)b(l, !)/(!) + P(l, 2)/(2) + • • + p(l,y)f(y) + • •]

+ •

+ p{0, y) \p(y, y)f(y) + p(y, y + l)f(y + l) + • • •]

En resolvant 1'equation

Y (0)c F

ou Y(0) est l'inconnue, on trouve Y(0) qui est l'effectif des femmes d'äge 0 dans

la population ayant atteint son etat stationnaire.
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Exemple numerique

Considerons les donnees suivantes:

u 13annees

Age
en annees x ou y p{x,x + 1) p{y.y + 1) o(y) /(</) X {%,{)) Y(y, 0)

[ 0, 13 [ 0 0.78 0.80 - - 1 966 1 872

[13, 26[ 1 0.88 0.90 0 84 0.80 795 764

[26, 39[ 2 0.78 0.80 0.53 0.50 2 523 2 508

[39, 52[ 3 0.69 0.70 - - 978 1004
[52, 65[ 4 0.59 0.60 - - 798 827

[65, 78[ 5 0.49 0.50 - - 1 174 1 280

[78, 91 [ 6 0.27 0.30 - - 782 1 110

[91,104[ 7 0.00 0.00 - - 984 635

10000 10000

On trouve:

F 4 081 c 2.36 Y(0) 1 729.24

L'etat stationnaire-hmite de la population est des lors:

x ou y X(x) Y{y)
0 1 821.92 1 729.24
1 1421.10 1 383.39
2 1 250.57 1 245.05
3 975.44 996.04
4 673.06 697.23
5 397.10 418.34
6 194.58 209.17
7 52.54 62.75

6786.31 6741.21

X{x) et Y(y) sont respectivement l'effectif des homines et des femmes aux ages

x et y dans la population ä l'etat stationnaire.
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Modele ä temps continu

Si Ton veut considerer un ecoulement continu du temps, les durees et les ages

ne sont plus des multiples de la duree de base u. Ces grandeurs prennent leurs

valeurs dans l'ensemble des nombres reels R.

Les probabilites de survie s'expriment ä partir du taux instantane de mortalite /t(x)
pour les hommes et p(y) pour les femmes. On a les formules suivantes:

k k
— f /.i(x+v)dv —f ß(y+v) dv

p(x,x + k) e 0 p(y,y + k) e 0

Quand ä la natalite, on peut dire que g(y) dy et f(y) dy sont respectivement le

nombre des naissances dans un intervalle de temps infiniment court allant de l'äge

y ä l'äge y + dy. Dans ce cas, les grandeurs g(y) et f(y) ne sont plus influences

par la mortalite, ni celle de la mere, ni celle de l'enfant.
Les formules de F et de c deviennent les suivantes:

+ 00 +00

F= J J y(y,0)p{y,y + v)f(y + v)dvdy
o o

+CO +CO

c= J J p{0,y)p{y,y + v)f(y + v)dvdy
o o

Modele stochastique

Les grandeurs g{y) et f(y) sont en fait des esperances mathematiques, condi-
tionnees par l'äge y de la mere, du nombre des naissances (respectivement
masculines et feminines) pendant la duree u. II en resulte que, pour chaque femme,

l'esperance mathematique du nombre de Alles auxquelles eile donnera naissance
dans le courant de sa vie entiere est 1 comme l'indique la formule dejä consideree:

p(0,0)/(0) + p{0,1)/(1) + + P(0, y)f(y) + • • 1

En travaillant ä partir des esperances mathematiques, nous nous sommes refere

jusqu'ici ä un point de vue deterministe.
Si l'on veut adopter un point de vue stochastique, on doit considerer que chaque
femme donne naissance, dans le courant de sa vie, ä un nombre K de Alles,
inconnu ex ante, de telle sorte que l'on a K k avec la probability m(k). Les
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conditions dans lesquelles nous nous sommes places entrainent que l'esperance
mathematique de K (qui est une variable aleatoire) est 1, soit E(K) 1.

Mais la probability m(0) qu'une femme ne donne naissance ä aucune autre femme

ne peut etre tenue pour nulle. En effet, une femme peut ne donner naissance qu'ä
des gargons ou n'avoir aucun enfant.

La probability m(0) n'etant pas nulle, il peut se faire que l'extinction des

generations successives se produise, eventuality qui est absente dans le modele
deterministe.

Notons grl(k) la probability que la ne generation de femmes compte k tetes. gn{0)
represente la probability que l'extinction se produise avant la (n+ l)e generation.
On peut poser:

9n+i (0) gn{o) + 9„(l)m(0) +5„(2)m(0)2 H h gn{k)rn{())k H

et

5n(0) (0) + [92(0) — 9l(0)] + ' ' ' + [.9n(0) — 9n-l(0)]

Comme gn(0) - qui est une probability - est bornee superieurement, les differences

9t(0) — 9j_i(0) forment une suite tendant vers 0 quand t tend vers l'infini.
En outre, on remarque que Ton a:

9n+i(0) - gn(0) ffn(l)m(0) H h gn(k)m(0)k +

Donnons-nous maintenant un nombre positif q aussi voisin de 0 que Ton voudra

et un entier positif Q aussi grand que Ton voudra. Pour n suffisamment grand, les

deux inegalites ci-dessous sont verifiees:

9„(l)m(0) H \-gn{Q)m(0)Q < q/2

gn(Q + l)m(0)Q+i + gn(Q + 2)m(0)Q+2 + < q/2

La premiere inegalite implique que la probability que la ne generation de femmes

compte un nombre de tetes > 1 et < Q tend vers 0.

Quant ä la probability que le nombre de tetes de la ne generation soit superieur
ä Q, eile peut ne pas devenir nulle, la seconde inegalite etant satisfaite en raison

des coefficients

m(0)Q+1,m(0)Q+2,
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Toutefois, cette situation implique que la ne generation devient infiniment grande

quand n tend vers l'infini; eile est done incompatible avec notre hypothese que
les esperances mathematiques du nombre de tetes de toutes les generations sont

egales. Done, dans notre modele, gn(k) tend vers 0 pour tout k superieur ou egal
ä 1.

II en resulte que gn{0) tend vers 1 pour n —> +oo. En d'autres termes, l'extinction
est certaine ä la limite.
On retrouve ici une situation qui n'est pas sans rappeller celle du joueur qui, ayant
au depart une fortune finie, engage une suite illimitee de parties d'un jeu equitable
et finit necessairement par se ruiner.

II n'en reste pas moins qu'il y a une certaine contradiction entre les conclusions
delivrees par le modele deterministe (qui ignore l'eventualite de l'extinction) et

Celles du modele stochastique (qui prevoit une extinction certaine ä la longue).
Ces contradictions sont moins genantes que cela pourrait le sembler ä premiere

vue. En effet le passage ä la limite 1 de la probability d'extinction est tres lent
si F est notable. Pour etre pris en consideration, ce passage ä la limite exige que
les conditions de mortalite et de natalite se maintiennent invariables sur une tres

longue periode. Or ces conditions n'offrent pas, dans les faits, une teile stabilite
si bien que Ton peut ignorer, dans le court et le moyen terme, l'eventualite de

l'extinction.

Exemple numerique

Prenons les donnees suivantes:

m(0) 0.4 m( 1) 0.2 m{2) 0.4 F 1

et calculons quelques gn(k). II vient:
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k 9\{k) .92 (fc) 93 (k) 94 (k)
0 0 0.4 0.544 0.627 1744
1 1 0.2 0.104 0.066 060 8

2 0.4 0.224 0.1466112
3 0.064 0.059 289 6

4 0.064 0.066 048 0
5 0.016 793 6

6 0.013 107 2

7 0.003 276 8

8 0.001 638 4

E(k) 1 1 1 1

La croissance de gn(0) est relativement rapide dans cet exemple en raison du fait

que l'on a donne ä F la plus petite valeur possible, soit F 1.

Michel Hort
Ecole de H.E.C.
Universite de Lausanne

1015 Lausanne
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Resume

L'auteur etudie les differents aspects du passage ä l'etat stationnaire d'une population sans mouvements

migratoires soumise ä des conditions invariables de natalite et de mortalite

Zusammenfassung

Der Autor untersucht verschiedene Aspekte der Konvergenz einer Bevölkerung zum Beharrungszustand

Dabei wird Ab- und Einwanderung ausgeschlossen, und Geburten- und Sterblichkeitsraten werden

als konstant vorausgesetzt

Summary

The author examines various aspects of the convergence of a population to the stationary or stable

state Migration is neglected, and the birth and mortality rates are assumed to be constant
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