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TaHomAs MULLER, Basel

Berechnung der Gesamtschadenverteilung nach dem
individuellen Modell

Einleitung

Zur Berechnung der Gesamtschadenverteilung eines Portefeuilles von n
Risiken nach dem individuellen Modell konnen verschiedene Verfahren
benutzt werden, z.B.:

- direkte Ausfithrung der einzelnen Faltungen;

- angendherte Berechnung nach Kornya [3] fiir ein Leben-Portefeuille,
von Hipp [2] auf beliebige Portefeuilles verallgemeinert;

- exakte Berechnung nach de Pril [5] fiir ein Leben-Portefeuille;

- exakte und angendherte Berechnung nach de Pril [6] fiir beliebige
Portefeuilles.

Die Niherungen konnen bei Erh6hung des Rechenaufwandes beliebig genau
durchgefiihrt werden. In dieser Arbeit wird ein Algorithmus zur exakten
Berechnung der Gesamtschadenverteilung hergeleitet, welcher demjenigen
von de Pril sehr dhnlich ist. Dadurch wird auch ein anderer Zugang zum
(exakten) Algorithmus von de Pril gewonnen und seine Verwandtschaft zur
angendherten Berechnung von Kornya aufgezeigt. Dariiber hinaus wird der
Algorithmus von de Pril auf allgemeinere Portefeuilles erweitert.

1 Die exakte Berechnung beim Leben-Portefeuilie

Wir betrachten ein Portefeuille von n unabhidngigen Lebensversicherungspoli-
cen, wobei die Versicherungssumme im Fall des Todes wahrend einer bestimm-
ten Zeitperiode fillig werde. Die Risikosumme der j-ten Police, j =1,..., n,
sei ein ganzzahliges Vielfaches T j eines geeignet gewdhlten Betrages und die
entsprechende Sterbewahrscheinlichkeit betrage g;. Die Wahrscheinlichkeits-
verteilung des j-ten Risikos habe demnach die Form:

=g, fir k=0,
g;(k) =14 g it k=T
0 sonst.
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Verwendet man die Dirac-Funktion J,, bei der die Wahrscheinlichkeitsmasse
1 auf i € R (bzw. Z oder N wie in den weiteren Betrachtungen) konzentriert
ist, so erlaubt g; die Darstellung:

] ] q;
gj=(—4q;)d+q;0r;=(1—4q) (00 * ﬁoﬁ}
J

Zur Vereinfachung der Notation wird 1—g; = p; gesetzt. Die Wahrscheinlich-
keitsverteilung des Gesamtschadens des Portefeuilles im individuellen Modell
g™ ergibt sich als Faltung der n einzelnen Wahrscheinlichkeitsverteilungen g e

j =1,...,n Bevor wir weiter auf die Berechnung von g™ eingehen, treffen
wir noch zwei Definitionen:

Sei M ein signiertes Mass auf einer diskreten Teilmenge von R und N ein
Mass auf einer diskreten Teilmenge A von IR mit ) _, N(x) < 1, wobei mit

M (x) bzw. N(x) das auf x € IR ausgewertete Mass bezeichnet wird, also die
Wahrscheinlichkeit von x. Dann werden die transformierten Masse Top(M)
und T, (dy + N) wie folgt definiert:

= 1
c‘(p Z E— 5 mit M,O = 60
k=0
und

k+1

Tiog(0g + N) = Z

Mit diesen Definitionen lassen sich Analogien zu den aus der Analysis
bekannten Beziehungen beweisen. (sieche Anhang, J, als neutrales Element
beziiglich Faltungen entspricht der 1 bei den entsprechenden Beziehungen
in der Analysis, in den Beweisen werden wesentlich die Analogien aus der
Analysis verwendet):

exp(Tlog(éo s N)) - OG + N (3-)
Texp(Ml + M2) - exp(M ) exp(MZ)' (b)
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Damit kann g™, die Wahrscheinlichkeitsverteilung im individuellen Modell,
folgendermassen dargestellt werden:

ind _ A 4
ghi= » g, = pj(5o+——5r-)
=171 j=1 p;

n 4q; .
= j:l pjTexp(Tlog (50 T p_jOTJ))

n q_j
pTcxp ( Z Tlog (50 + EéTj))

J=1

= PTexp( 2.2 Mch)
j=1 k=1
= pTop(M)

mit

n (¢ 0} n
p=11p Mj=3 My, M=3 My, M= M=) M
J=1 k=1 j=1 - -

*k k+1 k

(=D ! /g, {=1) q;\
M, = =0 = — v
Jik k p} Tj k p} ()I\vT_/

Als hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz der obigen Reihe des Loga-
rithmus geniigt qj/pj < 1, dih q; < 1/2 j=1,..., n Im folgenden wollen
wir positive Risikosummen T j > 0 voraussetzen. Die Konvergenzbedingung
kann in diesem Fall wegggelassen werden, da bei der Berechnung von g'™¢(x)
nur endlich viele Terme der obigen Reihen eingehen. Die Gesamtschaden-
verteilung lasst sich dann entsprechend dem Algorithmus von Panjer fir das
kollektive Modell rekursiv berechnen:

g™ (0) = p;

g™ (x) = 1 S kM@K -gMx—k)  fir x>0
X k=1

und

(P)

Der Beweis kann entsprechend der Herleitung des Panjer-Algorithmus fiir das
kollektive Modell nach [1] gefiihrt werden. (Dort wird

1 X
1M*S(x) == k- M(k) - MV (x — k)
S X r
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nachgewiesen: indem man die Gleichung durch (s — 1)! dividiert und dann
liber s summiert, erhdlt man (P).)

Der oben gegebene Algorithmus (P) unterscheidet sich nicht wesentlich vom
Algorithmus von de Pril [5] zur exakten Berechnung der Gesamtschadenver-
teilung bei einem Leben-Portefeuille mit positiven Risikosummen. Dies soll
kurz erlautert werden:

Im Algorithmus von de Pril werden Koeffizienten

k
. q; ) )
Apj=Tj ) (=D (P_j) =k-Tj) M(k-Tj)

J

definiert, wobei iiber alle Policen mit Risikosumme T j summiert wird. Dann
1st
, 1
M(x) = Z M (k-Tj)= 3 Z Atk
Tj-k=x Tj-k=x

und damit

g™(0) = - D M9 "=

— % 2"_-: z A g (x —g)

s=1n-k=s

x X/n

i Z Z A, g™ (x — nk).

n=1 k=1

Letztere Gleichung gibt den Algorithmus von de Pril. Dabei geniigt es, die

erste Summation bis zur grossten im Portefeuille vorkommenden Risikosumme
durchzufiihren.

2 Die exakte Berechnung bei allgemeineren Portefeuilles

Wir nehmen an, dass im Invaliditdtsfall wahrend der betrachteten Zeitperiode
ebenfalls eine Versicherungssumme féllig werde. Die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung des j-ten Risikos habe die Form:

1—g;—i;=:p; fir k=0,

q; fuir k=T]j,

i fir k=1j,
0 sonst.

g;(k) =
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Damit 1st
S i
g<=p~b+~—5-+—-5-).
j j( 0 pj T pj Ij

Entsprechend wie in 1. setzen wir g; +i; < p; voraus und erhalten die analoge
Darstellung fiir gind:

g™ = pT,,,(M)
mit
n (e o] n n (v o]
p=Ilp M=2 M=) M, M=3 My, M= M,
J=1 k=1 Jj=1 j=1 k=1

wie in 1. und

- (=D (qj iy )'k
M, = Lor i+ Lo ) .
J.k k P Tj p; Ij

Bei positiven Risikosummen Tj, Ij > 0 kann der Algorithmus (P) aus .
zur Berechnung von g™ angewendet werden. Allerdings kann die Berechnung
von M; und damit auch von M — besonders bei kleinen Risikosummen — recht
aufwendig sein, so dass gegeniiber der direkten Ausfiihrung der Faltungen nur
wenig gewonnen wird. Bei zumindest teilweise nicht zu kleinen Risikosummen
stellt das vorgeschlagene Verfahren allerdings eine Verbesserung dar. Wir
empfehlen zur expliziten Berechnung von M; folgendes Vorgehen:

Zuerst wird M;(x) fir x < Tj-1j berechnet:

i) M0 =0,
(i) Fira=0,...,Tj, b=0,...,1j, (a,b)#(0,0):

x=aTj+b-1j,
(_1)a+b (a+b) q?’il}

a+ b a pj:‘-i-b

Fir x > Tj-Ij kann M ;(x) rekursiv berechnet werden:

M;(x) = —((x—Tj) M;(x =T j)-q;+ (x— 1) - M;(x—1j) ;) (xp,) "' (*)
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Zum Beweis von (*) verwenden wir den Algorithmus (P) fir g

0=xg(x) = k- Mk g;x—k
k=1

=X M) py+ (x = T) My(x=Tj) g+ (x = 1)) My(x = 1) - i

3 Angeniiherte Berechnungen

In der Praxis geniigt im allgemeinen eine Niherung g™ der Gesamtschaden-
verteilung:

K
—gind _ pTexp(M ang)’ M™e — ZkM
k=1

Bei kleinen g; (bzw. g;+i;) konvergiert die Reihe >0, kM sehr schnell, so dass
der Abbruch der Reihe nach dem K-ten Summand (mit beispielsweise K = 3,4
oder 5) zu einer vollig geniigenden Genauigkeit fithrt. Diese Ndherung wurde
im wesentlichen von Kornya eingefiihrt. Allerdings wird beim Algorithmus
von Kornya eine andere Normierung vorgenommen, so dass sich die -
bei der Niherung eventuell auch negativen — “Wahrscheinlichkeiten” zu
I aufsummieren. Dazu wird das oben definierte p beim Lebenportefeuille
modifiziert:

pmp(K)=eXp(—ZZ : (i)>
k=1 j=1 Pj
Es gilt
n = | n =} n
. q; p;+4q;
im p(K)=Hexp(log (1+—’>) =H(u) =[[p;=0r
K-»xo =1 pj e pj P

Diec Ndherung wird um so besser, je kleiner g; bzw. g; +i; ist. Um den
Rechenaufwand zu reduzieren oder eine bessere Nidherung zu erhalten, kann
eine vom Risiko j abhidngige Anzahl Kj von Termen als Naherung von M
benutzt werden, d.h. M**¢ = 37| Yt M;,;, wobei K; um so grosser gewéhlt
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werden muss, je grosser g; bzw. g; +1; 1st (z.B. umgekehrt proportional zu
log qj_l bzw. zu log(qj + ij)“‘). Fiir den Fehler bei der Abschitzung soll eine
Grenze hergeleitet werden:

n
M st — Z Z Mj,k’ M = M a"e +Mres[’

j=1k>Kj
g™ = pT,,, (M) = pT, . (M — M™")
TexP( ) * Teyp (=M ™)
gt — g # (Toyp (=M ™) — &)
und schliesslich kann der Fehler abgeschatzt werden:
-
| @™ —g™)(x) | <max{g™)} - D | (Top (—M™) = 5)(0) |
—

< max{g™ (y)} - (exp (m) — 1)

—_—
=1 Kj+1 Pi—4;\P;

im Fall eines Lebensportefeuilles bzw. dem entsprechenden Ausdruck nach
Ersetzen von ¢; durch g; + i; beim allgemeineren Portefeuille. Zum Beweis
von (c) verweisen wir aui den Anhang. Fiir die kumulative Wahrscheinlich-
keitsverteilung kann der Fehler ebenfalls abgeschitzt werden:

mit

Gmd x) ngd
<x

Gmd x) Z~md
r<x

R(X) = D (T (=M™ — 50)(0)

t<x

Mit diesen Bezeichnungen gilt:

| G™ =G (%) [ =] D RO g™x—1)]

[=—00

< max{| R(y) |} - Z g™ ()

[=—00

(c)
<exp(m)—1
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(sieche wieder im Anhang (c)). Die Begrenzung des Niaherungsfehlers durch
exp (m) — 1 wird in [6] ebenfalls untersucht.

Zur expliziten Berechnung von g = pTe, (M%) kann bei positiven
Risikosummen der Panjer-Algorithmus (P) oder bei beliebigen Risikosummen
die Fast-Fourier-Transformation verwendet werden. Wir bezeichnen mit
FT(g) die Fourier-Transformierte einer Funktion g. Es gilt:

g = pFT™'FT Ty (M*8) L p FT ' exp (FT (M %)),

wobei exp(h) fiir eine Funktion h durch exp(h)(x) = exp(h(x)) definiert sei.
Der Beweis von (d) wird im Anhang gegeben.

4 Die Gesamtschadenverteilung im kollektiven Modell

Wir beschrinken uns im folgenden auf das in 1. beschriebene Leben-
Portefeuille. Beim Ubergang vom individuellen zum kollektiven Modell wird
die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Risikos j, g; = (1 —q;)dy + g0, durch
die folgende Verteilung ersetzt:

g_(;()} = CXP qj) Z Tj = exp qj) c(p(qj(STj)'

Die Gesamtschadenverteilung im kollektiven Modell erlaubt dann die Dar-
stellung:

coll _ 3 ,coll

g] = j: exp (—qj) Te\p(qj(s'fj)
= exp(=) Ty (Z q; TJ)

mit A= 3", q;.

g

Thomas Miiller

Basler Lebens-Versicherungs-
Gesellschaft

Aeschengraben 21

4002 Basel
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Anhang

Beweis von (a)

. (__1)k+l »
Torp (TG + N)() = T (Z =)

(*) wegen der absoluten Konvergenz kann die Reihenfolge der Summation
vertauscht werden.

Beweis von (b)

ve]

1
Top (M + My)(x) = 3 15 (M, + My) *(x)
k=0
2 i & Ik .
=Z——Z(.)(M T v M) (x
k=0k'j=0 J
o'e] k o0
g PIP) (')Mf“ M =0
k=0 " j=0t=—c0

e |

exp (M exp(MZ)
Beweis von (c¢)
- res - - 1 Ies *
2 Tegl =M™ = 8000 sz— (M) (0) |
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wegen

S M =3 S M k- T))|

[=—00 =1 k>Kj

<i 1 (Q)Kj+l( _ﬂ)_l__m
=LK1y, p) T

=1

Beweis von (d)

Fiur eine Potenzreihe P,
i .
P(x) = Z ax'
i=0
werde die Transformation T,(M) eines Masses M durch
«Q
T,(M)=> a,M"
=0
definiert. Dann gilt:
o0
FT T,(M) = FT( ¥ aiM")
i=0

FT(M™)

I

a.

i

M LM

(FT(M))'

a;

i=0
(FT (M)).
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Zusammenfassung

Die Arbeit zeigt Zusammenhidnge zwischen verschiedenen Algorithmen zur Berechnung der
Gesamtschadenverteilung im individuellen und im kollektiven Modell auf ( Panjer, Kornya, de
Pril). Damit eroffnet sich ein im wesentlichen auf Potenzreihenentwicklungen der Exponential-
und der Logarithmusfunktion beruhender Zugang zu den Algorithmen fir die angeniherte

und exakte Berechnung im individuellen Modell. Fiir die angendherte Berechnung wird eine
Fehlerabschiatzung gegeben.

Résume

Larticle presente des connexions entre différents algorithmes (Panjer, Kornya, de Pril) pour le
calcul de la répartition de la charge des sinistres dans le modeéle individuel et collectif. Une
autre approche s’ouvre donc pour les calculs approximatif et exact dans le modele individuel.
Cette approche dépend essentiellement du développement en series de puissance des fonctions

exponentielles et logarithmiques. Pour le calcul approximatif, une estimation de lerreur est
deduite.

Summary

The present work shows connections between different algorithms ( Panjer, Kornya, de Pril) for
the calculation of the aggregate claims distribution in the individual and collective model. This
is a new approach to the approximate and exact calculation in the individual model, one which
depends essentially on power series expansions of the exponential and logarithmic functions. For
approximate calculation an error estimation is derived.
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