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WOLFGANG E1CcHHORN, Karlsruhe und ARTHUR VOGT, Bern

Gemeinsames beil der Messung von Ungleichheit, Streuung,
Risiko und Information:

1. Einleitung

In der Wissenschaft konnen zwei Richtungen unterschieden werden, einerseits
das Immer-weiter-Treiben der Spezialisierung in immer feinere Verédstelungen,
andererseits das Entdecken von Zusammenhidngen zwischen verschiedenen
Gebieten. Koestler (1967) nennt die erste “arboration” (Verzweigung) und die
zweite “reticulation” (Vernetzung).

Beim Entdecken von Zusammenhidngen sind wiederum zwei Spielarten
denkbar. Einerseits konnen Methoden eines Gebietes im “Neuland” eines
anderen Gebietes verwendet werden, womit eine Doppelarbeit vermieden wird.
Als kleines Beispiel sei die Ubertragung der Methoden der Preismessung auf
die Morbidititsmessung genannt (Vogt, 1986). Anderseits konnen aber auch
beide Gebiete bereits unabhiangig voneinander untersucht worden sein, und
nachtriglich kann eine formale Analogie der beiden verwendeten Methoden
festgesetellt werden. Als prominentes Beispiel hierzu nennt unser Jubilar in
seiner Antrittsrede (Biihlmann, 1964) die mathematische Statistik, die sich
aus der Verbindung der (deduktiven) Wahrscheinlichkeitsrechnung mit der
(induktiven) Statistik ergibt:

Als mathematische Statistik bezeichnen wir heute jene Wissenschaft, die
zwischen Beobachtungsgrossen einerseits und erkldrenden gedanklichen
Modellen anderseits die Briicke objektiven Schliessens schlidgt .... Wann
ist aber diese Querverbindung zum ersten Mal von einem Mathematiker
erkannt worden? Diese entscheidende erkenntnistheoretische Tat darf
sicher als die Geburtsstunde der mathematischen Statistik gewiirdigt
werden ... Der Mathematiker, der den genialen Briickenschlag vollzog:
Jakob Bernoulli; das Buch, welches die Querverbindung zwischen
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik herstellt: “Ars conjectandi”.

* Ein besonderer Dank gebiihrt den Herren Peter Bader vom Bundesamt fiir Privatversiche-
rungswesen, Bern, und Hugo Huber von der Krankenkasse KKB, Bern, fiir die Berechnung
der im folgenden behandelten Masszahlen der Lebens- bzw. Krankenversicherung. Wir dan-
ken auch dem Bundesamt fiir Sozialversicherung, Bern, fiir die Bereitstellung von Daten zur
AHV-Einkommensstatistik.

Mitteilungen der Schweiz. Vereinigung der Versicherungsmathematiker, Heft 1/1990
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Die vorliegende Arbeit ist vorwiegend der letztgenannten Spielart zuzuordnen.
Sie befasst sich mit den vier Begriffen Ungleichheit, Streuung, Risiko und
Information und deren Vernetzung, und zwar von einem messtheoretischen
Standpunkt aus. Zur Frage des Messens innerhalb der vier betrachteten
Problemkreise gibt es eine Fiille von Literatur. Dabei geht es fast immer nur
um genau einen der vier Begriffe. Eine Zusammenschau folgt in Abschnitt 2,
dem theoretischen Teil. Unser Ziel ist es zu zeigen, dass die Probleme und
Methoden des Vergleichens und Messens, wie sie im Kontext der Begriffe

(1)  Ungleichheit (Beispiel: Vergleich von Einkommensverteilungen in der
Wirtschaftswissenschaft),

(2)  Streuung (Beispiel: Vergleich von Verteilungen in der Statistik),

(3)  Risiko (Beispiel: Vergleich von Lotterien) und

(4) Information (Beispiel: Vergleich von Informationsstrukturen in der
Informationstheorie).

auftreten, eine nahezu identische Struktur besitzen. Was das Vergleichen
anbelangt, stiitzen wir uns auf eine unveroffentlichte Vortragsunterlage
(Nermuth, 1988).

Elementare Vergleichskriterien fithren in den betrachteten Mengen zu keiner
vollstandigen Ordnung. Mit anderen Worten: Nicht fir jedes Paar von
Elementen aus einer solchen Menge M ist aufgrund dieser Kriterien
entscheidbar, welches der beiden Elemente vor dem anderen anzuordnen
ist.

Dieses Dilemma kann behoben werden, und zwar durch die Einfiihrung
sogenannter Masse

F : M — R (R = Menge der reellen Zahlen),

die neben einer Reihe zweckmassiger Eigenschaften vor allem die folgende
Eigenschaft haben: Dominiert von zwei Elementen x und y aus M nach den
oben angesprochenen Vergleichskriterien das Element y das Element x streng
(oder schwach), so gilt

F(x) (5) F(y).

Als Beispiel aus einem anderen Zusammenhang seien dazu Preisindices
genannt. Wenn alle Preise in der Situation 0 kleiner sind als in der Situation 1,
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so sind die Lebenshaltungskosten in der Situation 0 offensichtlich geringer als
in der Situation 1. Wenn die Preise nur eines Teiles der Giiter in der Situation
0 und die der iibrigen Giiter in der Situation 1 niedriger sind, ist ein Vergleich
nicht ohne weiteres moglich. Dann werden Preisindices eingefiihrt; vergleiche
etwa Eichhorn (1976), Eichhorn/Voeller (1976), Vogt (1979). Ein Preisindex ist
ein Mass, das eine Reihe naheliegender Bedingungen erfiillt und insbesondere
fiir je zwei Preissituationen zu entscheiden erlaubt, welche die “teurere” bzw.
die “billigere” ist.

Bei der Beschiftigung mit Eigenschaften derartiger Masse ist eine “ars
metiendi” gefragt, oder — modern ausgedriickt — eine axiomatische Fundierung.
Der Abschnitt 3 ist praxisbezogen. Unter Okonomen ist die Messung
der Ungleichheit, etwa einer Einkommensverteilung, wohlbekannt. Dabei
werden Ungleichheiten z. B. mit der Lorenzkurve dargestellt und mit dem
Gini-Ungleichheitsmass gemessen. Mathematiker sprechen dagegen eher
von “Streuung”, die in der Form der relativen Streuung z.B. mit dem
Variationskoeflizienten gemessen wird.

2. Ars metiendi
2.1  Ungleichheit

Es sei R, die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen und R’ das n-fache
karthesische Produkt solcher Mengen. Gegeben seien zwei Einkommensver-
teilungen

x=(x,...,x,) €R} und y=(y,...,y,) €R}
mit
x1+"'+xn=J’1+"‘+J’n-

Die Verteilung x heisst weniger ungleich als die Verteilung y, wenn x durch
eine endliche Folge von Transfers der folgenden Art aus y kompensiert
werden kann: Eines der Einkommen in y, sagen wir y,, wird auf y; reduziert,
vi =y, —z; (y; = z; = 0). Gleichzeitig wird ein anderes Einkommen um den
Betrag z; erhoht. Das so erhohte Einkommen darf dabei nicht grosser als y,
sein.
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Diese Definition ist gleichbedeutend — vgl. etwa Marshall/Olkin (1979) — mit:
Es existiert eine bistochastische Matrix B, das heisst eine Matrix mit
nichtnegativen Elementen und Summe der Elemente jeder Zeile gleich 1 sowie
Summe der Elemente jeder Spalte gleich 1, derart dass

x = By. (2.1.1)

Anmerkung: Wenn hier und im folgenden ein Vektor rechts neben einer
Matrix oder einem Vektor steht, ist er als ein Spaltenvektor aufzufassen.

Die hier durch “weniger ungleich” eingefiihrte Vergleichsmoglichkeit zwischen
zwei Einkommensverteilungen hat mehrere Mangel, die fiir die praktischen
Anwendungen gravierend sind:

(1)  Es gibt Einkommensverteilungen x = (x,,...,x,) und y = (y,...,y,)
mit x, +---+x, =y, + - +,, die beziiglich “weniger ungleich™ nicht
miteinander verglichen werden konnen. Selbst fir solche Vektoren liegt
also keine vollstdndige, sondern nur eine partielle Ordnung vor (Beispiel
fir n = 3: Weder (2,4,8) ist weniger ungleich als (1,6,7) noch gilt das
Umgekehrte).

(2) Zwei Einkommensverteilungen x und y mit x, +--+x, #y, + -+,
sind beziiglich “weniger ungleich” nicht vergleichbar.

(3) Ist x = (x,...,x,) und y = (y,...,),) mit n # m, so gibt es
beziiglich “weniger ungleich” keine Vergleichsmoglichkeit fiir die beiden
Einkommensverteilungen x und y.

Um diese Mingel zu beheben, fiihrt man sogenannte Ungleichheitsmasse ein.
Ein Ungleichheitsmass ist eine Funktionenfolge

F,: R} — R (2.1.2)
mit den folgenden Eigenschaften (2.1.3), (2.1.4):
F,(By) < F,(y) (2.1.3)

fiir alle natiirlichen n > 2 und alle y € R} und alle bistochastischen
Matrizen B,

F,(By) < F,(y) (2.1.4)
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genau dann, wenn die Komponenten des Vektors By keine Permutation
der Komponenten des Vektors y sind.

Eine Funktion (2.1.2) mit (2.1.3) heisst Schur-konvex, eine mit (2.1.3) und
(2.1.4) heisst streng Schur-konvex. Offenbar hat ein solches Ungleichheitsmass
die folgenden Eigenschaften:

(a)

(b)

Es hat keine der Mingel (1), (2), (3).

Ist x weniger ungleich als y im Sinne der Definition (2.1.1), dann wegen
(2.1.3), (2.1.4) auch bezuglich des Ungleichheitsmasses F,. (Wegen der
Eigenschaften der Matrizen B sind die extremen Komponenten des
Vektors x = By nidher oder gleich weit voneinander entfernt als die des
Vektors y.)

Es ist symmetrisch; das folgt aus der Tatsache, dass die Permutations-
matrizen eine Teilmenge der bistochastischen Matrizen sind.

Es hat die Mittelwerteigenschaft

F"(a"" ’a) an(y]"" ’yn) SFn(Oa"'an] +'+yﬂ)

fira=(y,+--+y,)/n bzw.

Fn(aa'~- ,a) <F,,(y1,...,yn) <Fn(0’ ,O,yl ++y")

Har (s s ¥5) 75 @ s+ 5 8)
und (yy,...,y,) # Permutation von (0,...,0,y, +---+y,)

Oft werden die Forderungen (2.1.3), (2.1.4) an ein Ungleichheitsmass noch
erganzt durch

Normierung
F. (b,...,b)=0 (2.1.5)

fir alle n > 2 und alle b € R,
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und

= Extensibilitat:
Foyse- s ¥0) £ Fp 01559, 0) (2.1.6)
fiir alle n > 2 und alle (y,,...,y,) € R};

vgl. etwa Eichhorn/Gehrig (1982). Da aber in der einschligigen Literatur
spezielle Ungleichheitsmasse vorgeschlagen werden, die (2.1.5) und (2.1.6)
nicht erfiillen, nehmen wir diese Forderungen nicht in die Definition eines
Ungleichheitsmasses auf.

Welches spezielle Ungleichheitsmass man fiir praktische Anwendungen
verwendet, hiangt vom Zweck ab, den man mit der Messung verbindet. Dieser
Zweck driickt sich in weiteren Forderungen (neben (2.1.3), (2.1.4)) an das Mass
F, aus mit dem Ziel, durch (2.1.3) und (2.1.4) und die weiteren Forderungen
genau ein spezielles Ungleichheitsmass zu charakterisieren.
Charakterisierungen von Massen wie des

- Gini-Ungleichheitsmasses

Go(Vps-- 5 V) = ZZIy,—y, 2.1.7)

lljl

und der

— Normierten Varianz
1
VoY) = — Z (y; — a)? (2.1.8)

und anderer spezieller Ungleichheitsmasse finden sich in der einschlagigen
Literatur.

Wegen a = (y, + -+ y,)/n gelten

Galitiyssss s 09;) = G (Fyers » Vi)
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und

Valty 1o s 19,) = Voioe 21

fir alle 4 > O und alle (y,...,y,) € R}.

Ungleichheitsmasse F, mit
F,(uy) = F,() (2.1.9)
fiir alle 4 > O und alle y € R}

heissen relative oder (vom Grade 0) homogene Ungleichheitsmasse.

2.2 Streuung

Sei X ein Banachraum. Wir schreiben
u=(U,...,u,) ERY, uy+---+u, =1, x=(xp,...,x,), x; € X (22.1)

und bezeichnen mit (u,x) die Verteilung, die dem Punkt x, € X die
Wahrscheinlichkeit 4, > 0 zuordnet (i = 1,...,n). Analog sei (v,y) eine
Verteilung, die dem Punkt y, die Wahrscheinlichkeit v; zuordnet (j =
1,...,m). Es gelte

X+t x, =yt (2.2.2)

Eine Verteilung (u, x) streut weniger als eine Verteilung (v, y), wenn

n m

> uf(x) <D v () (2.2.3)

i=1 j=1

fiir alle konvexen Funktionen f : X — R.
Diese Definition ist dquivalent — siche etwa Bourgin (1983) — zu der folgenden:

(u, x) streut weniger als (v,y), wenn eine zeilenstochastische Matrix B, das
heisst eine Matrix mit nichtnegativen Elementen und Summe der Elemente
jeder Zeile gleich 1, existiert derart, dass

v=uB und x = By. (2.2.4)
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Die beiden betrachteten Verteilungen haben wegen ux = uBy = vy
den gleichen Mittelwert. Der Spezialfall

1 1 : :
n=1m RB=p= (;, ;) (B also bistochastisch), X = R

stellt gerade die in Abschnitt 2.1 behandelte Situation dar.

Es liegt nahe, analog wie in 2.1 unter einem Streuungsmass eine Funktionen-
folge

Foy I Ry WM A" =R, {2:2.9)
mit den folgenden Eigenschaften (2.2.6) und (2.2.7) zu verstehen:

F,,(u,By) < F,, (uB,y) (2.2.6)

fir alle n > 2, m > 2 sowie fiir alle u € R}, y € X" und alle
zeilenstochastischen nxm-Matrizen B,

Fy,(pu, x) = F5, (4, x) (2.2.7)

fir alle g > 0 und alle u € R}, x € X".
Eigenschaft (2.2.7) ist wegen der Interpretation der Komponenten u,,... ,u
von u € R’ als Wahrscheinlichkeiten erforderlich:

n

u
F{————, = F, (u,Xx).

Bei den Streuungsmassen handelt es sich offenbar um eine spezielle Klasse
beziiglich y € X" Schur-konvexer und beziiglich u € R} Schur-konkaver
Funktionen. Dies geht aus (2.2.6) im Falle m = n hervor, wobei zu beachten ist,
dass die Menge der zeilenstochastischen nxn-Matrizen die der bistochastischen
enthdlt.

2.3 Risiko
Wir interpretieren die Komponenten des Vektors

y = (y["" ’yn) € R:—
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als die Preise einer Lotterie. Diese Lotterie ist durch die Eintrittswahrschein-
lichkeiten

(e Yy =S Ry, w45 dar, =1,

der Preise charakterisiert. Zwei beliebige Lotterien mit beliebigen Preisvek-
toren konnen durch Zulassen von Nullwahrscheinlichkeiten stets zu zwei
Lotterien u € R} und v € R} mit gleichem Preisvektor y € R gemacht
werden.

Die Lotterie (u, y) heisst weniger riskant als die Lotterie (v, y) wenn

D wU(y) = Z v, U(y,) (2.3.1)
i=1

i=1

fiir alle konkaven Funktionen U : R, — R

gilt. Mit (2.3.1) werden die Erwartungswerte der (Nutzen)funktion U beziiglich
der Verteilungen u und v verglichen.

Diese Definition ist dquivalent — sieche etwa Mosler (1982) — zu:

Die Lotterie (u,y) heisst weniger riskant als die Lotterie (v,y), wenn eine
zeilenstochastische Matrix B existiert derart, dass

v=uB und y = By.
Diese Lotterien haben den gleichen Erwartungswert, denn
vy = uBy = uy.

Analog wie in 2.1 und 2.2 definieren wir als Risikomass einer Lotterie (u, y)
eine Funktionenfolge

F, : R —R (2.3.2)
mit den Eigenschaften (2.3.3) und (2.3.4):
F,,(u,By) < F,,(uB,y) {2.3.3)

fir alle n > 2 und alle u € R’ sowie fiir alle y und alle zeilenstoachasti-
schen Matrizen B mit By = y,



62

Fou(uu, y) = Fy,(u, y) (2.3.4)

fiir alle n > 2 sowie fiir alle x> 0 und alle u € R, y € R

24 Information

Jetzt set XCR? die Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einem
endlichen Zustandsraum €. Die Informationsstruktur (u,x) gibt mit Wahr-
scheinlichkeit u; das Signal i, und in diesem Fall ist dann

X = (X5 Xg)

die a-posteriori Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Q. Mit anderen Worten
ist u;, die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit, dass der Zustand k eintritt,
vorausgesetzt, das Signal i wurde beobachtet.

Ferner sei 4 eine endliche Menge moglicher Aktionen und g : AxQ — R eine
von Neumann-Morgenstern-Nutzenfunktion. Gegeben ein Signal i, wihlt der
Akteur eine Aktion a, die seinen erwarteten Nutzen maximiert. Wir schreiben

q
h(x;) : =max ; xg(a, k). 2.4.1)

Die Funktion h : X — R ist konvex fiir jedes g.

Der Wert der Informationsstruktur (u, x) bei der Nutzenfunktion g ist definiert
durch

W(u,x,g) i= > uh(x) (2.4.2)
i=1

Eine Informationsstruktur (v, y) heisst informativer als eine Informationsstruk-
tur (u, x), wenn gilt:

Wu,x,g) < W(v,y,g) fir alle Nutzenfunktionen g. (2.4.3)
Satz (Blackwell): Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

(v,y) ist informativer als (u, x), (2.44)

(u,x) streut im Sinne von (2.2.4) weniger als (v, y). (2.4.5)
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Man beachte, dass die starker streuende Struktur informativer ist. Wo gar
keine Streuung ist, ist iiberhaupt keine Information (maximale Entropie,
Wirmetod).

Als einschldgige Literatur zu diesem Thema seien die Arbeiten von Blackwell
(1953), Blackwell/Girshick (1954) und Nermuth (1982) genannt.

Informationsmasse sind mathematisch-statistisch gesehen offenbar nichts
anderes als Streuungsmasse, wie sie in Abschnitt 2.2 behandelt wurden. Zur
Charakterisierung von speziellen Informationsmassen in einem etwas weniger
allgemeinen Zusammenhang siehe Aczél/Dardczy (1975).

3. Anwendungen in der Versicherungsmathematik

3.1  Das Gini-Ungleichheitmass

Das bekannteste Mass, um die “Ungleichheit einer Verteilung” zu messen,
beruht auf der Lorenzkurve. Lorenz hat 1905 diese Kurve eingefiihrt, um
zu beurteilen, in welchem von zwei Landern die Einkommen gleichmissiger
verteilt sind oder ob in einem Land mit der Zeit die Verteilung gleichméssiger
wird oder nicht (Dagum, 1983b, 1987). Bei dieser Kurve gibt die Abszisse
den Anteil der drmsten Personen an der Gesamtbevolkerung an, deren Anteil
am gesamten Einkommen der Ordinate entspricht. Die Lorenzkurve ist vor
allem beliebt, um Einkommens- und Vermogenskonzentrationen zu beurteilen.
Wir glauben jedoch, dass sie aligemein bei extensiven Zufallsgrossen, die
man addieren kann, sinnvoll ist (z. B. nicht bei der Temperatur, die eine
intensive Grosse ist). Wir wollen die Lorenzkurve und das daraus abgeleitete
Gini-Ungleichheitsmass im folgenden in drei Gebieten anwenden. Wir wollen
untersuchen, wie ungleich

- die Lebensdauer der Individuen gemaiss verschiedenen Sterbetafeln
verteilt sind,

- die Krankheitskosten auf die verschiedenen sie verursachenden Personen
verteilt sind und

— die Einkommen gemidss AHV-Lohnstatistik verteilt sind.
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Im Jahre 1914 hat Gint das nach ihm benannte Ungleichheitsmass (Gini-
Index, Gini-Koeflizient, Gini-Ungleichheitsmass)
1

G=1—2fL(F)dF (3.1.1)

0
eingefithrt (Dagum 1983b), das dem doppelten Flicheninhalt zwischen der
45°-Geraden L = F und der Lorenzkurve L(F) entspricht. G ist 0 bei absolut
gleichmassiger Verteilung und 1 wenn z. B. das gesamte Vermdgen einem

einzelnen gehort. Es ldsst sich iibrigens beweisen, dass die Formeln (3.1.1) und
(2.1.7) dquivalent sind.

L, =1
/ Gini - Ungleichheitsmass G
/ = 2 x schraffierte Flache
Li //;74 /////
L,=0
F, =0 F. F =1

Bei sich nicht schneidenden Lorenzkurven kann man unmittelbar eine Aussage
machen, wie sie nach Ungleichheit anzuordnen sind. Wenn sie sich jedoch
schneiden, ist man auf ein Mass angewiesen, beispielsweise auf das obige
Gini-Ungleichheitsmass.

Formel (3.1.1) gilt sowohl fiir stetige wie auch fur diskrete Verteilungen. In
der Praxis hat man meist geschichtete Daten, d.h. zum Beispiel Einkom-
menskiassen von O bis 999 Franken, von 1000 bis 1999 Franken usw. Mit
der Trapezregel erhdlt man aus (3.1.1) die entsprechende Formel fur derart
geschichtete Daten (mit Fy =L, =0, F, =L, = 1):

- L.+ L
G=1-2) (F—F_,)—/—=L, 3.12
JF=E (312
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Wir wollen (3.1.2) zundchst in der Lebensversicherung anwenden. Fur die
Bezeichnungen siche man etwa Gerber (1986, S. 114 ff.). Die F, geben da
den Anteil der Personen an der Gesamtbevolkerung an, die vor dem Alter i
sterben (in diesem Fall n = w + 1):

i—1 i—1
| - szO d,\' _ Z.t:O(lx B [x-H) - 10 _ Ii (3.1.3)

a Z,C\L'):O dx B Z.r::o(lx - lx-H) B IO

und die L, geben den Anteil dieses Bevolkerungsanteils an der gesamten
Lebenszeit der Gesamtbevolkerung an, also

L Y+ 1/2d,  Ylox+1/2)0, — Ly

. = . 3.14
T+ 1/2d, Yt 1720, — ) (3-14)

Setzen wir (3.1.3) und (3.14) in (3.1.2) ein, so ergibt sich das Gini-
Ungleichheitsmass

G=1-2% (di—l Yilolx +1/2)d, + _—U_lzﬂ‘)d"") (3.1.5)
&\, SO (x+ 1/2)d, -
w i—1
2 (i+1 /2)(1)
Sy Seep—— d, x +1/2)d, + ———=1 1(3.1.6)
lo 2w olx+1/2)d, Zo: (;,( (A, x

In der Tabelle im Anhang finden sich die numerischen Werte von G fir
verschiedene Sterbetafeln. Es zeigt sich unter anderem, dass die Lebensdauern
von Frauen gleichméssiger verteilt sind als die von Ménnern und dass bei
beiden Geschlechtern die Lebensdauern sich mit der Zeit gleichmassiger
verteiien.

Bei der Anwendung in der Krankenversicherung gehen wir direkt von Formel
(3.1.2) aus. Die F; geben dabei den Anteil der erkrankten Personen an,
die Kosten der Klasse i oder weniger verursachen und die L; den Anteil
an den Gesamtkosten, den dieser Personenanteil verursacht. Wir haben
zur graphischen Darstellung der Lorenzkurve auf der ndchsten Seite das
Beispiel der Krankenversicherung gewdhlt, da hier — in den Worten eines
Journalisten, allerdings im Zusammenhang mit der Vermogensverteilung in der
Bundesrepublik Deutschland — “der weite Bogen um die Gerechtigkeit”(vgl.
“Die Zeit”, 3.11.1978) am ldangsten ist. Es sind die Lorenzkurven fir die
Heilungskosten (ohne Zusatzversicherung) pro Versicherten der Krankenkasse
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KKB fur das Rechnungsjahr 1988 aufgezeichnet. In der Tabelle im Anhang
sind die Werte des Gini-Ungleichheitsmasses angegeben, je fiir Minner
und Frauen separat. Es zeigt sich, dass die Krankheitskosten der Frauen
leicht gleichmassiger verteilt sind als die der Mianner. Da diese Kurven in
fritheren Jahren praktisch gleich verlaufen, haben wir sie nicht angegeben.
Die Versicherten, die gar keine Kosten verursachen, sind nicht einbezogen.
Falls man das auch tut, verlauft die Lorenzkurve zuerst horizontal bis zur
Quote der Versicherten mit Kosten Null.

In Kunz (1988) sind die Lorenzkurven der Einkommen gemdss AHV-
Lohnstatistik fiir die Jahre 1953, 1968 und 1985 angegeben. Es zeigt sich,
dass diese Vertellungen mit der Zeit gleichméssiger wurden. Die entsprechen-
den Werte des Gini-Ungleichheitsmasses finden sich in der Anhangtabelle.
— Insgesamt zeigt sich: Am gleichmaissigsten sind die Lebensdauern verteilt,
dann kommen die Einkommen und am ungleichmissigsten sind die Krank-
heitskosten verteilt.

In diesem Zusammenhang ist auf das Phdnomen eines Trends aufmerksam
zu machen, den man unter Umstinden eliminieren mochte. Liithi (1981)
weist im Kapitel “Dynamische Ungleichheitsmessung” darauf hin, dass
wegen der Anderung des Einkommens oder des Vermogens der Individuen
innerhalb des Lebenszyklus die statische Ungleichheitsmessung nicht nur
durch die Differenzen zwischen den Individuen, sondern auch durch die
Altersverteilung bestimmt wird. Mochte man nur die Differenzen zwischen
den Individuen erfassen, so muss der Einfluss der Altersstruktur der
Bevolkerung eliminiert werden. Als Losungsmoglichkeit dazu nennt Liithi
(1981) die Neutralisierung der Altersstruktur dadurch, dass aus nach
dem Alter geschichteten Daten mit Hilfe des Gini-Ungleichheitsmasses
die Ungieichheit infolge unterschiediichen Alters geschatzt wird. Die so
entstandene Lorenzkurve infolge unterschiedlichen Alters wird nun als
neue Referenzkurve fur Gleichheit benutzt (anstelle der 45-Grad-Linie):
Gleichheit besteht dann, wenn alle Individuen iiber den Lebenszyklus hinweg
dieselben Einkommens- oder Vermdogensprofile aufweisen. Damit ergibt sich
aus der Differenz zwischen dem gebrduchlichen Gini-Mass und dem Gini-
Mass infolge unterschiedlichen Alters ein neues Ungleichheitsmass. — Fiir
den Fall der Stromgrosse “Einkommen”, konnte man auch den Endwert
der Einkommen iiber den Lebenszyklus mit dem gebrduchlichen Gini-
Ungleichheitsmass untersuchen. Dann braucht man zur “Gleichheit” nicht
gleiche Einkommensprofile; wer in jungen Jahren viel verdient und spater
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wenig, ware dann ‘“gleich gut gestellt” wie jemand, dem es umgekehrt
ergeht (was wohl nicht den psychologischen Sachverhalt wiedergibt). — Die
Eliminierung eines Trends wire bei den Krankheitskosten iibrigens noch viel
wichtiger, da die Krankheitskosten mit dem Alter leider noch mehr zunehmen
als die Einkommen. Die Autoren sind uiberzeugt, dass hier noch interessante
Resultate zu finden sind.

3.2 Die Messung der relativen Streuung

Es liege ein System verschiedener, aber vergleichbarer Grossen vor. Ist dieses
fiir Okonomen von Relevanz und wollen sie die Unterschiede messen, so
sprechen sie von “Ungleichheits-Messung”. Im Unterschied dazu sprechen
mathematische Statistiker und Physiker eher von “Streuung”. Beidemale ist
dasselbe gemeint. Oder was ist der Unterschied zwischen den beiden Aussagen:

Die Einkommen sind stark ungleich verteilt
und
Die Einkommen streuen stark ?

Neben dem Gini-Ungleichheitsmass (3.1.1) konnte man ein relatives, von der
Geldeinheit unabhingiges Streuungsmass, z. B. den Variationskoeffizienten

VK = Standardabweichung (32.1)
Erwartungswert
verwenden. Mit der Lebenserwartung eines Neugeborenen, niamlich
ey 1/2
o 220 B+ 1D (3.2.2)

Iy

lautet das in der Sprache der Sterbetafeln

1 | < 1 *d |
VK = — Z (x + - - eo) ==, (3.2.3)
eg\ 2

x=0

Bei ¢, handelt es sich tibrigens um ein sogenanntes Lagemass der Sterbetafel.
Mit dem Gini-Ungleichheitsmass (3.1.1) und dem Variationskoeffizienten



69

haben wir nun auch Dispersionsmasse dafiir. Beim Vergleich der Resultate des
Variationskoeffizienten mit denjenigen des Gini-Ungleichheitsmasses, das bei
extremer Ungleichverteilung den Wert 1 annimmt, ist zu beriicksichtigen, dass
(3.2.3) fur extreme Streuung den Wert y/n annimmt. Dies ist aber auch die
einzige der sieben Eigenschaften, die Dagum (1983a) bei Ungleichheitsmassen
betrachtet, in denen sich diese beiden Masse unterscheiden. Piesch (1975)
schlagt vor, Ungleichheitsmasse, die nicht “normalisiert” sind, d. h. nicht den
Wert O fiir Gleichverteilung und den Wert 1 fiir extreme Ungleichverteilung
haben, durch eine lineare Transformation zu “normalisieren”. Normalisiert
man den Variationskoeffizienten in diesem Sinn, so erhilt man die Wurzel der
normierten Varianz gemass (2.1.8).

Es ergibt sich aus der Tabelle, dass die Reihenfolge “im Grossen” bei den drei
Anwendungen Lebensdauern, Einkommen und Krankheitskosten beziiglich
beider Masse gleich ist. Das ist aber nicht notwendig. Verschiedene Masse
haben neben gemeinsamen auch abweichende Eigenschaften. Insbesondere
das Gini-Ungleichheitsmass und der Variationskoeffizient weisen neben den
obgenannten sechs gemeinsamen Eigenschaften auch Unterschiede auf. Bei
den Datenkonstellationen innerhalb der drei betrachteten Anwendungsgebiete
fihrt dies zu Inversionen der Reihenfolge nach dem Gini-Ungleichheitsmass
und dem Variationskoeffizienten.

Wolfgang Eichhorn Arthur Vogt

Institut fur Wirtschaftstheorie Bundesamt fiir

und Operations Research Privatversicherungswesen
Universitdt Karlsruhe 3003 Bern

D -7500 Karlsruhe 1
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Anhang: Numerische Illustrationen

a) Uberlebensordnungen

Rentnertafeln Einzelversicherung

1990 1980 1970 1953
Ménner
Gini-Mass G 0,1458 0,1476 0,1556 0,1621
Variationskeeffizient VK 0,1874 0,1890 0,2072 0,2188
Lebenserwartung e, 81,281 78,554 76,130 72,952
Frauen
Gini-Mass G 0,1361 0,1418 0,1503 0,1461
Variationskeeffizient VK 0,1502 0,1643 0,1887 0,1784
Lebenserwartung ¢, 86,608 82,907 80,044 77,321

Gruppenversicherungstafeln
GKM/F80 GRM/F80 GKM/F70 GRM/F70

Mainner
Gini-Mass G 0,1627 0,1582 0,1663 0,1619
Variationskoeffizient V K 0,2218 0,2143 0,2293 0,2187
Lebenserwartung e, 71,611 76,053 70,614 74,046
Frauen
Gini-Mass G 0,1573 0,1481 0,1622 0,1536
Variationskoeffizient V' K 0,2163 0,1865 0,2250 0,1985
Lebenserwartung €, 78,141 81,078 75,260 77911



12

b) Krankenversicherung: Pflegekosten pro Erkrankten

1988 1978
Mainner
Gini-Mass G 0,679 0,656
Variationskoeffizient V K 227 2,28
Anzahl Erkrankte 110291 90084
Frauen
Gini-Mass G 0,649 0,634
Variationskoeffizient V' K 1,84 1,83
Anzahl Erkrankte 147 353 121184
Insgesamt
Gini-Mass G 0,663 0,646
Variationskoeffizient V K 2,01 2,00
Anzahl Erkrankte 257 644 211268

¢) AHV-Einkommen nach Kunz (1988)

1985 1968 1953

Gini-Mass G 0,38 0,45 0,46
Vanationskoeffizient V K 0,99 1,36 1,08

Anzahl Beitragspflichtige in Mio 3,62 3,12 243
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Zusammenfassung

Die Arbeit befasst sich zunichst theoretisch mit dem Vergleichen und Messen im Kontext
der Begriffe Ungleichheit, Streuung, Risiko und Information. Es zeigt sich, dass die dabei
auftretenden Strukturen nahezu identisch sind. Anschliessend werden das Gini-Ungleichheitsmass
sowie der Variationskoeffizient in den drei Gebieten Sterbetafeln, AHV-Einkommensverteilung
und Kosten pro Erkrankten in der Krankenversicherung praktisch angewandt. Es zeigt sich,
dass die Ungleichheiten in dieser Reihenfolge zunehmen. Das heisst, dass die Lebensdauern der
Individuen gleichmissiger als die Einkommen und diese gleichmissiger als die Krankheitskosten
verteilt sind.

Résumeé

Le travail aborde en premier lieu et du point de vue théorique les opérations de mesure et
de comparaison appliquées aux notions d’inégalité, de dispersion, de risque et d’information. Il
s’avere que les structures en question sont pratiquement identiques. Les auteurs appliquent par la
suite la mesure d’inégalité de Gini ainsi que le coefficient de variation aux trois domaines suivants
relevant de la pratique: les tables de mortalite, la répartition des revenus dans 'AVS et les frais
de guérison en assurance-maladie. Le résultat est que I'inégalité augmente en considérant les trois
domaines dans I'ordre indiqué, soit que la distribution des durées de vie des individus est moins
prononcée que celle des revenus et que cette derniere est également moins prononcée que celle
des colts des maladies.

Summary

First the notions of inequality, dispersion, risk and information are compared with one another
and their qualitative assessment is discussed. This reveals that the inherent structures are almost
identical. Then the so-called Gini-measure of inequality and the coefficient of variation are
applied to mortality tables, income distributions from the Swiss Federal Social Security Scheme
and medical costs per sick person in health insurance. it turns out that inequality increases in
this order, i.e., that individuals’ lengths of life are more regularly distributed than incomes and
these in turn more regularly than medical costs.
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