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RavymonDp Scumutz, La Tour-de-Peilz

La participation aux excédents aléatoires*

1 Introduction

La participation aux excédents en assurance collective de personnes revét une
grande importance pour les compagnies d’assurances a ’heure actuelle. Il s’agit
d’une part d’un des éléments de concurrence entre les compagnies; il convient
par conséquent d’offrir au preneur d’assurance la garantie d’une participation
aux excédents la plus avantageuse possible. D’autre part, les marges béné-
ficiaires des assureurs deviennent de plus en plus restreintes et il s’avére
nécessaire de fixer des critéres précis pour lattribution des bénéfices aux
assures.

La participation aux excédents ob¢it donc a des exigences contradictoires et il
n’est plus possible de travailler de maniére empirique dans ce domaine.

Les objectifs poursuivis par la présente ¢tude sont les suivants:

— déterminer de maniere scientifique et sur la base de critéres objectifs les taux de
participation aux excédents de contrats d’assurance collective de personnes;

— montrer que le systéme de participation décrit est une maniére d’atténuer les
fluctuations du risque pour ’assureur;

— présenter une application pratique avec des valeurs réelles.

Le présent article est un résumé de [6]. Laccent est mis sur les idées de base et les
principaux résultats. Le lecteur intéressé par les détails et les développements
peut obtenir un exemplaire de [6] aupres de Pauteur.

2 Définitions et modéle mathématique

L’¢laboration du mod¢le mathématique est conduite par la question suivante:
étant donné un contrat d’assurance collective de personnes avec une clause de
participation aux excédents sous forme de «compte d’assurance sans report de
perte», quelle est la part du bénefice maximum attribuable au prencur
d’assurance permettant d’¢quilibrer les résultats du contrat pour I'assureur?
Nous désignons par:

* Exposé présenté a I'Assemblée générale de I'Association, le 21 septembre 1985 4 Neuchitel.
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X la variable aléatoire représentant le montant total des sinistres pendant
une période déterminée (ci-aprés toujours 1 année)

P la prime de risque de 2e ordre

AP le chargement de sécurité appliqué a la prime de risque

P’ la prime pure de ler ordre

P” la prime brute

eP"” le chargement d’exploitation et la marge bénéficiaire de I’assureur

u le taux de participation aux excédents

B la variable aléatoire représentant le bénéfice global (preneur et assureur)

G la variable aléatoire représentant le bénéfice accordé au preneur

R la variable aléatoire représentant le résultat d’exploitation de I’assureur.

Les hypothéses de base du modéle sont les suivantes:

1™ hypothese:  la prime de risque de 2e¢ ordre est égale a lespérance
mathématique du total annuel des sinistres, c’est-a-dire
P=E(X) (1)
2¢ hypothese: le chargement ¢P” n’occasionne ni bénéfice, ni perte.
Dans ces conditions, la prime brute est égale a
P"=P(1+A)/(1—¢) (2

et la prime pure de ler ordre qui est celle qui nous intéresse (selon ’hypothése 2)
P'=P(1+4) (3)

Les variables aléatoires décrivant le bénéfice global et sa répartition peuvent étre
formulées de la maniére suivante:

(P'—=X)u si X< P’
= 4
& { 0 si X=P' )
Résultat de "assureur:
B (P =X)(1—p si X< P’
R—{P’—X si X= P’ ©)
Bénéfice global:
B=G+R=P -X (6)

En supposant connue la fonction de répartition du total annuel des sinistres
F.(x), la fonction de répartition du résultat est:
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| —F (P —r st R<0
F(r)= | y , ()
' | —F <P — st R>0
1 —u
La condition d’équilibre du résultat est donnée par la relation:
E(R)=0 (8)
L’espérance du résultat de assureur est ¢gale a:
E(R)=AP —u¢ (P 9)

ol ¢.(Pyest 'intégrale de la fonction de répartition du total annuel des sinistres.

On tire de (8) et (9) 'expression du taux de participation limite, noté pi:

AP

9P

(10)

La limite supéricure du taux de participation p, exprime le rapport entre la marge
de sécurité AP qui représente également 'espérance du bénéfice global B et la
quantité ¢ (P') égale a lespérance d’un résultat positif ou le colit moyen d’une
participation de 100 %. On peut vérifier (voir [6]) que u, est toujours compris
entre O et 1.

3 Variance du résultat de 'assureur
[l est intéressant d’étudier la variance de la variable aléatoire R qui nous indique
la mesure des fluctuations du résultat de Passureur. Cette variance est égale a:
V(IR =V(X)—=2u {2!/&.([”) —/IP(/)C(P’)} -|_‘u2{2qlc(p') _{(/)C(Pf)}z}
(1)
ou
2 2
V(R)=V(X)+ V(G)+2LPE(G)—" E(G?
T
avec W.(P")=2¢intégration de la fonction de répartition du total des sinistres.
On démontre (voir [6]) que V(R) est une fonction décroissante de la variable u
dans lintervalle de définition de u compris entre 0 et 1,
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Cette propriété nous montre I'intérét de ce type de participation aux excédents
qui permet une diminution des ¢carts dans les résultats de assureur. Celui-ci
crée par le biais de la participation aux excédents un fonds de stabilisation ou
d’égalisation qui tend a diminuer les fluctuations du processus aléatoire de
["assurance.

4 Application pratique

4.1  Loiderépartition du total annuel des sinistres provenant de contrats collectifs
d’indemnités journaliéres en cas de maladie

Pour décrire la distribution du total annuel des sinistres d’un contrat, nous avons
choisi une loi de type lognormal. Ce choix est basé sur I’¢tude de 14 contrats
d’indemnités journaliéres en cas de maladie avec un délai d’attente de 2 jours et
un effectif compris entre 25 et 120 assurés.

La loi lognormale utilisée, normée a son espérance mathématique, est la

suivante:
X . ; :
Y=Em suit une loi lognormale si
P T e‘i%r {my+ 2}
y)2nb
_ Lt e+ b2)2
et F(y):—f—l:fle e (" Y,

2nb " T
Espérance mathématique: E(Y)=1
Variance: V(Y)=e"" —1

Pour un contrat donné, I'estimation du paramétre b se fait a partir de la relation
le liant a la variance:

b*=in{V(Y)+1} (12)

4.2  Relation entre ’effectif et la variance

Dans I’étude de la statistique des 14 contrats, nous avons pu mettre en lumiere
une relation entre Peffectif de chaque contrat et la variance de la distribution.
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Dans notre cas, cette relation est de type exponentielle :
V(Y)=1,2 ¢ V02N (13)
ou |
N est leffectif du groupe.

Un test de Student appliqué sur le coefficient de régression donne une valeur
significative au seuil de 0,01 pour un nombre de degrés de liberté égal a 12.
Les formules (12) et (13) permettent par conséquent de déterminer directement le
paramétre de la loi lognormale par rapport a effectif du groupe en utilisant la
méthode suivante:

[. Déterminer la variance de la loi lognormale basée sur Ieffectif du groupe
assuré — formule (13).
2. Déterminer le parameétre de la loi lognormale a partir de la variance — formule

(12).

4.3 Variation du taux de participation maximum |,

Connaissant la loi de distribution du total annuel des sinistres de type lognormal,

on peut déterminer le taux de participation g, selon la formule (10). Le calcul de

¢.(P")nécessite le recours a lordinateur et "utilisation de procédés d’intégration
numérique, mais ne présente pas de difficultés particuliéres.

Nous présentons sur les deux pages suivantes la variation du taux de

participation y, en fonction du facteur de sécurité 4 (fig. 1) et en fonction de

Ieffectif (fig. 2). On constate dans notre exemple que:

— le facteur de sécurité A a une influence plus grande que I’effectif sur le taux de
participation j; ceci est particuliérement vrai pour les valeurs de A jusqu’a
30 % qui sont les valeurs les plus réalistes;

— la variation de i en fonction de Peffectif du groupe est quasi linéaire. Une
hypothése simplificative de linéarité serait tout-a-fait acceptable;

— sinousavonsisolé les deux facteurs d’influence du taux de participation g, il
faut cependant indiquer qu’il existe une interaction entre ces deux facteurs.
En effet, le facteur de sécurité 4 dépend souvent de la variance ou de I’écart-
type de la distribution des sinistres; et c’est précisément de 'effectif que nous
avons fait dépendre la variance de la loi de distribution.



154

1,0

0,9

0,8

0,6

045

\ Ho

Fig. 1. Variation de u, en fonction de 2

CO I b W —

o

V=0,10, N=100
V=0,13, N= 90

: V=0,16, N= 80
1 V=021, N= 70
1 V=027, N= 60
1 V=034, N= 50
V=044, N= 40
: V=0,57, N= 30
¢ V=073, N= 20




153

1,0

0,9

0,8

0,56

0,5

Fig. 2. Variation de y en fonction de N

N Ho

0 20 30 40 50 60 70 80 90 100



154

4.4  Exemple d’application tarifaire

Supposons qu’une compagnie d’assurances ait un portefeuille de contrats
collectifs du type ¢tudié ci-dessus. Elle a fixé a 15 % de la prime pure le facteur de
securit¢ A. Elle pourrait alors avoir le tableau suivant de participation aux
excedents:

Effectif du groupe Taux de participation aux
assuré excédents maximum
25— 34 42 %
35— 44 45%
45— 54 48 %
55— 64 52%
65— 74 56%
75— 84 60 %
85— 94 64 %
95-104 68 %
105 et plus 70 %

5 Conclusions

Nous nous sommes fixés trois objectifs au début de notre étude.

Le premier consistait a déterminer de maniere scientifique et sur la base de
criteres objectifs la participation aux excédents de contrats d’assurance collective
de personnes. Nous avons déterminé par un modele mathématique des formules
de calcul et une méthode aboutissant aux valeurs des taux de participation aux
excédents. Cette méthode est basée sur des critéres objectifs que sont le facteur de
sécurité compris dans la prime et Ueffectif du groupe assuré. Nous estimons
¢galement que ces formules ont 'avantage de la simpliciteé.

Le deuxiéme objectif visait & montrer que le systéme de participation aux
excédents décrit est une maniere d’atténuer les fluctuations du risque. L’étude de
la variance du résultat de I'assureur nous éclaire effectivement a ce sujet, puisque
cette variance diminue lorsque le taux de participation augmente.

Nous voulions enfin présenter une application pratique. Il est évident que les
valeurs réelles indiquées ne représentent qu’une illustration du modéele et ne
sauraient servir a une application directe. Nous pensons cependant que la
méthode peut étre utile a "actuaire praticien pour des applications similaires.
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Résume

L’auteur développe un modéle mathématique décrivant le systéeme de participation aux excédents de
contrats collectifs d’assurances de personnes. Le modéle permet le calcul de taux de participation aux
excédents a partir du facteur de sécurité compris dans la prime et Ueffectif du groupe assuré.

Zusammenfassung

Der Autor entwickelt ein mathematisches Modell zur Beschreibung des Uberschussystems von
Kollektivvertrigen in der Personenversicherung. Das Modell erlaubt die Berechnung des Uber-
schussatzes in Abhingigkeit des Sicherheitszuschlages in der Priimie und der Grosse des Bestandes
des Kollektivs.

Summary

The author develops a mathematical model to calculate participation in profits in group insurance.
The outcome is a function of the security loading contained in the premium and of the size of the
group insured.
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